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非线性保守系统周期运动的 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法
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摘要　提出了非线性保守系统周期运动的Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法．该方法首先将时间转换为周期运动时间，由此

系统的微分方程变为适用于Ｈｅｒｍｉｔｅ插值的形式．与Ｑａｉｓｉ提出的传统幂级数法不同，采用两点Ｈｅｒｍｉｔｅ插值

函数代替一点幂级数展开，保证了求解的收敛性及精度．使用Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法给出了一类非线性振子的近

似通解．研究表明，该近似通解不但可用于进一步分析振子的振动特性，且具有较高精度．

关键词　Ｈｅｒｍｉｔｅ插值，　幂级数法，　Ｄｕｆｆｉｎｇ振子，　周期运动，　Ｄｕｆｆｉｎｇ简谐振子

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３１０２

引言

很早就有学者［１］认识到动力系统微分方程的

解可展开为时间的幂级数形式．该级数收敛半径通
常很小，因此不能构成系统有效的解．通过解析延
拓可以扩大解的收敛区域，然而这既不实用，也无

法给出运动系统的一般性质．
研究人员一直在寻求整个时间段内收敛的解

的表达式．１８８４年，Ｐｏｉｎｃａｒé［１］认识到转换时间变
量的必要性，提出了以下时间转换公式：

ｔ－ｔ０＝２ｈ／πｌｇ［（１＋τ）／（１－τ）］ （１）
其中τ为新的时间变量，ｔ０和 ｈ为常数．由于无穷
的时间被转换为有限的时间，系统运动幂级数解的

收敛要求降低到｜τ｜＝１的圆内．然而，一段时间后

τ将趋于常数，运动随之停止．１９９６年，Ｑａｉｓｉ［２］意识
到将独立时间变量 ｔ转换为谐振时间变量 τ更为
合理：

τ＝ｓｉｎωｔ （２）
无穷的时间区域０≤ｔ≤∞变为有限的时间区域－１

≤τ≤＋１，且τ以频率ω做简谐振动．基于该变换，
Ｑａｉｓｉ提出了研究周期运动的幂级数法［２］．该方法
将运动系统对谐振时间τ进行零点幂级数展开，由
于τ以频率ω在［－１，１］之间做简谐振动，故只要
级数在｜τ｜＝１的圆内收敛，则原系统可解．然而，
由于幂级数的固有特性，往往无法保证［－１，１］内

的收敛性；即使收敛，其收敛速度也比较慢．因此，
该方法在应用中受到了限制．

本文在Ｑａｉｓｉ谐振时间变换的基础上提出周期
运动的 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法，与幂级数法不同，采用
两点Ｈｅｒｍｉｔｅ插值函数代替一点幂级数展开，解决
了收敛性问题并提高收敛速度．

１　Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法

为了阐述，考虑三次Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的自由振动
ｘ̈＋ｘ＋εｘ３＝０ （３）

其初始条件为ｘ（０）＝Ａ与ｘ（０）＝０，点表示对时间
ｔ求导，ｘ表示系统位移，ε为系统非线性参数．吴晓
和黄罛［３］在研究功能梯度材料椭圆板的非线性热

振动及屈曲中用摄动法对（３）进行了求解．
为了用 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值法求解方程（３），首先将

独立时间变量ｔ转换为谐振时间变量τ
τ＝ｓｉｎωｔ

对应的微分方程（３）变为

ω２（１－τ２）ｘ＂－ω２τｘ′＋ｘ＋εｘ３＝０
ｘ（０）＝Ａ，　ｘ′（０）＝０ （４）

其中撇表示对时间τ求导．
由于系统的初始状态点由 τ＝０唯一确定，振

子在“振动时间 τ”的半个振动周期内必定已经完
成了一次振动，因此振动时间τ的频率ω必定是振
子振动频率Ω（Ａ）的一半：
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ω＝Ω（Ａ）／２ （５）
另外，由方程（４）容易得出ｘ（τ）是偶函数．

令（４）中，由初始条件可以得到

ｘ＂（０）＝－Ａ＋εＡ
３

ω２
（６）

另一方面，易知该振子做等幅值振动，故ｘ（１）＝－
Ａ；令（４）中τ＝１，可以得到

ｘ′（１）＝－Ａ＋εＡ
３

ω２
（７）

事实上，对方程（４）求导，可依次得到０或１点处的
高阶导数．

由上述条件可以得到τ∈［０，１］中的任意Ｈｅｒ
ｍｉｔｅ插值函数．可以断言，只要方程（４）的解在 τ∈
［０，１］是光滑的，就可以得到这个区间上足够精确
的逼近解．又因ｘ（τ）为偶函数，故可方便的得到 ｘ
（τ）在τ∈［－１，１］上的近似解．只要将 τ替换为
ｓｉｎωｔ就得到了原方程的解．

例如，为了得到ｘ（τ）在τ∈［－１，１］上的近似
解，可以构造插值函数如下

Ｘ（τ）＝Ａ－２（Ａ＋εＡ
３）

Ω２
τ２＋ｃ１τ

４＋ｃ２τ
６ （８）

其中ｃｉ（ｉ＝１，２）为待定常数．进一步，为了确定常
数ｃｉ（ｉ＝１，２），令Ｘ（１）＝ｘ（１）和 Ｘ′（１）＝ｘ′（１），
得到两个线性方程，解得ｃｉ（ｉ＝１，２）如下

ｃ１＝
６（Ａ＋εＡ３－ＡΩ２）

Ω２

ｃ２＝－
４（Ａ＋εＡ３－ＡΩ２）

Ω２
（９）

显然式（８）使用了０点直到２阶的导数和１点直到
１阶的导数，故（８）可称为［２，１］阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值函
数．

将（８）中的 τ替换为 ｓｉｎωｔ并进行三角函数化
简，可得方程（３）的近似解为

Ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΩｔ＋Ａ８（１－
１＋εＡ２

Ω２
）（ｃｏｓΩｔ－

　ｃｏｓ３Ωｔ） （１０）
可见方程（３）的［２，１］阶Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解，即是在谐
波解的基础上加上了一个修正项．

另一方面，振子（３）的频率可以通过能量积分
得到．对应（３）的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量［４］为

Ｈ（ｘ）＝１２ｘ
２＋１２ｘ

２＋１４εｘ
４＝ｃｏｎｓｔａｎｔ＝Ｈ０

（１１）

其中
１
２ｘ

２为动能，
１
２ｘ

２＋１４εｘ
４为势能．由初始条件

易知

Ｈ０＝
１
２Ａ

２＋１４εＡ
４ （１２）

振子的周期为

Ｔ＝４∫
Ａ

０

１

（Ａ２－ｘ２）（１＋１２ε（Ａ
２＋ｘ２

槡
））

ｄｘ（１３）

令ｘ＝Ａｃｏｓθ可将（１３）化为Ｔ＝４Ｋ（ｍ）／ｆ（Ａ），其中

ｆ（Ａ）＝ １＋εＡ槡
２，ｍ＝ｋ２＝ εＡ２

２（１＋εＡ２）
（１４）

则频率为

Ω（Ａ）＝πｆ（Ａ）２Ｋ（ｍ） （１５）

事实上，对于非线性振子，并不总能得到其频率解析

表达式，然而经常能够得到其周期的积分表达式，如

式（１３）所示，由数值积分即可求得其自然频率．

２　一类非线性振子的近似通解

注意到由［２，１］阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值得到的方程

（３）的近似解由一次谐波项及另外一个修正项组
成，如果将方程（３）改写为

ｘ̈＋（１＋εｘ２）ｘ＝ｘ̈＋ｆ２（ｘ）ｘ＝０ （１６）

其中ｆ（ｘ）＝ １＋εｘ槡
２，那么（１０）可改写为

Ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΩｔ＋Ａ８（１－
ｆ２（Ａ）
Ω２
）（ｃｏｓΩｔ－

　ｃｏｓ３Ωｔ） （１７）
可以推断，对于一般的非线性振子

ｘ̈＋ｆ２（ｘ）ｘ＝０ （１８）

其中ｆ（ｘ）为偶函数，初始条件为ｘ（０）＝ｘ０，ｘ（０）＝

ｘ０，其近似通解为

Ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΩ（ｔ＋θ）＋Ａ８（１－

　ｆ
２（Ａ）
Ω２
）（ｃｏｓΩ（ｔ＋θ）－ｃｏｓ３Ω（ｔ＋θ）） （１９）

这个结论很容易证明：首先不考虑相位 θ，则（１９）
转化为（１７）；为了得到（１７），只需用 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值
法求解方程（１８）的［２，１］阶解，其过程与求解（３）
的过程完全类似．

另一方面，考虑修正项中所起的作用．在一个
周期内ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ随时间的变化如图１所示

由图１容易看出当修正项系数为正时，由于修

２
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正项的“削波”作用，振子的振动波形将趋于平坦；

反之，若修正项系数为负，振子的振动波形将趋于

尖锐．图２表示了修正项对振子影响．

图１　ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ在一个周期内随时间的变化

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔｗｉｔｈｔｉｍｅｉｎａｐｅｒｉｏｄ

为了方便，可将ｆ（Ａ）称为“修正频率”．当修正
频率小于自然频率时，振子随时间变化的波形趋于

平坦，表现出希望在峰值处滞留的特性；当修正频

率大于自然频率时，波形趋于尖锐，表现出疏离峰

值的特性；而当修正频率恰好等于自然频率时，振

子的振动为简谐振动，振子为线性振子．

图２　ｃｏｓΩｔ＋１／８（ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ）与ｃｏｓΩｔ－１／８（ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ）

在一个周期内随时间的变化

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｃｏｓΩｔ＋１／８（ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ）ａｎｄ

ｃｏｓΩｔ－１／８（ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ）ｗｉｔｈｔｉｍｅｉｎａｐｅｒｉｏｄ

例如，单摆在做大振幅摆动时总是趋于在最大

振幅处滞留；而振子弹簧为硬弹簧时，总是趋于疏

离最大振幅的位置．
当然，由 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法可以求解更高阶的

解，只需要利用０和１处的高阶导数信息．

３　高阶Ｈｅｒｍｉｔｅ插值

由于方程（３）有精确解［５］

ｘ（ｔ）＝Ａｃｎ（ｆ（Ａ）ｔ，ｍ） （２０）
其中ｆ（Ａ）与ｍ如（１４）所示．因此可以由（２０）来检
验Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解的精度．

取非线性参数ε＝１０，幅值 Ａ＝１，求解 Ｄｕｆｆｉｎｇ
方程（３）的［６，４］阶Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解．当Ａ＝１时，可
以得到Ω（１）＝２．８６６６４，因此ω＝１．４３３３２．则可以
求得τ＝０处ｘ（τ）的幂级数为

图３　非线性参数取ε＝１０时，振幅Ａ＝０．１，１，１０的［６，４］阶

Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解与精确解的对比

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ［６，４］ｔｈＨｅｒｍｉｔｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｗｈｅｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｐａｒａｍｅｔｅｒε＝１０

ｘ（τ）＝１－２．６７７１７τ２＋２．４７４０５τ４－
　３．４１３６４τ６＋… （２１）

为了得到（３）的［６，４］阶Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解，构造插值
函数

Ｘ（τ）＝１－２．６７７１７τ２＋２．４７４０５τ４－
　３．４１３６４τ６＋ｃ１τ

８＋ｃ２τ
１０＋ｃ３τ

１２＋ｃ４τ
１４ （２２）

其中ｃｉ（ｉ＝１，２，３，４）为待定常数．
令Ｘ（１）＝ｘ（１），Ｘ′（１）＝ｘ′（１），Ｘ＂（１）＝ｘ＂

（１）和Ｘ（３）（１）＝ｘ（３）（１），得到４个线性方程组．求
解该方程组，得到ｃｉ（ｉ＝１，２，３，４）

ｃ１＝３．６５８５２，ｃ２＝－３．４８７６４
ｃ３＝２．０２４２３，ｃ４＝－０．５７８３５３ （２３）

将（２２）中替换为ｓｉｎωｔ并进行三角函数的化简，得
到（３）的近似解

Ｘ（ｔ）＝０．９６０７８１ｃｏｓΩｔ＋０．０３７７７２８ｃｏｓΩｔ＋
　０．００１３７５６３ｃｏｓ５Ωｔ＋０．００００７０５９９７ｃｏｓ７Ωｔ

（２４）
为了检验解（２４）的精度，将精确解（２０）进行 Ｆｏｕ
ｒｉｅｒ展开
　ｘ（ｔ）＝０．９６０８１７ｃｏｓΩｔ＋０．０３７７０１４ｃｏｓ３Ωｔ＋

３
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０．００１４２５６２ｃｏｓ５Ωｔ＋０．００００５３９０４４ｃｏｓ７Ωｔ＋…
（２５）

可以看到对应的谐波系数彼此十分接近．
为了进一步考察 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解的收敛性，可

以进一步求解［８，４］阶、［１０，５］阶和［１２，６］阶解，
取其前４个谐波的谐波系数，列表如下

表１　［８，４］阶、［１０，５］阶和［１２，６］阶

Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解的前４个谐波系数

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｏｕｒｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆ［８，４］ｔｈ，

［１０，５］ｔｈ，ａｎｄ［１２，６］ｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｏｒｄｅｒ １ ２ ３ ４

［８，４］ｔｈ０．９６０８２１ ０．０３７６９２０ ０．００１４３３３０ ０．００００５０４１５９
［１０，５］ｔｈ０．９６０８１６ ０．０３７７０２６ ０．００１４２４４６ ０．００００５４５３７６
［１２，６］ｔｈ０．９６０８１７ ０．０３７７０１２ ０．００１４２５７９ ０．００００５３７９６９

可以看出Ｈｅｒｍｉｔｅ插值方法具有很好的收敛性．
图３分别给出了Ａ＝０．１，１，１０的Ｈｅｒｍｉｔｅ插值

解与精确解的对比．

由图３可知，Ｈｅｒｍｉｔｅ插值方法在求解非线性
保守系统周期运动时简单且高效．

４　讨论

第３节给出了 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的高阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ插
值解，而事实上对很多非线性振子，［２，１］阶 Ｈｅｒ
ｍｉｔｅ插值解的精度已经足够．例如：广义 Ｄｕｆｆｉｎｇ简
谐振子［６］

ｘ̈＋αｘ＋ βｘ
３

１＋ｋｘ２
＝０ （２６）

若不考虑相位θ，由式（１７）可直接写出（２６）的解为

Ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΩｔ＋Ａ８（１－
α
Ω２
－

　 Ａ２β
（１＋Ａ２ｋ）Ω２

）（ｃｏｓΩｔ－ｃｏｓ３Ωｔ） （２７）

其频率也容易由能量积分得到

　Ω＝ π

２∫
Ａ

０
／ α＋β( )ｋ（Ａ２－ｕ２）－βｋ２Ｌｎ１＋Ａ

２ｋ
１＋ｕ２( )ｋ槡

ｄｕ
＝ π

２∫
π
２

０
｛Ａ２ｃｏｓ２θ／［α＋β( )ｋＡ２ｃｏｓ２θ＋βｋ２Ｌｎ１－Ａ

２ｃｏｓ２θ
１＋Ａ２( )ｋ］｝１／２

（２８）
同样的，对于Ｄｕｆｆｉｎｇ简谐振子［７－１０］

ｄ２ｘ
ｄｔ２
＋ ｘ３

１＋ｘ２
＝０ （２９）

若不考虑相位θ，由式（１７）可直接写出（２９）的解为

Ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΩｔ＋Ａ８
１－ Ａ２

（１＋Ａ２）Ω( )２ （ｃｏｓΩｔ－
　ｃｏｓ３Ωｔ） （３０）

容易得到其频率为

Ω＝ π

２∫
π
２

０
｛Ａ２ｃｏｓ２θ／［Ａ２ｃｏｓ２θ＋Ｌｎ１－Ａ

２ｃｏｓ２θ
１＋Ａ( )２ ］｝１／２

ｄθ

（３１）
可以验证 Ｄｕｆｆｉｎｇ简谐振子在幅值分别取０．０１，０．
１，１，１０时解（３０）的精确性，如图４所示，其中由数
值积分所得频率依次为０．００８４７１７９，０．０８４３８８６，０．
６３６７８，０．９９０９１６．

５　小结

本文提出了非线性保守系统周期运动的 Ｈｅｒ
ｍｉｔｅ插值解法，由［２，１］阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值给出了一
类非线性振子的近似通解

Ｘ（ｔ）＝ＡｃｏｓΩ（ｔ＋θ）＋Ａ８（１－

　ｆ
２（Ａ）
Ω２
）（ｃｏｓΩ（ｔ＋θ）－ｃｏｓ３Ω（ｔ＋θ）） （３２）

分析了保守非线性振子的一些振动特性，介绍了振

子的高阶Ｈｅｒｍｉｔｅ插值．

图４　Ｄｕｆｆｉｎｇ简谐振子在幅值分别为０．０１，０．１，１，１０时

解（３０）与数值解的对比

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ［２，１］ｔｈＨｅｒｍｉｔｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅＤｕｆｆｉｎｇｈａｒｍｏｎｉｃｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

ｗｈｅｎｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓａｒｅ０．０１，０．１，１，１０

研究表明，Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法具有很好的收敛
性，在求解高阶解时，相当于Ｆｏｕｒｉｅｒ展开，一般而言

４
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［６，４］阶近似解可满足精度要求．对很多非线性振子
［２，１］阶近似解就已经具有很高的精度．故Ｈｅｒｍｉｔｅ
插值法具有很好的收敛性和较高的收敛速度．

需要说明的是，对于非等振幅的振子，同样可以

使用该方法进行求解．只需先由能量积分公式确定
出两个幅值，再通过数值积分得到振子频率．因此，
本文提出的Ｈｅｒｍｉｔｅ插值解法对于求解非线性保守
系统周期运动是一种简单有效的数值解析方法．
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