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摘要　针对参数未知的复杂动力学网络，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和ＬａＳａｌｌｅ不变原理，通过设计合适的自

适应控制器不仅实现了参数未知的复杂动力学网络之间的线性广义同步，而且对网络中的未知参数进行了

追踪识别．文中设计的控制器对一类复杂动力学网络有普适性，并且由于其具有的自适应功能，使得该控制

方法有鲁棒性．数值仿真结果进一步验证了控制方法的有效性与可行性．

关键词　线性广义同步，　自适应控制，　参数识别，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，　复杂动力学网络
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引言

最近２０多年来，由于混沌同步的理论价值和
其在各个领域中的潜在应用，使得这方面的研究受

到广泛关注，提出了各种实现完全同步的方

法［１－５］，然而，在实际应用中，参数的失配可能破坏

完全同步流形，而且完全同步仅发生在参数空间的

某个特定点上，所以除非在理想条件下它是很难实

现的，进而人们研究许多不同类型的同步［６－１２］．在
各种不同类型的同步中，广义同步［１３］是指耦合混

沌振子之间存在某种函数关系，可见广义同步是完

全同步的拓广，因而广义同步在理论价值和潜在应

用方面更有普遍性．因此广义同步成为研究热点之
一，取得了一些研究结果［１４－１６］，这些结果大致可以

分为两类：一是设计适当的控制器使耦合的系统之

间满足给定的函数关系；二是辅助系统方法，此方

法已被广泛用于检测两个耦合的混沌系统的广义

同步．
本文的工作可归于第一类，是针对参数未知的

复杂动力学网络，通过设计合适的自适应控制器实

现了复杂动力学网络之间的线性广义同步．一个复
杂动力学网络是由一系列相互连接的节点组成的，

其中每个网络节点是一个动力系统，它是处理一组

相互作用的动力系统的一个很好的工具，复杂动力

学网络广义同步的研究工作包括用拓展辅助系统

的方法来实现复杂网络的广义同步［１７－１９］，通过构

建适当的响应网络使驱动响应网络之间满足预先

给定的函数关系［２０－２１］．最近，Ｓｕｎ等人研究了已知
参数的两个复杂网络之间的线性广义同步［２２］，受

此工作启发，本文探讨了未知参数的复杂动力学网

络的自适应线性广义同步．实际中复杂动力学网络
不可避免受到如噪声和参数变动等不确定因素的

影响，因此研究参数未知的不确定复杂动力学网络

的同步问题有重要意义．本文设计的自适应控制器
不仅实现了复杂动力学网络之间的线性广义同步，

而且对网络中的未知参数进行了追踪识别，适用于

一类未知参数的复杂动力学网络．

１　问题描述

考虑驱动复杂网络

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋Ｆ（ｘｉ）Θｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ，ｉ＝１，２，…，Ｎ

（１）
其中 ｘｉ（ｔ）＝（ｘｉ１（ｔ），ｘｉ２（ｔ），…，ｘｉｎ（ｔ））

Ｔ∈Ｒｎ，ｆ

（ｘ）：Ｒｎ→Ｒｎ，Ｆ（ｘ）：Ｒｎ→Ｒｎ×ｐ为非线性函数，Θｉ＝

（θｉ１，θｉ２，…，θｉｐ）
Ｔ∈Ｒｐ为未知参数矢量．Ｃ＝

（ｃｉｊ）Ｎ×Ｎ∈Ｒ
Ｎ×Ｎ为耦合矩阵，节点 ｉ和节点 ｊ（ｊ≠ｉ）

耦合时，ｃｉｊ＝１；否则ｃｉｊ＝０（ｊ≠ｉ），且ｃｉｉ＝－∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｃｉｊ，

ｉ＝１，２，…，Ｎ．Γ∈Ｒｎ×ｎ为内耦合矩阵．
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响应复杂网络

ｙｉ＝Ａｙｉ＋Ｂｇ（ｙｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｙｉ＋ｕｉ，

　　　　　ｉ＝１，２，…，Ｎ （２）

其中ｙｉ（ｔ）＝（ｙｉ１（ｔ），ｙｉ２（ｔ），…，ｙｉｎ（ｔ））
Ｔ∈Ｒｎ，ｕｉ为

控制器．
定义　对驱动网络（１）和响应网络（２），若存在映

射φ：Ｒｎ→Ｒｎ满足

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｙｉ（ｔ）－φ（ｘｉ（ｔ））‖＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ

（３）

则称网络（１）和（２）实现广义同步．特殊地若 （ｘ）
＝Ｐｘ＋Ｑ（Ｐ和 Ｑ是两个常数矩阵），则称网络（１）
和（２）实现线性广义同步．

２　线性广义同步实现

定义线性广义同步误差为

ｅｉ＝ｙｉ－Ｐｘｉ－Ｑ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）
定理　假定驱动响应网络（１）（２）满足ＰΓ＝ΓＰ及
以下条件：

?‖Ａ‖α，‖Ｂ‖β，‖Γ‖＝γ；

?对任意不同的 ｚ１，ｚ２∈Ｒ
ｎ，有常数 Ｌ，使‖ｇ

（ｚ１）－ｇ（ｚ２）‖≤Ｌ‖ｚ１－ｚ２‖，若取自适应控制器

ｕｉ为

ｕｉ＝Ｐｆ（ｘｉ）＋εｉｅｉ－Ｂｇ（Ｐｘｉ＋Ｑ）－

　Ａ（Ｐｘｉ＋Ｑ）＋ＰＦ（ｘｉ）Θｉ （４）

其中Θｉ ＝（θｉ１，θｉ２，…，θｉｐ）
Ｔ为未知参数 Θｉ的估

计值，εｉ＝ｄｉａｇ（εｉ１，εｉ２，…，εｉｎ）为自适应反馈强度，

满足自适应规律：

εｉｋ＝－δｉｋｅ
２
ｉｋ，ｋ＝１，２，…，ｎ （５）

参数值由下式追踪识别：

θ
·
ｉｌ＝－γｋｌｅｉｋＨｋｌ（ｘｉ），

ｋ＝１，２，…，ｎ，　ｌ＝１，２，…，ｐ （６）

其中Ｈ（ｘ）＝（Ｈｋｌ（ｘ））ｎ×ｐ＝ＰＦ（ｘ），δｉｋ＞０，γｋｌ＞０

为任意常数．则网络（１）和（２）实现线性广义同步．

证明：由于ＰΓ＝ΓＰ，并注意到∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓＱ＝０，

则有

ｅｉ＝ｙｉ－Ｐｘｉ＝Ａｙｉ＋Ｂｇ（ｙｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｙｉ＋

　ｕｉ－Ｐｆ（ｘｉ）－ＰＦ（ｘｉ）Θｉ－Ｐ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ＝

　Ａｙｉ＋Ｂｇ（ｙｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｙｉ＋Ｐｆ（ｘｉ）－

　Ｂｇ（Ｐｘｉ＋Ｑ）－Ａ（Ｐｘｉ＋Ｑ）＋ＰＦ（ｘｉ）Θｉ －

　Ｐｆ（ｘｉ）－ＰＦ（ｘｉ）Θｉ－Ｐ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ－εｉｅｉ＝

　Ａｅｉ＋εｉｅｉ＋Ｂ（ｇ（ｙｉ）－ｇ（Ｐｘｉ＋Ｑ））＋

　ＰＦ（ｘｉ）（Θｉ －Θｉ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊΓｅｊ

构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ＝１２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉｅｉ＋

１
２∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｐ

ｌ＝１

１
γｋｌ
（θｉｌ －θｉｌ）

２＋

　 １２∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１

１
δｉｋ
（εｉｋ＋Ｋ）

２

其中Ｋ是大的正常数，则

Ｖ
·

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（Ａｅｉ＋εｉｅｉ＋Ｂ（ｇ（ｙｉ）－ｇ（Ｐｘｉ＋Ｑ））＋

　Ｈ（ｘｉ）（Θｉ －Θｉ））＋∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｅＴｊｃｉｊΓｅｊ－

　∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｐ

ｌ＝１
（θｉｌ －θｉｌ）ｅｉｋＨｋｌ（ｘｉ）－

　∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
（εｉｋ＋Ｋ）ｅ

２
ｉｋ ＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ｅＴｉＡｅｉ＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｅＴｉＢ（ｇ（ｙｉ）－ｇ（Ｐｘｉ＋Ｑ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｊｅ

Ｔ
ｉΓｅｊ－Ｋ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｅＴｉｅｉ≤∑

Ｎ

ｊ＝１
（α＋Ｌβ－

　Ｋ）ｅＴｉｅｉ＋∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
γｃｉｊ‖ｅｉ‖‖ｅｊ‖ ＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｉｉλｍｉｎｅ

Ｔ
ｉｅｉ≤∑

Ｎ

ｊ＝１
（α＋Ｌβ－Ｋ＋

　（Ｎ－１）γ＋ｃｉｉλｍｉｎ）ｅ
Ｔ
ｉｅｉ

其中λｍｉｎ为矩阵（Γ＋Γ
Ｔ）／２的最小本征值．如果

常数Ｋ充分大就有 Ｖ
·

≤０．根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理

论［２３］和ＬａＳａｌｌｅ不变性原理［２４］，网络（１）和（２）的
任何轨迹（ｘｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ），Θｉ，εｉ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）最

终收敛于不变集 Ｅｉ＝｛（ｘｉ，ｙｉ，Θｉ，εｉ）｜ｅｉ≡０，Θｉ
≡Θｉ，εｉ≡珔εｉ｝，ｉ＝１，２，…，Ｎ，其中Θｉ，珔εｉ分别为常

矢量和常矩阵．以下证明Θｉ＝Θｉ，ｉ＝１，２，…，Ｎ．
事实上，根据 Ｅｉ中的轨道的不变性，有 Ｈ（ｘｉ）

（Θｉ －Θｉ）＝０，即

∑
ｐ

ｌ＝１
Ｈｋｌ（ｘｉ）（θｉｌ －θｉｌ）＝０，

ｋ＝１，２，…，ｎ，　ｉ＝１，２，…，Ｎ．
根据下面的命题，未知参数会被追踪识别，定

４７３
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理证明完毕．
命题　? 对于任意给定的ｋ∈｛１，２，…，ｎ｝，若ｐ＝
１，且

Ｈｋｌ０（ｘｉ）（θ

ｉｌ０－θｉｌ０）＝０，ｌ０∈｛１，２，…，ｐ｝．

则只要同步流型ｙｉ＝（ｘｉ）使Ｈｋｌ０（ｘｉ）≠０，就有ｌｉｍｔ→∞
（θｉｌ０－θｉｌ０）＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ．

?若ｐ≥２，则只要同步流形 ｙｉ＝（ｘｉ）使｛Ｈｋｌｓ
（ｘｉ），ｌｓ∈｛１，２，…，ｐ｝｝线性无关，则也有ｌｉｍｔ→∞（θ


ｉｌｓ－

θｉｌｓ）＝０，ｌｓ＝１，２，…，ｐ，ｉ＝１，２，…，Ｎ成立．

３　数值仿真

考虑驱动动力学复杂网络的节点为Ｌü系统：
ｘ１＝θ１（ｘ２－ｘ１），ｘ２＝－ｘ１ｘ３＋θ２ｘ２，ｘ３＝ｘ１ｘ２－θ３ｘ３

改写成驱动网络（１）中的系统形式为
ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋Ｆ（ｘｉ）Θｉ，

其中

ｆ（ｘｉ）＝

　０
－ｘｉ１ｘｉ３
ｘｉ１ｘｉ

{ }
２

，Ｆ（ｘｉ）＝

ｘｉ２－ｘｉ１
ｘｉ２

－ｘｉ
{ }

３

．

响应动力学复杂网络的节点为Ｒｓｓｌｅｒ系统为：
ｙ１＝－ｙ２－ｙ３，　ｙ２＝ｙ１＋０．２ｙ２，
ｙ３＝０．２＋ｙ３（ｙ１－５．７）

改写成网络（２）中的系统形式为
ｙｉ＝Ａｙｉ＋Ｂｇ（ｙｉ），

Ａ＝
０　－１　－１
１　０．２　０
０　０　－５．









７
，Ｂ＝

０　０　０
０　０　０









０　０　１
，

ｇ（ｙｉ）＝
０
０
ｙｉ１ｙｉ３＋０．









２
．

取Ｎ＝５，耦合矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ）５×５及内耦合矩阵 Γ分
别为

Ｃ＝

－２　１　０　０　１
１　－３　１　１　０
０　１　－２　１　０
０　１　１　－３　１















１　０　０　１　－２

，Γ＝
０．１　　
　０．３　
　　０．









２
．

则对应（１）（２）形式的驱动响应网络分别为：

ｘｉ＝ｆ（ｘｉ）＋Ｆ（ｘｉ）Θｉ＋∑
５

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ，ｉ＝１，…，５

（７）

ｙｉ＝Ａｙｉ＋Ｂｇ（ｙｉ）＋∑
５

ｊ＝１
ｃｉｊΓｘｊ＋ｕｉ，

　　　　　ｉ＝１，…，５ （８）
有‖Ａ‖＝５．７８９７，‖Ｂ‖＝１，‖Γ‖＝０．１，满足定
理条件（ｉ）．Ｌü系统和 Ｒｓｓｌｅｒ系统满足定理条
（ｉｉ）［２６］．在仿真中取线性广义同步中的 Ｐ＝ｄｉａｇ
（１，－２，３），Ｑ＝［０　０　０］Ｔ，误差 ｅｉ１＝ｙｉ１－ｘｉ１，ｅｉ２
＝ｙｉ２＋２ｘｉ１，ｅｉ３＝ｙｉ３－３ｘｉ３，（ｉ＝１，…，５）．根据上面
的定理，自适应控制器 ｕｉ由（４）式给出，反馈控制
和未知参数识别由如下公式给出：

εｉｋ＝－δｉｋｅ
２
ｉｋ（ｋ＝１，２，３），

θ·ｉ１＝－γｉ１（ｘｉ２－ｘｉ１）ｅｉ１，

θ·ｉ２＝２γｉ２ｘｉ２ｅｉ２，θ
·
ｉ３＝３γｉ３ｘｉ３ｅｉ３（ｉ＝１，…，５）

其中

（δｉｋ）５×３＝

３ １．８ ３．６
１．８ ２．４ １．２
３ ０．６ ２．４
２．４ ３．６ １．８
１．８ ３ ２．















４

，（θｉｌ）５×３＝

１ ０．５ １．５
１．５ ２．０ ２．５
２．５ ２．０ １．０
１．５ ０．５ １．５
２．５ ２ １．















０

目标参数为Φｉ＝（３６，２０，３），选取初值

ｘｉ（０）＝（１．５＋０．１ｉ，８．５＋０．１ｉ，３＋０．１ｉ）
Ｔ，

ｙｉ（０）＝（０．１＋０．１ｉ，２．０＋０．１ｉ，１＋０．１ｉ）
Ｔ，

εｉ（０）＝（０．５＋０．１ｉ，１５．０＋０．１ｉ，－２＋０．１ｉ）
Ｔ

Θｉ（０）＝（１２＋０．１ｉ，２＋０．１ｉ，６＋０．１ｉ）
Ｔ，

　　　　　ｉ＝１，２，…，５．

图１　驱动网络（７）和响应网络（８）之间的线性广义同步误差

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒｓｂｅｔｗｅｅｎｄｒｉｖｅｎｅｔｗｏｒｋ（７）ａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｎｅｔｗｏｒｋ（８）

驱动网络（７）和响应网络（８）之间的线性广义
同步误差见图１．从图１可以看到线性广义同步误
差收敛于零，说明两个网络实现了线性广义同步．
未知参数的追踪识别如图２，从中可看到网络（７）
中的未知参数已被准确识别．在图３中，给出了驱
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动网络（７）和响应网络（８）中第三个节点吸引子的
相空间图．

图２　θｉ１，θｉ２和θｉ３（ｉ＝１，２，…，５）的时间演化图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｏｆθｉ１，θｉ２ａｎｄθｉ３（ｉ＝１，２，…，５）

图３　网络（７）（８）中节点和的相空间线性广义同步图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｐｈａｓｅｇｒａｐｈｓｏｆｌｉｎｅａｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ

ｎｏｄｅｓａｎｄｉｎｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋｓ（７）（８）

４　结论

本文基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和ＬａＳａｌｌｅ不变
原理，针对参数未知的复杂动力学网络，设计了合

适的自适应控制器不仅实现了参数未知的复杂动

力学网络之间的线性广义同步，而且对网络中的未

知参数进行了准确的追踪识别，设计的控制器适用

于一类参数未知的复杂动力学网络．由于实际中复
杂动力学网络不可避免受到如噪声和参数变动等

不确定因素的影响，因此研究参数未知的不确定复

杂动力学网络的同步问题有重要意义．本文不仅从
理论上严格证明了控制方法的正确性，而且还通过

数值仿真结果进一步验证了其有效性和可行性．
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