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分数阶 ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统的
自适应追踪广义投影同步

张燕兰

（闽南师范大学计算机学院，漳州　３６３０００）

摘要　本文针对分数阶ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统，设计了控制器和未知参数的辨识规则，实现了含有未知参

数和随机扰动的分数阶ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统同给定信号的广义投影同步．数值仿真表明了所设计的控

制器及未知参数辨识规则的有效性．
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引言

近来，混沌及其应用是非线性科学领域的重要

研究方向之一，而混沌控制与同步是混沌理论应用

的关键．混沌系统的追踪控制与同步是通过对混沌
系统施加控制使受控系统的输出信号追踪先给定

的参考信号的一种控制类型．参考信号可以是相空
间中的某一点，也可以是混沌系统输出的混沌信

号．若参考信号是混沌信号，这种追踪控制同步便
演变成驱动系统和响应系统的同步．因此，追踪控
制与同步是一种更广义的同步，具有很好的应用前

景．
自从１９８３年Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ指出自然界及许多科

学技术领域中存在大量分数维的事实，分数阶微积

分作为分形几何和分数维动力学基础的取得了很

大的进展．有关分数阶混沌系统的讨论也随之迅速
增加．同时，分数阶混沌系统的控制与同步也取得
了一些成果，比如［１７］．但是远没有整数阶混沌系
统的控制与同步的结果丰富，有关分数阶混沌系统

的追踪控制与同步的成果更少［８，９］．而分数阶混沌
系统因其自身的复杂性以及参数的选择空间更大，

在保密通信、信号处理等领域的应用上，要比整数

阶混沌系统具有更大的密钥空间，因而分数阶混沌

系统的同步更具研究价值．
广义投影同步可以获得原信号任意比例的输

出信号［１０］，其在数字信号保密通信中可以实现快

速通信．基于以上原因，本文讨论分数阶混沌系统
的自适应追踪广义投影同步．本文考虑分数阶
ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统的自适应追踪广义投影
同步，通过设计控制器和未知参数的辨识规则，实

现含有随机扰动的分数阶 ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系
统的自适应追踪广义投影同步．

１　分数阶 ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统的自适
应追踪广义投影同步

著名的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程在非线性动力学系统的研
究中占有重要的地位，迄今人们对其研究方兴未

艾．经典的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统有很多推广的形式，如复
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子［１１］，ＲａｙｌｅｉｇｈＤｕｆｆｉｎｇ振子［１２］和 Ｄｕｆｆ
ｉｎｇｌｉｋｅ振子［１３］等．在文［１４］中，Ｚｈａｎｇ和Ｌｕｏ结合
Ｒａｙｌｅｉｇｈ振子和Ｄｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统，提出了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
Ｄｕｆｆｉｎｇｌｉｋｅ系统（下面简称 ＲＤＬ系统），并用
Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法判定该系统存在混沌解．ＲＤＬ系统
的方程表示为

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ｘ１－ｘ１｜ｘ１｜＋μｘ２（１－ｘ

２
２）＋Ｆｓｉｎ（ωｔ） （１）

含有噪声扰动和未知参数的分数阶 ＲＤＬ系统
为

０Ｄαｔｘ１＝ｘ２，

０Ｄαｔｘ２＝ｘ１－ｘ１｜ｘ１｜＋μｘ２（１－ｘ
２
２）＋
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　Ｆｓｉｎ（ωｔ）＋ｎ（ｔ） （２）
其中０Ｄαｔ为０到α的阶Ｃａｐｕｔｏ微分，０＜α＜１，Ｆ未
知，ｎ（ｔ）为高斯白噪声．我们通过设计控制器和参
数辨识规则使分数阶系统（２）追踪广义投影同步
参考信号（ｒ１（ｔ），ｒ２（ｔ）），即

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｘｉ（ｔ）－σｉｒｉ（ｔ）‖＝０

（σｉ为常数，ｉ＝１，２）．先给出分数阶系统

０ＤαｔＸ＝ｆ（Ｘ，ｔ） （３）

其中Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ∈Ｒｎ，ｆ（Ｘ，ｔ）＝（ｆ１（Ｘ，ｔ），

ｆ２（Ｘ，ｔ），…，ｆｎ（Ｘ，ｔ））
Ｔ的平衡点稳定性的命题．

引理１．１　阶数０＜α＜１的分数阶动力系统（３）是
局部渐近稳定的，如果其相应的整数阶系统是稳定

的［１５］．
下面我们简记０Ｄαｔ为 Ｄα．对系统（２）施加控制

项ｕ１（ｔ），ｕ２（ｔ），则受控的分数阶ＲＤＬ系统为

Ｄαｘ１＝ｘ２＋ｕ１，

Ｄαｘ２＝ｘ１－ｘ１｜ｘ１｜＋μｘ２（１－ｘ
２
２）＋

　Ｆｓｉｎ（ωｔ）＋ｎ＋ｕ２ （４）

设Ｆ＾为Ｆ的估计值，｜ｎ（ｔ）｜≤Ｋ．记误差．
ｅ１＝ｘ１－σ１ｒ１，ｅ２＝ｘ２－σ２ｒ２，Ｆ

～＝Ｆ－Ｆ＾．

令（４）式减（σ１Ｄαｒ１，σ２Ｄαｒ２）
Ｔ，则分数阶误差系统

为

Ｄαｅ１＝ｘ２＋ｕ１－σ１Ｄαｒ１，

Ｄαｅ２＝ｘ１－ｘ１｜ｘ１｜＋μｘ２（１－ｘ
２
２）＋

　Ｆｓｉｎ（ωｔ）＋ｎ＋ｕ２－σ２Ｄαｒ２． （５）
命题１．１　对分数阶ＲＤＬ系统（５），若我们选择控
制规则为

ｕ１＝σ１Ｄαｒ１－ｘ２－ｘ１＋σ１ｒ１，

ｕ２＝σ２Ｄαｒ２－ｘ１＋ｘ１｜ｘ１｜－μｘ２（１－ｘ
２
２）－

　Ｆ＾ｓｉｎ（ωｔ）－Ｋ·ｓｉｇｎ（ｅ２）－ｅ２．
以及参数更新规则：

ＤαＦ＾＝ｅ２ｓｉｎ（ωｔ），
则受控的分数阶系统（４）可以追踪同步给定的信
号．

证明　考虑误差系统
ｅ１＝ｘ２＋ｕ１－σ１Ｄαｒ１，

ｅ２＝ｘ１－ｘ１｜ｘ１｜＋μｘ２（１－ｘ
２
２）＋

　Ｆｓｉｎ（ωｔ）＋ｎ＋ｕ２－σ２Ｄαｒ２ （６）
的稳定性．

构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ＝１２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋Ｆ

～２），则

Ｖ·＝ｅ１ｅ１＋ｅ２ｅ２＋Ｆ
～Ｆ～
·

＝ｅ１（ｘ２＋ｕ１－σ１Ｄαｒ１）＋

　ｅ２（ｘ１－ｘ１｜ｘ１｜＋μｘ２（１－ｘ
２
２）＋Ｆｓｉｎ（ωｔ）＋

　ｎ＋ｕ２－σ２Ｄαｒ２）＋Ｆ
～Ｆ～
·

＝ｅ１（－ｘ１＋σ１ｒ１）＋

　ｅ２（－ｅ２＋Ｆｓｉｎ（ωｔ）－Ｆ
＾ｓｉｎ（ωｔ）＋ｎ－Ｋ·

　ｓｉｇｎ（ｅ２））＋Ｆ
～· ＝－ｅ２１＋Ｆ

～
·ｅ２·ｓｉｎ（ωｔ）＋

　ｅ２·ｎ－｜ｅ２｜·Ｋ－ｅ
２
２＋Ｆ

～Ｆ
·

＝－ｅ２１＋Ｆ
～
·ｅ２·

　ｓｉｎ（ωｔ）＋ｅ２·ｎ－｜ｅ２｜·Ｋ－ｅ
２
２＋Ｆ

～Ｆ
·

　＝－ｅ２１－ｅ
２
２＋ｅ２·ｎ－Ｋ｜ｅ２｜

由于ｅ２·ｎ－Ｋ｜ｅ２｜≤０，所以 Ｖ
·≤０．可见整数阶误

差系统（６）稳定．根据引理１．１，误差系统（５）是渐
近稳定的，则系统（４）广义投影同步给定的信号．

２　仿真

（１）第一种情况：ｒ１＝０，ｒ２＝０．在这种情况下，

追踪到ｒ１，ｒ２相当于控制系统（２）到原点．根据命题
１．１，我们取控制器为：

ｕ１＝－ｘ２－ｘ１

ｕ２＝－ｘ１＋ｘ１｜ｘ１｜－Ｆ
＾ｓｉｎ（ωｔ）－Ｋ·ｓｉｇｎ（ｘ２）－

　ｘ２－μｘ２（１－ｘ
２
２），

参数的更新规则为：

ＤαＦ＾＝ｘ２ｓｉｎ（ωｔ）．
仿真结果：取α＝０．９８，μ＝０．０５，ω＝１，Ｆ＝０．

４，高斯白噪声的方差为１，系统的初值为（３，－２），
Ｆ＾（０）＝０．从图１可见，ｘ１，ｘ２趋于平衡点，且 Ｆ

＾
趋

于一个稳定值，可作为Ｆ的估计值．
在不改变 α，μ，ω，Ｆ，高斯白噪声的方差的情

况下，取系统的初值和Ｆ＾（０）的值如下：
（１）（３，－２），Ｆ＾（０）＝０．１，
（２）（－４，５），Ｆ＾（０）＝０．３，
（３）（－５，－６），Ｆ＾（０）＝－０．３，
（４）（７，８），Ｆ＾（０）＝１，
（５）（７，８），Ｆ＾（０）＝０．２，
（６）（－４，８），Ｆ＾（０）＝－０．２，
（７）（－４，－６），Ｆ＾（０）＝１．

仿真结果表明，ｘ１，ｘ２都短时间内趋于平衡点，Ｆ的
估计值都趋于０．４左右的一个稳定值．所以系统的
初值和Ｆ＾（０）的取值具有随机性，对追踪性能影响
不大．

（２）第二种情况：ｒ１，ｒ２为分数阶混沌系统的

９４３
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输出信号．在这种情况下，追踪到ｒ１，ｒ２相当于与该
分数阶混沌系统广义投影同步．

图１　系统（２）追踪平衡点

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（２）ｔｒａｃｋｓｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

我们假设 ｒ１，ｒ２为分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统的
变量，即

Ｄαｒ１＝ｒ２
Ｄαｒ２＝ｒ１－ｒ

３
１－ｌ·ｒ２＋ｋｃｏｓ（ωｔ）

则根据命题１．１，我们取控制器为：
ｕ１＝σ１ｒ２－ｘ２－ｘ１＋σ１ｒ１
ｕ２＝σ２（ｒ１－ｒ

３
１－（ｌ－１）·ｒ２＋ｋｃｏｓ（ωｔ））－

　ｘ１＋ｘ１｜ｘ１｜－Ｆ
＾ｓｉｎ（ωｔ）－Ｋ·ｓｉｇｎ（ｘ２－

　σ２ｒ２）－（μ＋１）ｘ２＋μｘ
３
２，

参数的更新规则为：

ＤαＦ＾＝（ｘ２－σ２ｒ２）ｓｉｎ（ωｔ）．
仿真结果：取α＝０．９８，μ＝０．０５，ω＝１，Ｆ＝０．

４，ｌ＝０．５，ｋ＝０．８，σ１＝－１，σ２＝１，高斯白噪声的

方差为１，系统的初值为（－１，１），Ｆ＾（０）＝０．从图２
可见，ｅ１，ｅ２趋于平衡点，Ｆ

＾－０．４趋于０．
在不改变α，μ，ω，Ｆ，ｌ，ｋ，σ１，σ２，高斯白噪声的

方差的情况下，取系统的初值和Ｆ＾（０）的值如下：
（１）（３，４），Ｆ＾（０）＝０．５，
（２）（－７，－４），Ｆ＾（０）＝－０．５，
（３）（６，－５），Ｆ＾（０）＝１，
（４）（５，６），Ｆ＾（０）＝－１．

仿真结果表明，ｘ１，ｘ２分别短时间内同步和反向同

步于ｒ１，ｒ２，Ｆ的估计值都趋于０．４左右的一个稳定

值．所以系统的初值和Ｆ＾（０）的取值具有随机性，对
追踪性能影响不大．

图２　系统（２）追踪分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（２）ｔｒａｃｋｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＤｕｆｆｉｎｇｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

如果ｒ１，ｒ２为分数阶ＲＤＬ混沌系统的变量，即

Ｄαｒ１＝ｒ２，

Ｄαｒ２＝ｒ１－ｒ１｜ｒ１｜＋μｒ２（１－ｒ
２
２）＋Ｆ１ｓｉｎ（ωｔ），

则根据命题１．１，我们取控制器为：
ｕ１＝σ１ｒ２－ｘ２－ｘ１＋σ１ｒ１
ｕ２＝σ２［ｒ１－ｒ１｜ｒ１｜－（μ－１）ｒ２＋μｒ

３
２＋

　Ｆ１ｓｉｎ（ωｔ）］－ｘ１＋ｘ１｜ｘ１｜－Ｆ
＾ｓｉｎ（ωｔ）－

　Ｋ·ｓｉｇｎ（ｘ２－σ２ｒ２）－（μ＋１）ｘ２＋μｘ
３
２，

参数的更新规则为：

ＤαＦ＾＝（ｘ２－σ２ｒ２）ｓｉｎ（ωｔ）．
仿真结果：取α＝０．９８，μ＝０．０５，ω＝１，Ｆ＝Ｆ１

＝０．４，σ１＝０．５，σ２＝－１，高斯白噪声的方差为１，

系统的初值为（－１，１），Ｆ＾（０）＝０．从图３可见，ｅ１，

ｅ２趋于平衡点，Ｆ
＾－０．４趋于０．

在不改变α，μ，ω，Ｆ，Ｆ１，σ１，σ２，高斯白噪声的

方差的情况下，取系统的初值和Ｆ＾（０）的值如下：

０５３
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（１）（４，５），Ｆ＾（０）＝－１，
（２）（－４，－６），Ｆ＾（０）＝０．６，
（３）（５，－７），Ｆ＾（０）＝－０．６，
（４）（５，７），Ｆ＾（０）＝０．６．

仿真结果表明，ｘ１，ｘ２分别短时间内同步和反向同

步于
１
２ｒ１，ｒ２，Ｆ的估计值都趋于０．４左右的一个稳

定值．可见系统的初值和Ｆ＾（０）的取值具有随机性，
对追踪性能影响不大．

图３　系统（２）追踪分数阶ＲＤＬ混沌系统

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（２）ｔｒａｃｋｓｆｒａｃｔｉｏｎａｌＲＤＬｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

３　结论

由于分数阶混沌系统的复杂性，分数阶混沌系

统在保密通信的应用上，要比整数阶混沌系统具有

更大的密钥空间．因而分数阶混沌系统的同步更具
研究价值．本文通过设计控制器和未知参数的辨识
规则，实现了含随机扰动和未知参数的分数阶ＲＤＬ
系统的自适应追踪广义投影同步；并通过数值仿

真，验证了设计的控制器和参数更新规则的有效性．
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