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摘要　基于Ｍｉｎｄｌｉｎ平板理论，采用波函数展开法和局部坐标系方法，对含双圆孔平板结构中弹性波散射与

动应力集中问题进行了研究．文中对Ｍｉｎｄｌｉｎ板含双圆孔时的开孔动弯矩集中系数做了数值计算，并分析了

开孔间距对动弯矩分布的影响．结果表明：与单圆孔情况相比，由于开孔之间的相互影响，双圆孔间的动弯

矩分布会发生比较复杂的变化．孔间距相互作用有时会使动应力集中得到缓解，而有时会使动应力集中加

剧．在低频和平板较薄的情况下，平板开孔动弯矩互不影响间距较小；在较高频率和平板较厚的情况下，平

板开孔动弯矩互不影响间距较大．所有这些现象都与入射波波长与孔径等特征尺度有关．因此，在工程结构

动力学分析与强度设计中，应对不同波长和特征尺度下的动应力作具体的分析计算，而不是简单地套用静

载强度设计标准或规范．
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引言

平板结构在航空航天、土木建筑等工程中广泛

应用．为满足工程操作需要有时必须要在平板上开
排孔，由于开孔间的相互影响，弹性波在平板内传

播过程中将会发生复杂的散射现象，导致开孔附近

出现复杂的动应力集中现象［１］．由于经典薄板理论
的局限性，当分析如开孔应力集中、弹性动力学问

题时，会产生一定的误差．Ｒｅｉｓｓｎｅｒ［２］首次提出了考
虑剪切变形影响的平板理论的静力学方程．而后，
Ｍｉｎｄｌｉｎ［３］考虑了横向剪切变形和转动惯量的影
响，给出了平板弯曲动力学方程．基于Ｍｉｎｄｌｉｎ板理
论分析计算平板开孔动应力集中问题，其结果更接

近工程实际．
Ｐａｏ等［４－５］首次研究了含单个圆孔 Ｍｉｎｄｌｉｎ中

厚板弹性波的散射与动应力集中问题，给出了问题

的解析解．力学文献［６－７］对相关结构的动力学
问题进行了讨论．文献［８－９］采用刘氏复变函数
方法对平板中单个非圆孔的弹性波散射与动应力

集中问题进行了研究，并给出了数值结果．刘氏复

变函数方法是继前苏联力学家 Ｍｕｓｈｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ［１０］

提出求解二维静应力集中问题的复变函数方法后，

又一次提出的求解二维动应力集中问题的有效方

法．可是，对于Ｍｉｎｄｌｉｎ板中含多个开孔情况，由于
问题求解复杂，目前还无人进行分析求解．

本文将采用刘氏［１１］复变函数方法和保角映射

技术，对Ｍｉｎｄｌｉｎ中两个开孔弹性波散射与动应力
集中问题进行研究，给出具体的数值算例，并对数

值计算结果做分析讨论．

１　Ｍｉｎｄｌｉｎ板弯曲波动方程及其一般解

Ｐａｏ给出了直角坐标系中 Ｍｉｎｄｌｉｎ板由稳态弯
曲波所决定的位移分量：

ｕｘ＝－ｚＲｅ［Ψｘ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ（－ｉωｔ）］

ｕｙ＝－ｚＲｅ［Ψｙ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ（－ｉωｔ）］

ｕｚ＝ｗ＝Ｒｅ［Ｗ（ｘ，ｙ）ｅｘｐ（－ｉωｔ）］

（１）

其中，Ψｘ，Ψｙ为广义位移分量，ω为弯曲波的圆频
率．

引入位移势函数 Ｗ１，Ｗ２和 Ｆ，则广义位移分
量Ψｘ，Ψｙ及Ｗ可表示为：
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Ψｘ（ｘ，ｙ）＝－（σ１－１）
Ｗ１
ｘ
－（σ２－１）

Ｗ２
ｘ
－Ｆ
ｙ

Ψｙ（ｘ，ｙ）＝－（σ１－１）
Ｗ１
ｙ
－（σ２－１）

Ｗ２
ｙ
＋Ｆ
ｘ
（２）

其中，σ１＝
２
１－ｖ（

ｋ２
β
）２，σ２＝－

２
１－ｖ（

ｋ１
β
）２．

利用位移势函数给出的Ｍｉｎｄｌｉｎ板方程有如下
形式：

（２＋ｋ２１）Ｗ１＝０

（２－ｋ２２）Ｗ２＝０

（２－ｋ２３）Ｆ＝０

（３）

式中，ｋ２１，２＝
１
２（
ω
ω０
）２［（

１
Ｒ２
－１
Ｓ２
）２＋４ＲＳ（

ω０
ω
）２±（１

Ｒ２

＋１
Ｓ２
）］，β＝πｈ １－（

ω
ω０
）

槡
２，Ｒ＝ｈ

２

１２，Ｓ＝
２ｈ２

π２（１－ｖ）
，

ω
ω０
＝ ｋ２ｈ２

６（１－ｖ）槡 π
．

其中，ｈ为板的厚度，ｋ＝（ρｈω２／Ｄ）１／４为波数；
式（３）表明位移势函数 Ｗ１、Ｗ２和 Ｆ分别表示

三种不同的弹性波．Ｗ１表示速度较慢且能在平板
中传播的弯曲波；Ｗ２表示速度较快的弯曲波，且它
是衰减的波；Ｆ表示厚板中沿厚度方向的剪切波，
它同样是衰减的波．

在直角坐标系中，Ｍｉｎｄｌｉｎ板弯曲时的广义内
力为

Ｍｘ＝Ｄ［（σ１－１）（
２Ｗ１
ｘ２
＋ｖ
２Ｗ１
ｙ２
）＋

　（σ２－１）（
２Ｗ２
ｘ２
＋ｖ
２Ｗ２
ｙ２
）＋（１－ｖ）

２Ｆ
ｘｙ
］

Ｍｙ＝Ｄ［（σ１－１）（ｖ
２Ｗ１
ｘ２
＋
２Ｗ１
ｙ２
）＋

　（σ２－１）（ｖ
２Ｗ２
ｘ２
＋
２Ｗ２
ｙ２
）－（１－ｖ）

２Ｆ
ｘｙ
］

Ｍｘｙ＝Ｄ（１－ｖ）［（σ１－１）
２Ｗ１
ｘｙ

＋（σ２－１）
２Ｗ２
ｘｙ

－

　１２（
２Ｆ
ｘ２
－

２Ｆ
ｙ２
）］

Ｑｘ＝
π２
１２Ｇｈ（σ１

Ｗ１
ｘ
＋σ２

Ｗ２
ｘ
＋Ｆ
ｙ
）

Ｑｙ＝
π２
１２Ｇｈ（σ１

Ｗ１
ｙ
＋σ２

Ｗ２
ｙ
－Ｆ
ｘ
）

（４）
采用复变函数方法，引进复变量ζ＝ｘ＋ｉｙ和 ζ

＝ｘ－ｉｙ，则不难验证厚板中广义内力的复变量的
复合表达式为

Ｍｘ＋Ｍｙ＝Ｄ（１＋ｖ）［（σ１－１）
２Ｗ１＋

　（σ２－１）
２Ｗ２］

Ｍｙ－Ｍｘ＋２ｉＭｘｙ＝－４Ｄ（１－ｖ）［（σ１－１）
２Ｗ１
ζ２
＋

　（σ２－１）
２Ｗ２
ζ２
＋

２Ｆ
ζ２
］

Ｑｘ－ｉＱｙ＝２κ
２Ｇｈ（σ１

Ｗ１
ζ
＋σ２

Ｗ２
ζ
＋ｉＦ
ζ
）

（５）
且方程（３）有如下形式

２Ｗ１
ζζ

＋
ｋ２１
４Ｗ１＝０

２Ｗ２
ζζ

－
ｋ２２
４Ｗ２＝０

２Ｆ
ζζ

－β４Ｆ＝０

（６）

在求解Ｍｉｎｄｌｉｎ板中任意形状开孔附近的动应
力集中问题时，可使用保角映射法，映射函数具有

如下形式

ζ＝Ω（η）＝ｃη＋Φ（η） （７）
其中一般为复常数；Φ（η）为全纯函数为保证映射
函数的单值性，在研究域内Ω′（η）不能为零．

于是，在η平面上式（６）可以写成
２Ｗ１
ηη

＋
ｋ２１
４Ω′（η）Ω′（η）Ｗ１＝０

２Ｗ２
ηη

－
ｋ２２
４Ω′（η）Ω′（η）Ｗ２＝０

２Ｆ
ηη

－β
２

４Ω′（η）Ω′（η）Ｆ＝０

（８）

方程（８）所决定的 Ｍｉｎｄｌｉｎ板中每个开孔散射
波的一般解为

Ｗ（ｓ）１ ＝∑
∞

ｎ＝－∞
ＡｍｎＨ

（１）
ｎ （ｋ１ Ω（η）） Ω（η）

Ω（η{ }）
ｎ

Ｗ（ｓ）２ ＝∑
∞

ｎ＝－∞
ＢｍｎＫｎ（ｋ２ Ω（η）） Ω（η）

Ω（η{ }）
ｎ

Ｆ（ｓ） ＝∑
∞

ｎ＝－∞
ＣｍｎＫｎ（βΩ（η）） Ω（η）

Ω（η{ }）
ｎ

（９）

式中，Ａｍｎ、Ｂ
ｍ
ｎ、Ｃ

ｍ
ｎ为第ｍ个开孔产生的散射波的模

式系数，Ｈ（１）ｎ （．）和Ｋｎ（．）分别为 ｎ阶第一类 Ｈａｎ
ｋｅｌ函数和第二类修正的Ｂｅｓｓｅｌ函数．

不失一般性，设无穷远处有一入射波沿ｘ轴正
方向传播．略去时间因子，在极坐标系中入射波可

８２３
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描述为：

Ｗ（ｉ）１ ＝Ｒｅ［Ｗ０ｅ
ｉ（ｋ１ｘ－ωｔ）］＝Ｒｅ［Ｗ０ｅ

ｉ（ｋ１ｒｃｏｓθ－ωｔ）］

Ｗ（ｉ）２ ＝０

Ｆ（ｉ）＝０

（１０）

求解平板开孔边值问题时，平板弯曲波的总波

场应由入射场与散射场迭加而成，即 Ｍｉｎｄｌｉｎ板的
位移函数及广义位移函数的形式为

Ｗ（ｔ）１ ＝Ｗ（ｉ）１ ＋∑
２

ｍ＝１
Ｗｍ（ｓ）１

Ｗ（ｔ）２ ＝∑
２

ｍ＝１
Ｗｍ（ｓ）２

Ｆ（ｔ） ＝∑
２

ｍ＝１
Ｆｍ（ｓ）

（１１）

在分析计算时，需要将在各局部极坐标系中的

广义内力分量转换到待计算的极坐标系中去．

２　边界条件及模式系数

在η平面上，研究自由边界条件，根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ
理论可以给出三个边界条件：

Ｍρ ρ＝１
＝０

Ｍρθ ρ＝１
＝０

Ｑρ ρ＝１
＝０

（１２）

将式（９）～（１１）代入满足开孔的边界条件式
（１２），可得如下表达式：

∑
６

ｊ＝１
∑
∞

ｎ＝－∞
ＥｉｊｎＸ

ｊ
ｎ ＝Ｅ

ｉ　（ｉ＝１，２，３，４，５，６） （１３）

其中

Ｅ１１ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１－２１＋ｖ１－ｖＨ
（１）
ｎ （ｋ１ｒ１）ｅ

ｉｎθ１＋

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ１２ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１＋２１＋ｖ１－ｖＫｎ（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉｎθ１＋

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ１３ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ１－

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ１４ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２－２１＋ｖ１－ｖＨ
（１）
ｎ （ｋ１ｒ２）ｅ

ｉｎθ２＋

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ１５ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２＋２１＋ｖ１－ｖＫｎ（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉｎθ２＋

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ１６ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ２－

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ２１ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１－
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ２２ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ１）

　ｅｉ（ｎ－２）θ１－
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ２３ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ１＋

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ２４ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２－
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ２５ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２－
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ２６ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η１Ω′（η１）η１Ω′（η１）

Ｋｎ－２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ２＋

　
η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１）

Ｋｎ＋２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ３１ｎ ＝ｋ１σ [１ η１Ω′（η１）Ω′（η１）
Ｈ（１）ｎ－１（ｋ１ｒ１）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ１－

　
η１Ω′（η１）
Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ＋１（ｋ１ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]１

９２３
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Ｅ３２ｎ ＝－ｋ２σ [２ η１Ω′（η１）Ω′（η１）
Ｋｎ－１（ｋ２ｒ１）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ１＋

　
η１Ω′（η１）
Ω′（η１）

Ｋｎ＋１（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]１

Ｅ３３ｎ ＝－ｉ[β η１Ω′（η１）Ω′（η１）
Ｋｎ－１（βｒ１）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ１－

　
η１Ω′（η１）
Ω′（η１）

Ｋｎ＋１（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]１

Ｅ３４ｎ ＝ｋ１σ [１ η１Ω′（η１）Ω′（η１）
Ｈ（１）ｎ－１（ｋ１ｒ２）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ２－

　
η１Ω′（η１）
Ω′（η１）

Ｈ（１）ｎ＋１（ｋ１ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]２

Ｅ３５ｎ ＝－ｋ２σ [２ η１Ω′（η１）Ω′（η１）
Ｋｎ－１（ｋ２ｒ２）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ２＋

　
η１Ω′（η１）
Ω′（η１）

Ｋｎ＋１（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]２

Ｅ３６ｎ ＝－ｉ[β η１Ω′（η１）Ω′（η１）
Ｋｎ－１（βｒ２）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ２－

　
η１Ω′（η１）
Ω′（η１）

Ｋｎ＋１（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]２

Ｅ４１ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２－２１＋ｖ１－ｖＨ
（１）
ｎ （ｋ１ｒ２）ｅ

ｉｎθ２＋

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ４２ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２＋２１＋ｖ１－ｖＫｎ（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉｎθ２＋

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ４３ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ２－

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ４４ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１－２１＋ｖ１－ｖＨ
（１）
ｎ （ｋ１ｒ１）ｅ

ｉｎθ１＋

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ４５ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１＋２１＋ｖ１－ｖＫｎ（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉｎθ１＋

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ４６ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ１－

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ５１ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２－
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ５２ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ２）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ２－
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ５３ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ２＋

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]２

Ｅ５４ｎ ＝ｋ
２
１（１－ｖ）（σ１－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ－２（ｋ１ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１－
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ＋２（ｋ１ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ５５ｎ ＝ｋ
２
２（１－ｖ）（σ２－１ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（ｋ２ｒ１）·

　ｅｉ（ｎ－２）θ１－
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ５６ｎ ＝ｉβ
２（１－ｖ [） η２Ω′（η２）η２Ω′（η２）

Ｋｎ－２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ－２）θ１＋

　
η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２）

Ｋｎ＋２（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋２）θ ]１

Ｅ６１ｎ ＝ｋ１σ [１ η２Ω′（η２）Ω′（η２）
Ｈ（１）ｎ－１（ｋ１ｒ２）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ２－

　
η２Ω′（η２）
Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ＋１（ｋ１ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]２

Ｅ６２ｎ ＝－ｋ２σ [２ η２Ω′（η２）Ω′（η２）
Ｋｎ－１（ｋ２ｒ２）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ２＋

　
η２Ω′（η２）
Ω′（η２）

Ｋｎ＋１（ｋ２ｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]２

Ｅ６３ｎ ＝－ｉ[β η２Ω′（η２）Ω′（η２）
Ｋｎ－１（βｒ２）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ２－

　
η２Ω′（η２）
Ω′（η２）

Ｋｎ＋１（βｒ２）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]２

Ｅ６４ｎ ＝ｋ１σ [１ η２Ω′（η２）Ω′（η２）
Ｈ（１）ｎ－１（ｋ１ｒ１）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ１－
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η２Ω′（η２）
Ω′（η２）

Ｈ（１）ｎ＋１（ｋ１ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]１

Ｅ６５ｎ ＝－ｋ２σ [２ η２Ω′（η２）Ω′（η２）
Ｋｎ－１（ｋ２ｒ１）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ１＋

　
η２Ω′（η２）
Ω′（η２）

Ｋｎ＋１（ｋ２ｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]１

Ｅ６６ｎ ＝－ｉ[β η２Ω′（η２）Ω′（η２）
Ｋｎ－１（βｒ１）ｅ

ｉ（ｎ－１）θ１－

　
η２Ω′（η２）
Ω′（η２）

Ｋｎ＋１（βｒ１）ｅ
ｉ（ｎ＋１）θ ]１

Ｅ１＝２ｋ２１（σ１－１{）（１－ｖ）＋（１－ｖ）Ｒｅη１Ω′（η１）η１Ω′（η１[ ] }）·
　 {ｅｘｐ

ｉｋ１[２ Ω（η１）＋Ω（η１ ] }）

Ｅ２＝２ｉｋ
２
１（σ１－１）（１－ｖ）Ｉｍ

η１Ω′（η１）
η１Ω′（η１[ ]）·

　 {ｅｘｐ
ｉｋ１[２ Ω（η１）＋Ω（η１ ] }）

Ｅ３＝－２ｉｋ
２
１σ１Ｒｅ

η１Ω′（η１）
Ω′（η１[ ]） ·

　 {ｅｘｐ
ｉｋ１[２ Ω（η１）＋Ω（η１ ] }）

Ｅ４＝２ｋ
２
１（σ１－１{）（１－ｖ）＋（１－ｖ）Ｒｅη２Ω′（η２）η２Ω′（η２[ ] }）·

　 {ｅｘｐ
ｉｋ１[２ Ω（η２）＋Ω（η２ ] }）

Ｅ５＝２ｉｋ
２
１（σ１－１）（１－ｖ）Ｉｍ

η２Ω′（η２）
η２Ω′（η２[ ]）·

　 {ｅｘｐ
ｉｋ１[２ Ω（η２）＋Ω（η２ ] }）

Ｅ６＝－２ｉｋ
２
１σ１Ｒｅ

η２Ω′（η２）
Ω′（η２[ ]） ·

　 {ｅｘｐ
ｉｋ１[２ Ω（η２）＋Ω（η２ ] }）

η１＝ｅｘｐ（ｉａθ１），ｒ２＝ ａ
２＋ｄ２＋２ａｄｓｉｎθ槡 １，

η２＝ｅｘｐ（ｉａθ２），ｒ１＝ ａ
２＋ｄ２－２ａｄｓｉｎθ槡 ２，

θ２＝ａｒｃｃｏｓ
ａｃｏｓθ１
ｒ２
，θ１＝－ａｒｃｃｏｓ

ａｃｏｓθ２
ｒ１
．

用 ｅｘｐ（－ｉｓθｊ）乘以式（１３）的两端，并且在区间
（－π，π）上积分，可得无穷代数方程组如下：

∑
∞

－∞
ＥｎｓＸｎ ＝Ｅｓ （１４）

其中Ｅｎｓ＝
１
２π∫

π

－π
Ｅｎｅｘｐ（－ｉｓθｊ）ｄθｊ，

Ｅｓ＝
１
２π∫

π

－π
Ｅｅｘｐ（－ｉｓθｊ）ｄθｊ．

３　动应力集中系数

由开孔动应力集中的定义：动应力集中系数是

开孔周边上的环向动弯矩与入射波在入射方向上

的弯矩幅值之比，即：

Ｍθ ＝
Ｍθ
Ｍ０

（１５）

式中，Ｍθ 为无量纲弯矩，表示动应力集中系数；Ｍ０
为入射弯矩的幅值，Ｍ０＝－Ｄｋ

２
１（σ１－１）Ｗ０，Ｍθ为

开孔周边自由时开孔周边上任意一点的环向动弯

矩，它可以表示成

Ｍθ＝Ｄ（１＋ｖ）［（σ１－１）
２（Ｗ（ｉ）１ ＋Ｗ

（ｓ）
１ ）＋

　　（σ２－１）
２Ｗ（ｓ）２ ］

＝－Ｄ（１＋ｖ）［（σ１－１）ｋ
２
１（Ｗ

（ｉ）
１ ＋Ｗ

（ｓ）
１ ）－

　　（σ２－１）ｋ
２
２Ｗ

（ｓ）
２ ］

＝－Ｄ（１＋ｖ）（σ１－１）ｋ{２１ ∑∞
ｎ＝－∞
ＡｍｎＨ

（１）
ｎ ·

　　（ｋ１ Ω（η） {） Ω（η）
Ω（η }）

ｎ

－
σ２－１
σ１－１

ｋ２
ｋ( )
１

２

·

　　∑
∞

ｎ＝－∞
ＢｍｎＫｎ（ｋ２ Ω（η） {） Ω（η）

Ω（η }）
ｎ

＋

　　Ｗ０ｅｘｐ
ｉｋ１（Ω（η）＋Ω（η））[ ] }２

（１６）

因此，对于含两个开孔的 Ｍｉｎｄｌｉｎ板，第 ｍ个
开孔周边动应力集中系数可表示为

Ｍθ ＝－（１＋ｖ）ｋ
２
１ {Ｒｅ １

Ｗ０∑
∞

ｎ＝－∞
ＡｍｎＨ

（１）
ｎ ·

　　（ｋ１ Ω（η） {） Ω（ηｍ）
Ω（ηｍ }）

ｎ

－
σ２－１
σ１－１

ｋ２
ｋ( )
１

２

·

　　 １Ｗ０∑
∞

ｎ＝－∞
ＢｍｎＫｎ（ｋ２ Ω（ηｍ） {） Ω（ηｍ）

Ω（ηｍ }）
ｎ

＋

　　ｅｘｐｉｋ１（Ω（ηｍ）＋Ω（ηｍ））
２ －ｉω[ ] }ｔ

（１７）
式（１７）即是 Ｍｉｎｄｌｉｎ型厚板含两个开孔第 ｍ个开
孔周边动应力集中系数的一般表达式．

４　数值算例

上述分析可以用来计算含两个自由孔洞中厚

板的动应力集中系数．根据文献［６］中 Ｍｉｎｄｌｉｎ板
理论的公式，编制了 Ｍｉｎｄｌｉｎ板中两个自由开孔周
围动应力集中系数的计算程序．取 ｎ＝１０，Ｐｏｉｓｓｏｎ
比ｖ＝０．３，无量纲波数ｋａ＝０．１～３．０．

１３３
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动弯矩集中系数的分布如图１～１２所示，图中
计算的圆孔是上下部署的上圆孔，两圆孔中心的连

线与ｘ轴垂直，两圆孔中心的距离为Ｌ．其中图１～
１２的上半部分为ｔ＝０时单圆孔动弯矩集中系数随
周向角度（０～π）的分布规律，下半部分为ｔ＝０时双
圆孔间的动弯矩集中系数随周向角度（－π～０）的
分布规律．图１３则给出了双圆孔间的动弯矩集中系
数（－π～０）随无量纲孔间距Ｌ／ａ变化的规律．

图１　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图２　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．２　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图３　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．３　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图４　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图５　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．５　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图６　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．６　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图７　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．７　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ
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图８　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．８　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图９　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．９　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图１０　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．１０　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图１１　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．１１　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图１２　Ｍｉｎｄｌｉｎ板两孔孔边动弯矩分布

Ｆｉｇ．１２　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒ

图１３　含双圆孔Ｍｉｎｄｌｉｎ板动弯矩集中系数随两孔间距变化规律

Ｆｉｇ．１３　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｍｅｎｔｆａｃｔｏｒｓｖｓｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｗａｖｅｎｕｍｂｅｒ

５　结论

当孔间动应力集中系数与单孔动应力集中系数

之商减去１的绝对值小于２％时，认为开孔互不影响．
通过对计算结果分析可以看到：

（１）在入射波频率较低的情况下，例如 ｋａ＝
０．１时，开孔互不影响间距为 Ｌ／ａ＝５．５；例如 ｋａ＝
０．５时，开孔互不影响间距为 Ｌ／ａ＝９．在入射波频
率较高的情况下，动弯矩集中系数随两孔间距的变

化出现波动，开孔互不影响间距也将变大，例如 ｋａ
＝２．０时，开孔互不影响间距为Ｌ／ａ＝１８．
（２）与单圆孔情况相比，由于开孔之间的相互

影响，双圆孔间的动弯矩集中系数会发生比较复杂

的变化．动应力状态有时会缓解，但有时也会加剧．
因此，做动态强度设计时，不能全部套用静载强度

设计标准或规范，应做全面的动态应力分析．
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