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旋转圆盘上可变摆长的单摆的分岔问题分析
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摘要　讨论了旋转圆盘上可变摆长单摆模型的静态分岔问题．本文中提出的简化模型对于分析此类工程实

际问题的静态分岔现象十分方便．简化模型中考虑了绳子弹性变形所引起的绳长的变化，并将绳子的轴向

变形视为弹簧模型．文中采用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程对系统进行动力学建模，计算出了系统的动能以及势能．随后采

用奇异性理论方法，计算了系统平衡点的分岔情况，给出了它的范式．本文做了一些数值算例，用以说明理

论的正确性．
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引言

起重机是在土木工程中经常用到的一种十分

重要的工程机械，针对起重机的研究也经久未衰．

随着科学技术的进步，起重机的类型用途也逐渐多

样化，常见的有，桥式起重机，悬臂式起重机等，针

对不同的起重机，根据其承载能力，其用途也不同．

对起重机的研究，主要对起重机的安全性和动力学

特性的研究较多．邓伟［１］等对起重机电机的安全性

以及事故原因做了分析；李金平等［２］对起重机的桁

架臂压弯构件稳定性做了分析；郑清春等［３］利用

ＭＳＣ开发的软件Ｗｏｒｋｉｎｇｍｏｄｅｌ对吊车机构进行了

动力学分析以及强度分析；近年来，王忠等［４］针对

动臂式塔式起重机的平衡臂，用 Ａｎｓｙｓ进行了优化

调整．虽然，已经有不少人利用各种不同的模型来

研究起重机，但是，对于其非线性动力学的研究却

很少见到．本文中的物理模型主要用于分析悬臂式

起重机吊取重物旋转过程中出现的一些非线性动

力学现象进行分析，为此目的，本文对起重机吊取

重物旋转的物理模型做了一定简化处理．

一直以来，非线性问题都是人们关注的重点，

非线性系统有很多特有的现象如：极限环、分岔、

混沌等，这不仅使得研究的难度增大，无法直接采

用传统的线性系统理论，也使得研究的手段多样

化．随着实际问题中非线性问题［５－７］不断增多以及

数学本身的发展，求解非线性问题的方法不断涌

现，分岔理论作为研究非线性方程解的性态的数学

理论是其中的重大进展之一．特别是高维系统的分

岔问题，为了转化为较低维系统的分岔，前人提到

了很多经典的降维方法［８－９］，比如中心流行方法，

ＬｙａｐｕｎｏｖＳｃｈｍｉｄｔ（ＬＳ）方法，非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

和本征正交分解技术（ｐｒｏｐｅｒｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉ

ｔｉｏｎ，ＰＯＤ）等．

近年来，Ｄａｎｔａｓｅｔｌ［１０］应用中心流形研究了门

形杆架结构的自由振动，在平衡点附近得出了有关

稳定和分岔的一些结果；陈晓等［１１］利用 ＬＳ方法

对层合板在面内载荷作用下的非线性稳定性控制

方程进行了约化，并获得了 ３种典型的分插图；

Ｍａｔｔｈｉｅｓ［１２］应用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对风力机有限元模型

进行降维，得到了较高精度的解．

本文中物理模型的动力学方程是一个二维系

统，针对这个系统本文中提出了一种新的降维方

法，该方法解决了经典方法由于隐函数的原因所不

能解决的降维问题，并对所得系统进行了数值验

证．随后，推导了系统产生分岔的条件以及范式．最

后对于两个系统的分岔进行了数值对比和验证．
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１　简化模型的动力学方程

本文所研究的模型见图１，其中小球可沿杆移
动，且杆ＡＢ与圆盘的连接点为铰接，即杆 ＡＢ只能
在一个平面内来回摆动．圆盘绕着 Ｏ点转动，且 Ｏ
点也为铰接．已知直杆 ＡＢ与圆盘的连接点 Ａ与圆
盘中心Ｏ点的间距为ｒ０，直杆上弹簧的静平衡位置
到Ａ点的距离为ｌ，圆盘的转速为ω，小球的质量为
ｍ，弹簧的刚度为ｋ．

图１　物理模型

Ｆｉｇ．１　Ｐｈｙｓｉｃａｌｍｏｄｅｌ

本文用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程来得到系统的动力学方
程，首先计算系统的动能和势能，即Ｔ和Ｖ如下，

Ｔ＝１２ｍ·［（ｒ０＋ｌｓｉｎθ）
２ω２＋ｌ２θ·２＋ｘ２］ （１）

Ｖ＝ｍｇ（ｌ＋ｘ）（１－ｃｏｓθ）＋１２ｋｘ
２ （２）

由公式 Ｌ＝Ｔ－Ｖ，得到 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，将 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数代入Ｌａｇｒａｎｇｅ方程中得到系统的动力学方程
为

ｍ̈ｘ－ｍｇｃｏｓθ＋ｋｘ＋ｍｇ＝０

ｍｌ２̈θ－ｍｌω２ｒ０ｃｏｓθ＋ｍｇ（ｌ＋ｘ）ｓｉｎθ－

　１２ｍｌ
２ω２ｓｉｎ２θ＝









 ０

（３）

进一步化简得到

ｍ̈ｘ＋ｋｘ＝－ｍｇ（１－ｃｏｓθ） （４ａ）

ｍｌ２̈θ－ｍｌω２ｒ０ｃｏｓθ＋ｍｇ（ｌ＋ｘ）ｓｉｎθ－

　１２ｍｌ
２ω２ｓｉｎ２θ＝０ （４ｂ









 ）

总之，本小节通过Ｌａｇｒａｎｇｅ方程得到系统的动力学
方程（４）．在下一节中，为了便于用奇异性理论来
分析系统的分岔行为，得到系统的分岔条件，本文

将采用一种特殊的方法来把系统降维，从而为进一

步的分析打基础．

２　动力学方程的降维处理

由于摆角θ是随时间变化的，故可设 θ＝ω１ｔ，

其中ω１＝ｄθ／ｄｔ．所以，（４ａ）变为

ｍ̈ｘ＋ｋｘ＝－ｍｇ（１－ｃｏｓω１ｔ） （５）
由杜哈梅积分公式，可以求得（５）式的响应，这里
设（ω０）

２＝ｋ／ｍ，是弹簧的固有频率，具体来说，

ｘ（ｔ）＝ １
ｍω０∫

ｔ

０
Ｆ（τ）ｓｉｎω０（ｔ－τ）ｄτ

＝ １
ｍω０∫

ｔ

０
－ｍｇ（１－ｃｏｓω１τ）ｓｉｎω０（ｔ－τ）ｄτ

＝ｇ
ω０
［∫
ｔ

０
ｃｏｓω１τｓｉｎω０（ｔ－τ）ｄτ－

　　∫
ｔ

０
ｓｉｎω０（ｔ－τ）ｄτ］

＝ｇ
ω０
Ｉ１－Ｉ[ ]

２ （６）

其中，

Ｉ１ ＝∫
ｔ

０
ｃｏｓω１τｓｉｎω０（ｔ－τ）ｄτ，

Ｉ２ ＝∫
ｔ

０
ｓｉｎω０（ｔ－τ）ｄτ． （７）

进一步积分（７）可以得到，

Ｉ１＝
ω０（ｃｏｓω１ｔ－ｃｏｓω０ｔ）

ω２０－ω
２
１

，

Ｉ２＝
１－ｃｏｓω０ｔ
ω０

． （８）

将（８）代入（６），又由于ω１＝ｄθ／ｄｔ，故得到方程（５）
的解为

ｘ（ｔ）＝
ｇω２０ｃｏｓθ－ｇω

２
０＋ｇθ

·２－ｇβ（ｔ）θ·２

（ω２０－θ
·２）ω２０

（９）

这里，β（ｔ）＝ｃｏｓω１ｔ．
将（９）代入（４ｂ）中得到，

θ̈ω２０－
ω２ω２０ｒ０
ｌ ｃｏｓθ＋（ｇ

２

２ｌ２
－
ω２ω２０
２ ）ｓｉｎ２θ＋

　　（
ｇω２０
ｌ－

ｇ２

ｌ２
）ｓｉｎθ－Ｆ（θ，θ·，̈θ）＝０ （１０）

其中，

Ｆ（θ，θ·，̈θ）＝θ·２｛̈θ－
ω２ｒ０
ｌｃｏｓθ－

ω２
２ｓｉｎ２θ＋

　　 ｇ
ｌ－

ｇ２

ｌ２ω２０
（１－β[ ]）ｓｉｎθ］｝ （１１）

由于，Ｆ（θ，ｄθ／ｄｔ，ｄ２θ／ｄｔ２）是高阶非线性项，对系

统的响应影响较小，故可以忽略．因此得到对原系
统（４）的降维后的系统如下，

θ̈－
ω２ｒ０
ｌｃｏｓθ＋（

ｇ２

２ｌ２ω２０
－ω

２

２）ｓｉｎ２θ＋

２２３
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　　（ｇｌ－
ｇ２

ｌ２ω２０
）ｓｉｎθ＝０ （１２）

在下一节，本文将对降维系统的合理性进行一个数

值验证，说明，去掉（１０）中的高阶非线性项对于系
统的影响是比较小的．

３　简化后模型的数值验证

为了进一步验证本文第三部分得到的结果，本

节中将做两个数值算例，以证明降维以及去掉高阶

非线性项后得到的系统和原系统的区别不大．本节
中用到的参数如下

第一组参数：

ｌ＝１．５ｍ，ｍ＝２ｋｇ，ｒ０＝０．２５ｍ，

ω０＝２０Ｈｚ，ω＝３ｒ／ｓ
在该组参数下，得到的积分解如下，图中分别是两

个系统的时间历程图和相图，

图２　第一组数据的时间历程图和相图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｔｈｅｆｉｒｓｔｄａｔａｇｒｏｕｐ

第二组参数：

ｌ＝１．５ｍ，ｍ＝２ｋｇ，ｒ０＝０．２５ｍ，
ω０＝２０Ｈｚ，ω＝５ｒ／ｓ

在该组参数下，得到的积分解如图３所示，
第三组参数：

ｌ＝２．５ｍ，ｍ＝２ｋｇ，ｒ０＝０．５ｍ，

ω０＝１０Ｈｚ，ω＝１５ｒ／ｓ
在该组参数下，得到的积分解如图４所示，

图３　第二组数据的时间历程图和相图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｄａｔａｇｒｏｕｐ

图４　第三组数据的时间历程图和相图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｔｈｅｔｈｉｒｄｄａｔａｇｒｏｕｐ

３２３
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经过上面几组数据的积分解验证，可知降维后的系

统与原系统的解在幅值、频率和性态上基本一样，

因此说明用上述方法降维后的解很大程度上保留

了原系统的特性，是合理的．下一节中，本文将推导
降维系统的分岔条件并求其范式．

４　分岔条件及范式的推导

对于系统方程（１２），其平衡点所满足的方程为

Ｆ（θ）＝（ｇｌ－
ｇ２

ｌ２ω２０
）ｓｉｎθ－

ω２ｒ０
ｌｃｏｓθ＋

　　（ｇ
２

２ｌ２ω２０
－ω

２

２）ｓｉｎ２θ＝０ （１３）

为了推导其分岔条件，需要求解 Ｆ（θ）的各阶
导数如下，

Ｆθ＝（
ｇ
ｌ－

ｇ２

ｌ２ω２０
）ｃｏｓθ＋

ω２ｒ０
ｌｓｉｎθ＋

　　（ｇ
２

ｌ２ω２０
－ω２）ｃｏｓ２θ， （１４ａ）

Ｆθθ＝－（
ｇ
ｌ－

ｇ２

ｌ２ω２０
）ｓｉｎθ＋

ω２ｒ０
ｌｃｏｓθ－

　　２（ｇ
２

ｌ２ω２０
－ω２）ｓｉｎ２θ， （１４ｂ）

Ｆθθθ＝－（
ｇ
ｌ－

ｇ２

ｌ２ω２０
）ｃｏｓθ－

ω２ｒ０
ｌｓｉｎθ－

　　４（ｇ
２

ｌ２ω２０
－ω２）ｃｏｓ２θ． （１４ｃ）

由（１３）可知，当θ＝０以及ｒ０＝０时，满足平衡点方程
（１３），而且Ｆθθ＝０．在满足平衡点方程的条件下，

Ｆθ＝
ｇ
ｌ－ω

２， （１５ａ）

Ｆθθθ＝４ω
２－ｇｌ－

３ｇ２

ｌ２ω２０
． （１５ｂ）

由奇异性理论可知，系统产生分岔的条件为 Ｆθ＝
０，根据文献［１３］进一步可知，系统产生树枝形分
叉的条件为Ｆθ＝０和Ｆθθθ≠０，即，

ω２＝ｇｌ，ω
２≠ｇ４ｌ－

３ｇ２

４ｌ２ω２０
． （１６）

以下利用上述条件推导树枝形分岔的范式，首

先，将Ｆ（θ）的表达式在 θ＝０处展开成 Ｔａｙｌｏｒ级
数，

Ｆ（θ）＝Ｆ（０）＋Ｆθ（０）θ＋
１
２Ｆθθ（０）θ

２＋

　　１６Ｆθθθ（０）θ
３ （１７）

由于在θ＝０和 ｒ０＝０的条件下，Ｆ（０）＝Ｆθθ（０）＝

０，因此，

Ｆ（θ）＝Ｆθ（０）θ＋
１
６Ｆθθθ（０）θ

３ （１８）

由于转速ω和弹簧振动频率ω０对于系统平衡点的

分岔特性有影响，为讨论该分岔点附近系统平衡点

的变化情况，今将ω和 ω０在极限点附近的变化情

况表示为，

ω＝ω＋ε，

ω０＝ω０＋ε０． （１９）

将（１９）代入Ｆθ（０）和Ｆθθθ（０）的表达式（１５）中，可

得，

Ｆθ（０）＝
ｇ
ｌ－（ω＋ε）

２，

Ｆθθθ（０）＝４（ω＋ε）
２－ｇｌ－

３ｇ２

ｌ２（ω０＋ε０）
２．（２０）

将（２０）代入（１８）中得到，

Ｆ（θ）＝（ｇｌ－μ）θ＋
１
６（４μ－

ｇ
ｌ－α）θ

３ （２１）

其中，

μ＝ω２－２ωε，α＝ ３ｇ２

ｌ２ω２０＋２ｌ
２ω０ε０

（２２）

在（２０）中，μ为分岔参数，α为开折参数．

为证实降维系统（１２）的分岔条件和范式也是

适用于原系统（４），在下一节中将对比两者的分岔

图特性，以进一步说明（１２）的可靠性．

５　两个系统分岔的数值对比

本节中将对原系统（４）以及其降维后的系统

（１２）的分岔情况做一个对比．为此先取参数如下，

ｌ＝１．５ｍ，ｍ＝２ｋｇ，

ｒ０＝０．２５ｍ，ω０＝２０Ｈｚ

图５给出的就是降维系统和原系统的分插图，

由图５可见，降维系统的分岔与原系统的分岔是极

为相似的，很大程度上保留了原系统的解得性态的

信息，因此，可以断定，在第五节中所提出的系统出

现分岔的条件和范式也是适用于原系统的．但是，

由于原系统毕竟是一个二维系统，降维后所得到的

系统虽然是保留了大部分关于解θ的信息，也丢失

了另一个解的性态的信息，关于另一个解的分岔也

可以通过数值积分以及庞加莱截面法得到，如图６

所示．

４２３
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图５　（ａ）代表降维系统（１２）的分岔图，

（ｂ）代表原系统（４）的分插图

Ｆｉｇ．５　（ａ）Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（１２），

（ｂ）Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（４）

图６　原系统另一个解的分岔图

Ｆｉｇ．６　Ａｎｏｔｈｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｔｉｏｎ（４）

６　结论

本文研究了简化物理模型的静态分岔问题，首

先用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程对系统进行了动力学建模，得到
了系统的动力学方程．随后，为了便于分析系统的
分岔条件和推导其范式，本文对原系统进行了降维

处理，这里采用的方法方便的解决也用经典 ＬＳ方
法和中心流行方法所不能解决的问题．随后用数值
积分的方法对原系统和降维后的系统进行了数值

验证，进一步证实了方法的合理性．接着，本文推导

了降维系统的分岔条件和范式，并对其进行了数值

验证．
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