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摘要　建立了非稳态油膜力作用下，偏角不对中碰摩轴系的动力学模型，通过引入轴系间的位移约束，由

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程导出了不对中轴系的振动方程，研究了加速条件下，轴系横向振动特性随加速度、偏角不对中

量的变化规律．研究表明：偏角不对中的存在，增强了系统的非线性和运动耦合；偏角不对中、轴承油膜、局

部碰摩等因素一起，通过自激励、参数激励和外激励等方式激起了轴系的非线性振动响应；加速工况下，偏

角不对中轴系横向振动出现了新的共振特性．
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引言

旋转机械中６０％的故障是由转子不对中与不
平衡引起的［１］，转子系统出现不对中后，运动过程

中不仅将产生一系列不利于设备运行的动态效应，

如引起联轴器偏转、转子与定子的碰摩、油膜失稳

等，严重影响系统的稳定性．研究不对中转子系统
的振动机理和现象，对提高转子系统运行稳定性、

旋转机械故障诊断的准确性，及系统的动力学设

计、振动控制等具有极其重要的现实意义．
由制造、安装等误差引起的转子不对中通常是

指相邻转子的轴心线与轴承中心线的倾斜或偏移

程度［２］，分为联轴器不对中和轴承不对中，联轴器

不对中又分为平行不对中、偏角不对中和平行偏角

不对中；轴承不对中包括偏角不对中和标高变化两

种情况，其结果是在联轴节处产生附加弯矩．多年
来，国内外一些学者对转子不对中进行了专门的研

究．理论方面，Ｍ．Ｘｕ与 Ｒ．Ｄ．Ｍａｒａｎｇｏｎｉ［３］考虑了
大角度偏斜，使用有限元方法并利用模态综合简化

计算，比较全面地分析了由力矩激起的偶数倍共振

的多次谐波成份．Ａｌ－Ｈｕｓｓａｉｎ等［４，５］给出了刚性联

轴器平行不对中转子横向与扭转振动响应的解析

和数值分析，指出稳定条件下平行不对中是扭转和

横向振动的激励源，随后又用Ｌｉａｐｕｎｏｖ直接法得到

了弹性联轴器偏角不对中转子系统非线性微分方程

的临界稳定准侧，给出了偏角和联轴器刚度对系统

稳定区域的影响规律．李明［６，７］用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立
了不对中转子系统的动力学模型，研究了无量纲偏

心量对系统动力学特性的影响，进而研究了具有轴

承不对中的多跨柔性转子系统的非线性动力学特

性．实验方面，Ｗ．Ｈｕ，Ｐａｔｅｌ等［８，９］通过实验分析了

不对中对转子系统动力学行为的影响，验证了［５］的

部分理论结果，并给出了诊断不对中故障的新方法，

但所用模型较简单，还需进一步研究．最近几年，
Ａｈｍｅｄ等［１０］研究了不对中对轴承特性的影响．

本文将研究加速过程偏角不对中轴系横向振

动特性．在偏角不对中情形下，考虑轴承油膜、局部
碰摩等因素的耦合作用，进一步计及主动轴角加速

度的影响，建立偏角不对中轴系三自由度横向振动

方程，由此研究加速条件下，偏角不对中量、加速度

对轴系横向振动特性的影响规律．

１　偏角不对中轴系横向振动方程

考虑存在不对中偏角的轴系，假定转轴的质量

集中在位于刚性联轴器相连两转轴的横跨中心的

转盘上，从动轴 Ｏ２绕主动轴 Ｏ１同步转动，如图１
所示．建立如下坐标系：在轴系的静平衡位置，建立
固定坐标系Ｏ－ｘｙ如图２所示（图中偏角不对中量
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α被放大了），转盘１的坐标位置为 Ｏ１（ｘ１，ｙ１），质

心坐标位置为 Ｏ′１（ｘ
′
１，ｙ′１），质量 ｍ１，偏心距 ｅ１，与

ｘ轴夹角φ１；转盘２的坐标位置为Ｏ２（ｘ２，ｙ２），质心

坐标位置为Ｏ′２（ｘ
′
２，ｙ′２），质量 ｍ２，偏心距 ｅ２，与 ｘ

轴夹φ２角，ｌ为转轴２长度的一半．根据作用力方
程，将转轴刚度、阻尼、轴承非稳态油膜力等效到转

盘处，Ｋ１、Ｋ２、Ｄ１、Ｄ２为转盘处轴的等效刚度与阻

尼；ｆｘ１、ｆｙ１、ｆｘ２、ｆｙ２为转盘处的等效油膜力
［１１］，Ｆｘ、Ｆｙ

为转盘１处的碰摩力．

图１　偏角不对中轴系动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｄｙｎａｍｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｓｈａｆｔｉｎｇｗｉｔｈａｎｇｕｌａｒｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔ

由基本假设可得两转轴的运动约束方程为

ｆ（ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２）＝（ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－ｙ２）

２－

　（ｌｓｉｎα）２＝０ （１）
由分析力学理论知，式（１）为一完整约束．由于存
在不对中偏角α，从动轴质心坐标可表示为

ｘｃ２＝（ｘ２＋ｅ２）ｃｏｓα

ｙｃ２＝（ｙ２＋ｅ２）ｃｏｓ{ α
（２）

对于具有完整约束的轴系，由第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程

Ｆｉ－ｍｉ̈ｑｉ＋λ
ｆ
ｑｉ
＝０，　（ｑｉ＝ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２）（３）

建立图１所示轴系的动力微分方程，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ
待定乘子表示的系统振动方程为

ｍ１ｘ̈１＋Ｋ１ｘ１＋Ｄ１ｘ１＝ｆｘ１＋Ｆｘ＋λ（ｘ１－ｘ２）＋

　ｍ１ｅ１（φ
２
１ｃｏｓφ１＋φ̈１ｓｉｎφ１）

ｍ１ｙ̈１＋Ｋ１ｙ１＋Ｄ１ｙ１＝ｆｙ１＋Ｆｙ＋λ（ｙ１－ｙ２）＋

　ｍ１ｅ１（φ
２
１ｓｉｎφ１－φ̈１ｃｏｓφ１）－ｍ１ｇ

ｍ２ｘ̈２＋Ｋ２ｘ２＋Ｄ２ｘ２＝ｆｘ２＋λ（ｘ２－ｘ１）＋

　ｍ２ｅ２ｃｏｓα（φ
２
２ｃｏｓφ２＋φ̈２ｓｉｎφ２）

ｍ２ｙ̈２＋Ｋ２ｙ２＋Ｄ２ｙ２＝ｆｙ２－ｍ２ｇ＋λ（ｙ２－ｙ１）＋

　ｍ２ｅ２ｃｏｓα（φ
２
２ｓｉｎφ２－φ̈２ｃｏｓφ２



















）

（４）

结合约束方程（１）可对式（４）进行求解．

图２　轴系坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆｔｈｅｓｈａｆｔｉｎｇ

由于采用刚性联轴器及假设有φ２＝φ１且 φ̈２＝

φ̈１，即两转子同步旋转．设转盘１的初始旋转速度
φ０、角加速度为β，则转盘１的旋转角度为

φ１＝
１
２βｔ

２＋φ０ｔ （５）

转盘２的旋转角度为

φ２＝
１
２βｔ

２＋φ０ｔ＋φ０ （６）

引入无量纲参数如下：

ωｎ１＝
Ｋ１
ｍ槡１
，　τ＝ωｎ１ｔ，

ωｎ２＝
Ｋ２
ｍ槡１
，　η＝

ωｎ２
ωｎ１
，

β＝
φ̈１
ω２ｎ１
，　ω＝

φ１
ωｎ１
，　珚ｍ＝

ｍ２
ｍ１
，

珋ｅ１＝
ｅ１
ｃｚ
，　珋ｅ２＝

ｅ２
ｃｚ
，

ｌ＝ｌｃｚ
，　ζ１＝

Ｄ１
Ｋ１ｍ槡 １

，　ζ２＝
Ｄ２
Ｋ１ｍ槡 １

，

Ｘ１＝
ｘ１
ｃｚ
，　Ｙ１＝

ｙ１
ｃｚ
，

Ｘ２＝
ｘ２
ｃｚ
，　Ｙ２＝

ｙ２
ｃｚ
，　γ＝ λ

ｍ１ω
２
ｎ１
，

珔ｇ＝ ｇ
ω２ｎ１ｃｚ

，　ｆｘ１＝
Ｆｘ１＋Ｆｘ
ｍ１ω

２
ｎ１ｃｚ
，　ｆｙ１＝

Ｆｙ１＋Ｆｙ
ｍ１ω

２
ｎ１ｃｚ
，

ｆｘ２＝
Ｆｘ２＋Ｆｘ
ｍ１ω

２
ｎ１ｃｚ
，　ｆｙ２＝

Ｆｙ２＋Ｆｘ
ｍ１ω

２
ｎ１ｃｚ
．

记（）′＝ｄ（）／ｄτ，（）＂＝ｄ（）／ｄτ２，则无量纲化后的

约束方程为

（Ｘ１－Ｘ２）
２＋（Ｙ１－Ｙ２）

２＝（ｌｓｉｎα） （７）

由此得消除Ｌａｇｒａｎｇｅ待定乘子 γ的轴系振动
方程为

６１３
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Ｍｕ＂＋Ｄｕ′＋Ｋｕ＝Ｆ０＋Ｆｅ＋Ｆφ＋Ｆｍ （８）
其中，φ为两转轴轴心连线Ｏ１Ｏ２同Ｘ轴的夹角，如
图２所示．

ｕ＝［Ｘ１　Ｙ１　φ］
Ｔ，

Ｍ＝

１＋珚ｍ ０ －珚ｍｌｓｉｎαｓｉｎφ

０ １＋珚ｍ 珚ｍｌｓｉｎαｃｏｓφ

－珚ｍｓｉｎφ 珚ｍｃｏｓφ 珚ｍｌｓｉｎ









α

，

Ｋ＝

１＋η２ ０ ０

０ １＋η２ ０

－η２ｓｉｎφ η２ｃｏｓφ









０

，

Ｄ＝

ζ１＋ζ２ ０ －ζ２ｌｓｉｎαｓｉｎφ

０ ζ１＋ζ２ ζ２ｌｓｉｎαｃｏｓφ

－ζ２ｓｉｎφ ζ２ｃｏｓφ











０

，

Ｆｍ＝－
０
（１＋珚ｍ）珔ｇ

珚ｍ珔ｇｃｏｓ









φ

，Ｆ０＝

ｆｘ１＋ｆｘ２

ｆｙ１＋ｆｙ２

ｆｙ２ｃｏｓφ－ｆｘ２ｓｉｎ









φ

，

Ｆφ＝

珚ｍｌｓｉｎα（φ′）２ｃｏｓφ＋η２ｌｓｉｎαｃｏｓφ

珚ｍｌｓｉｎα（φ′）２ｓｉｎφ＋η２ｌｓｉｎαｓｉｎφ
　　　　　　









０

，

Ｆｅ．＝

珋ｅ（ω２ｃｏｓφ１＋βｓｉｎφ１）＋

　珚ｍ珋ｅ２ｃｏｓα（ω
２ｃｏｓφ２＋βｓｉｎφ２）

珋ｅ（ω２ｓｉｎφ１－βｃｏｓφ１）＋

　珚ｍ珋ｅ２ｃｏｓα（ω
２ｓｉｎφ２－βｃｏｓφ２）

珚ｍ珋ｅ２ｃｏｓα［（ω
２ｓｉｎφ２－βｃｏｓφ２）ｃｏｓφ－

　（ω２ｃｏｓφ２＋βｓｉｎφ２）ｓｉｎφ





















］

由方程（８）可以看出，偏角不对中情形下，轴
系的横向振动方程与 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子系统的振动方程
具有类似的形式，令不对中量 α及广义坐标 φ为
零，即可得到Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子系统的横向振动方程．因
此，不对中偏角的存在将激发轴系非线性振动响

应，其响应的幅值与不对中偏角量直接相关．然而
由于不对中偏角的存在，质量矩阵Ｍ、阻尼矩阵Ｄ、
刚度矩阵Ｋ是不对中偏角量 α、无量纲轴长ｌ及广
义坐标φ的函数，因此Ｍ、Ｄ、Ｋ均为时变函数；力向
量Ｆ０含有系统的碰摩力与油膜力及耦合项（ｆｙ２
ｃｏｓφ－ｆｘ２ｓｉｎφ），Ｆｍ 为系统的重力及耦合项
（珚ｍ珔ｇｃｏｓφ），Ｆφ是由不对中偏角量、转轴质量比及广
义坐标引起的，Ｆｅ是系统的偏心量及耦合项．同时
注意到，加速度冲击下，φ１、φ２不再是常数，而是时

间的函数；参数激励中三角函数频率也不再是固定

的（φ１＝φ２＝τ），而变成了变频率的（φ１＝φ２＝ｆ

（τ２）），对于这种含有时间 τ的非定常的非线性微

分方程，很难得到封闭的甚至近似的解析解，因此

只能通过数值积分法仿真研究轴系的横向振动特

性．

为求解该非定常二阶常微分方程，将式（８）两
端同时左乘［Ｍ］－１，经整理后将轴系的动力学方程
表示为

ｕ＂＝Ｍ－１（Ｆ０＋Ｆｅ＋Ｆφ＋Ｆｍ－Ｄｕ′－Ｋｕ） （９）
其中，

Ｍ－１＝

２＋珚ｍ－珚ｍｃｏｓ２φ
２＋２珚ｍ

－珚ｍｓｉｎ２φ２＋２珚ｍ
ｓｉｎφ

－珚ｍｓｉｎ２φ２＋２珚ｍ
２＋珚ｍ＋珚ｍｃｏｓ２φ
２＋２珚ｍ

－ｃｏｓφ

ｓｉｎφ
ｌｓｉｎα

－ｃｏｓφ
ｌｓｉｎα

１＋珚ｍ
珚ｍｌｓｉｎ

















α
（１０）

这是一个具有强非线性的三自由度振动系统，

由于非线性油膜力、局部碰摩力及非线性耦合项的

影响，该方程一般情况下是非自治的，很难用小参

数法、谐波平衡法等解析方法进行求解，因此本文

将采用数值法对其求解．

２　加速过程偏角不对中轴系横向振动特性

由于 方 程 （１０）中 含 有 （φ′）２、ｃｏｓαｓｉｎφ、

珚ｍｓｉｎαｓｉｎφ、ｃｏｓφ、ｃｏｓαｓｉｎφ２ｃｏｓφ、ｃｏｓαｃｏｓφ２ｓｉｎφ及油
膜力、碰摩力等非线性耦合项，所以应该研究超谐

共振、主共振以及亚谐共振特性．在加速过程中不
考虑油膜力与碰摩力的作用，只需在方程（１１）中
令Ｆ０＝０，取系统参数珚ｍ＝０．６，珋ｅ１＝珋ｅ２＝０．４，ζ１＝ζ２
＝０．０１，η＝０．６，零初始条件，其它参数保持不变，
分３种情况进行振动分析，获得加速过程轴系振动
特性的变化规律．

情形（１）研究 α＝５×１０－４ｒａｄ，β＝５×１０－６情
形下的振动特性．计算轴系加速过程横向振动的时
频特性，如图３、４所示．共振曲线表明，当主动轴转
速经过ωｎ１／２、ωｎ１／２、ωｎ１、ωｎ２、ωｎ１＋ωｎ２及２ωｎ１、２ωｎ２
（分别对应一个固有频率、一个联合共振频率、两个

固有频率的半频、两个１／２亚谐振频率）附近时，系
统产生共振，其中ωｎ１附近的共振是主共振，最大共
振幅值在２４．５５附近．振动计算结果同时表明，共

７１３
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振区比较明显，系统在加速过程中不断趋于稳定．

图３　加速过程横向振动响应（０～３ωｎ１）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｌａｔｅｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｄｕｒｉｎｇ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ（０～３ωｎ１）

图４　加速过程横向振动响应

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｌａｔｅｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｄｕｒｉｎｇａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

情形（２）令 α＝５×１０－４ｒａｄ，变化加速度β，研
究加速度值轴系横向振动特性的影响．得到不同加
速度下系统的振动特性如图５所示．对比图５可以
看出，随着加速度的增加，ωｎ１附近的主共振从未消
失，振动幅值不断减小，但共振区域变宽，主共振现

象呈现得越来越突出；ωｎ２／２、ωｎ１／２、ωｎ２、ωｎ１＋ωｎ２及
２ωｎ１、２ωｎ２附近的谐振幅值减小．从总体上来说，若
以整个加速过程出现的最大共振峰值为标准，加速

度对系统横向振动有抑制作用，可以通过控制主动

轴加速度，使系统以较小的振动快速通过加速过

程．主动轴输入加速度增大，导致加速过程共振幅
值减小，对应的共振频率增加；导致超谐共振、主共

振、亚谐共振峰值所对应的转速滞后，各峰值对应

的转速滞后值基本相同，但主共振峰值的减小最明

显．

图５　不同加速度下系统横向振动响应

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｌａｔｅｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓ

图６　不同不对中量下系统横向振动响应（β＝１×１０－５）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｌａｔｅｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｉｓａｌｉｇｎｍｅｎｔｓ（β＝１×１０－５）

情形（３）令珚ｍ＝０．５，β＝１×１０－５，变化偏角不
对中量α的值，研究不对中量对振动特性的影响，
得到不同不对中量下的振动响应如图６所示．对比
图６可以看出，当α＝２×１０－４ｒａｄ时，ωｎ１附近的共
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振峰值大小为２５．４１，对应的转速为０．９２３９，转速
达到１．８ωｎ１时，系统开始处于稳定；当 α＝６×１０

－４

ｒａｄ时，ωｎ１附近的共振峰值大小为２４．７８，对应的转
速为０．９２２５，转速达到２．２ωｎ１时，系统开始处于稳
定；其它的共振峰值变化规律与之类似．可见，增大
不对中偏角量，系统主共振的幅值减小，共振频率

无偏移，但共振区变宽．

３　结论

本文研究了偏角不对中情形下轴系的横向振

动特性．首先，在考虑偏角不对中的基础上，同时考
虑了轴承油膜、局部碰摩的耦合作用、以及主动轴

角加速度的影响，用第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程处理系统
的运动约束，建立了偏角不对中轴系横向振动方

程．然后研究了加速条件下，忽略油膜与碰摩因素，
轴系横向振动特性随加速度、偏角不对中量的变化

规律．研究表明：
（１）偏角不对中情形下，轴系横向振动系统是

约束条件下 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子模型的推广．由于偏角不
对中的存在，轴系横向振动系统是强非线性、非定

常的、同时含有自激励、参数激励和外激励的三自

由度振动系统．由于偏角不对中与转轴长度结合
（即），通过联轴器产生非线性运动约束导致轴系

横向振动系统比Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子动力学模型描述的振
动系统少了一个自由度．

（２）偏角不对中的存在，增强了系统的非线性
和运动耦合（如、ｌｓｉｎα，珋ｅ２ｃｏｓα）；偏角不对中、轴承
油膜、局部碰摩等因素一起，通过自激励、参数激励

和外激励等方式激起了轴系的非线性振动响应．
（３）加速工况下，偏角不对中轴系横向振动出

现了新的共振特性．当主动轴转速经过 ωｎ２／２、ωｎ１／
２、ωｎ１、ωｎ２、ωｎ１＋ωｎ２及２ωｎ１、２ωｎ２（分别对应一个固
有频率、一个联合共振频率、两个固有频率的半频、

两个１／２亚谐振频率）附近时，系统产生共振，其中
ωｎ１附近的共振是主共振情况．加速度通过不对中
作用影响轴系振动特性，加速度增大使共振频率滞

后，共振区变宽，共振幅值减小，但轴系在加速过程

中总是不断趋于稳定．不对中偏角量增大，系统主
共振的幅值减小，共振频率无偏移，但共振区变宽．
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