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分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的 Ｈｏｐｆ分岔
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摘要　运用正交多项式逼近原理，研究了分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统在零平衡点的 Ｈｏｐｆ分岔．首先，运用

Ｌａｇｕｅｒｒｅ正交多项式逼近法将含有随机参数的分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统转化为等价的确定性系统，然后通过数值

计算求得其响应．最后，利用两个引理求得等价系统发生Ｈｏｐｆ分岔行为的临界值，并通过数值模拟验证了

理论分析结果．

关键词　随机参数，　分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，　Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式，　分岔

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０８３

引言

分数阶微积分理论与非线性动力学理论相结

合，推动了分数阶动力学系统的产生及发展，使分

数阶动力学系统成为非线性科学领域中又一热点

研究课题．目前，分数阶动力学系统的研究已经引
起越来越多研究者的兴趣，更多的研究涉及到了

分数阶 Ｒｕｃｋｌｉｄｇｅ电路系统［１］，分数阶哈密顿系

统［２］，分数阶盐岩流变本构模型［３］，分数阶系统特

性识别［４］等多个领域．Ｄｕｆｆｉｎｇ系统作为一个典型
的非线性动力学系统，研究分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统是
研究其他复杂动力学系统的基础，众多学者对分

数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的动力学行为进行了全面地研
究．文献［５］研究分数微分型阻尼的分数阶值较小
时，Ｄｕｆｆｉｎｇ振子将出现倍周期分岔并导致混沌；
在不同外激励频率下，分数阶微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子
呈现出对称形破缺、分岔、混沌等强烈的非线性现

象；在一定参数范围内与经典 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相比
较，分数微分型 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子在较小的激励下即可
进入混沌．曹军义等［６］讨论了分数阶阻尼的阶数

在０．１～２．０之间 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统依次进入不同的运
动区，由混沌运动区存在的周期运动进入混沌运

动的倍周期过程比较明显，结果证实阻尼的分数

微分阶数对系统的动力学特性影响比较大．Ｍａ
ｔｏｕｋ［７］研究了改进的分数阶自治 ＶａｒＤｅｌＰｏｌＤｕｆｆ

ｉｎｇ系统的稳定性，并对系统的混沌及同步现象提
出了一种有效的控制方法．文献［８］将 Ｄｕｆｆｉｎｇ方
程和ＶａｎｄｅｒＰｏｌ方程耦合在一个分数阶微分方程
中，利用 Ｒｉｅｍａｎｎｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶倒数和 Ａｄｏｍｉａｎ
分解法求得此方程的解析近似解．文献［９］载极低
的总分数阶０．２的情况下，成功地获得了改进的
两个非耦合分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的混沌同步．以上
成果都是关于确定性系统的，随机因素在动力学

系统中无处不在，关于随机分数阶动力系统的研

究还是比较少的．陈林聪和朱位秋［１０］对分数阶阻

尼Ｄｕｆｆｉｎｇ振子在谐和和白噪声作用下的随机稳定
性进行研究．随机参数对分数阶动力学系统的研
究还未有文献报道．对分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的
研究还是比较少的．鉴于此，本文运用正交多项式
逼近法研究了含有随机参数的分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ系
统，分析了随机参数对分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的 Ｈｏｐｆ
分岔的影响．

１　分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的等价确定性
系统

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的自治形式为
ｘ＝ｙ，

ｙ＝ｂｘ－ａｙ－ｘ３{ ，
（１）

且系统（１）有三个平衡点（０，０），（ 槡±ｂ，０）．为了方
便讨论，本文将选取 ａ＝０．３，ｂ＝－１，则（１）式的
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两个特征值为：

λ１＝－０．１５＋０．９８８６８５９９６７Ｉ，
λ２＝－０．１５－０．９８８６８５９９６７Ｉ． （２）

由分数阶稳定性定理知［１１］，ｐ，ｑ＜２
π
ａｒｇ（λｉ） ＝

２
π
ａｒｃｔａｎ

Ｉｍλｉ
Ｒｅλｉ

＝０．９０４１时，系统（１）是渐近稳

定的．
含有随机参数的分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统
ｄｐｘ
ｄｔｐ
＝ｙ，

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝ｂｘ－ａｙ－ｘ３{ ，

（３）

其中ｂ为确定性参数，ａ为随机参数．设ａ可表示成
ａ＝ａ＋δｕ， （４）

其中ａ＋δ为随机参数ａ的均值，选取 ｕ为自然界
中最常见的随机变量，即在区间［０，＋∞］上服从
参数为１的指数分布概率密度函数的随机变量，
称δ为随机参数的强度．由泛函分析中的逼近原理
可知，随机函数空间中基函数为 Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式，
其正交性为

∫
＋∞

０
ｅ－ｕＬｎ（ｕ）Ｌｍ（ｕ）ｄｕ＝

（ｎ！）２ （ｎ＝ｍ），
０ （ｎ≠ｍ）{ ．

（５）
Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式的三项递推关系为
Ｌｎ＋１（ｕ）＝（１＋２ｎ－ｕ）Ｌｎ（ｕ）－ｎ

２Ｌｎ－１（ｕ）．

（６）
根据随机函数的正交多项式原理［１２］，系统（３）的
随机响应可以写成Ｆｏｕｒｉｅｒ展开的级数逼近形式

ｘ（ｔ，ｕ）＝∑
Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ），

ｙ（ｔ，ｕ）＝∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ

{
），

（７）

其中Ｌｉ（ｕ）为第ｉ个Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式，Ｍ为所取多
项式的最大个数．
将（４）式和（７）式代入（３）式，得

ｄｐ

ｄｔｐ
（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ））＝∑

Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ），

ｄｑ

ｄｔｑ
（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ））＝ｂ∑

Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）－

　ａ∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）－δｕ∑

Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）－

　（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ））

３

















．

（８）

上式中第二个等式右端的的非线性项（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ

（ｕ））３可以三项递推关系式（６）可以化简为

（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ））

３ ＝∑
３Ｍ

ｉ＝０
Ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）， （９）

其中Ｘｉ（ｔ）为定义线性组合 Ｌｉ（ｕ）的系数，可由
Ｍａｐｌｅ计算出来．含有随机变量的项可以化为

δｕ∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）

＝δ（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）［（２ｉ＋１）Ｌｉ（ｕ）－ｉ

２Ｌｉ－１（ｕ）－

　Ｌｉ＋１（ｕ））＝δ（∑
Ｍ

ｉ＝０
Ｌｉ（ｕ）［（２ｉ＋１）ｙｉ（ｔ）－

　（ｉ＋１）２ｙｉ－１（ｔ）－ｙｉ－１（ｔ）］－Ｌｉ＋１（ｕ）ｙｉ（ｔ））

（１０）
现将（９）式和（１０）式代入（８）式，得

ｄｐ

ｄｔｐ
（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ））＝∑

Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ），

ｄｑ

ｄｔｑ
（∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ））＝ｂ∑

Ｍ

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）－

　ａ∑
Ｍ

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）－δ（∑

Ｍ

ｉ＝０
Ｌｉ（ｕ）［（２ｉ＋１）ｙｉ（ｔ）－

　（ｉ＋１）２ｙ１＋１（ｔ）－ｙｉ－１（ｔ）］－

　Ｌｉ＋１（ｕ）ｙｉ（ｔ））－∑
３Ｍ

ｉ＝０
Ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）



















．

（１１）
在（１１）式两端依次 Ｌｊ（ｕ）＝（ｊ＝０，１，Λ），然后关
于随机变量ｕ取期望，可以得到一个等价的确定性
系统

ｄｐ

ｄｔｐ
ｘ０＝ｙ０，

ｄｑ

ｄｔｑ
ｙ０＝ｂｘ０－ａｙ０－δ［ｙ０（ｔ）－ｙ１（ｔ）－ｙ－１（ｔ）］－Ｘ０，

ｄｐ

ｄｔｐ
ｘ１＝ｙ１，

ｄｑ

ｄｔｑ
ｙ１＝ｂｘ１－ａｙ１－δ［３ｙ１（ｔ）－４ｙ２（ｔ）－ｙ０（ｔ）］－Ｘ１，



ｄｐ

ｄｔｐ
ｘｍ＝ｙｍ，

ｄｑ

ｄｔｑ
ｙｍ＝ｂｘｍ－ａｙｍ－δ［（２ｍ＋１）ｙｍ（ｔ）－

　（ｍ＋１）２ｙｍ＋１（ｔ）－ｙｍ－１（ｔ）］－Ｘｍ



























．

（１２）

０１３
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其中，由逼近理论知ｙ－１和ｙｍ＋１均为零．

当Ｎ→∞时，在均方收敛的意义下方程组（１２）
与原分数阶随机系统（３）是等价的．但由于理论分

析和数值模拟比较困难，本文选取Ｍ＝２，则方程组
（１２）可以改写为

ｄｐ

ｄｔｐ
ｘ０＝ｙ０，

ｄｑ

ｄｔｑ
ｙ０＝ｂｘ０－ａｙ０－δ［ｙ０－ｙ１］－Ｘ０，

ｄｐ

ｄｔｐ
ｘ１＝ｙ１，

ｄｑ

ｄｔｑ
ｙ１＝ｂｘ１－ａｙ１－δ［３ｙ１－４ｙ２－ｙ０］－Ｘ１，

ｄｐ

ｄｔｐ
ｘ２＝ｙ２，

ｄｑ

ｄｔｑ
ｙ２＝ｂｘ２－ａｙ２－δ［５ｙ２－ｙ１］－Ｘ２





















 ．

（１３）

原分数阶随机Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的逼近随机响应可以近

似地表示为

ｘ（ｔ，ｕ）＝∑
２

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ），

ｙ（ｔ，ｕ）＝∑
２

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）

{
．

（１４）

如果随机变量ｕ＝０（即ａ＝ａ）时，得到均值参数系
统，其样本响应为

ｘ（ｔ，０）＝∑
２

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）

＝ｘ０（ｔ）＋ｘ１（ｔ）＋２ｘ２（ｔ），

ｙ（ｔ，０）＝∑
２

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｌｉ（ｕ）

＝ｙ０（ｔ）＋ｙ１（ｔ）＋２ｙ２（ｔ）













．

（１５）

分数阶随机Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的集合平均响应为

Ｅ［ｘ（ｔ，ｕ）］＝∑
２

ｉ＝０
ｘｉ（ｔ）Ｅ［Ｌｉ（ｕ）］＝ｘ０（ｔ），

Ｅ［ｙ（ｔ，ｕ）］＝∑
２

ｉ＝０
ｙｉ（ｔ）Ｅ［Ｌｉ（ｕ）］＝ｙ０（ｔ）

{
．

（１６）

当δ＝０时，分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统退化为确定性

系统

ｄｐｘ
ｄｔｐ
＝ｙ，

ｄｐｙ
ｄｔｐ
＝ｂｘ－ａｙ－ｘ３{ ．

（１７）

定义等价确定性系统的初始条件为ｘ０＝ｘ０（０），ｙ００
＝ｙ（０）．本文中随机强度δ和激励幅值的取值比较

小，因此等价的确定性系统（１３）与确定性系统

（１７）有相同的初始条件，即ｘ０＝ｘ（０），ｙ０＝ｙ（０），ｘｉ
＝ｙｉ（０）＝０，（ｉ＝１，２）．等价的确定性系统（１３）的

初始条件取为

ｘ（０）＝［０．７，０，０］Ｔ，ｙ（０）＝［０．７，０，０］Ｔ，

ｘ０＝０．７，ｙ０＝０．７．

２　分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的 Ｈｏｐｆ分岔
分析

如果动力系统是结构不稳定的，则任意小的

适当扰动都会使系统的拓扑结构发生突然的质的

变化，这种质的变化成为分岔［１３－１４］．按研究对象

划分，分岔可分为静态分岔和动态分岔．在动态分

岔中，较为重要的是由于定点稳定性突然变化而

出现极限环的 Ｈｏｐｆ分岔．通过两个引理［１５－１８］可

以求出的系统 发生分岔的临界值．分数阶随机

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统 与等价确定性系统 都有一个零平衡

点，本文仅考虑等价确定性系统在零平衡点处的

Ｈｏｐｆ分岔，在且系统 在此平衡点的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵

如下

Ｊ＝

０ １ ０ ０ ０ ０
ｂ －ａ－δ ０ δ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ δ ｂ －ａ－３δ ０ ４δ
０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ δ ｂ －ａ－５δ

（１８）

该矩阵的特征方程为 ｆ（λ）＝ａ０λ
６＋ａ１λ

５＋ａ２λ
４＋

ａ３λ
３＋ａ４λ

２＋ａ５λ＋ａ６＝０，其中ａｉ（ｉ＝０，１，Λ，６）是

特征方程的系数，可由Ｍａｐｌｅ计算得出．根据引理，

计算Ｈｕｒｗｉｔｚ行列式

Δ５＝

ａ１ ａ０ ０ ０ ０

ａ３ ａ２ ａ１ ａ０ ０

ａ５ ａ４ ａ３ ａ２ ａ１
０ ａ６ ａ５ ａ４ ａ３
０ ０ ０ ａ６ ａ５

（１９）

令ｂ＝－１利用Ｍａｐｌｅ软件求得Δ５＝０共有９个不

重复的参数关系式

１１３
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ａ＝－０．４１５７７４５５７δ－０．１１－８Ｉδ，

ａ＝－６．２８９９４５０８３δ－０．５６６０２５４０４－９Ｉδ，

ａ＝－２．２９４２８０３５９δ－０．１１６６０２５４０４－８Ｉδ，
ａ＝－１．３５５０２７４５９δ，

ａ＝－３．３５２８５９８１９δ＋０．３４６４１０１６１６－９Ｉδ，

ａ＝－４．２９２１１２７２１δ－０．３４６４１０１６１６－９Ｉδ，
ａ＝－１．３５５０２７４５９δ，

ａ＝－３．３５２８５９８１９δ＋０．３４６４１０１６１６－９Ｉδ，

ａ＝－４．２９２１１２７２１δ－０．３４６４１０１６１６－９Ｉδ





















．
（２０）

将式（２０）中各个关系式分别代入Δ４，Δ３，Δ５′（ａ）和
ａｉ（ｉ＝０，Λ，６），满足 Δ４≠０，Δ３≠０，Δ５′（ａ）≠０和
ａｉ＞０（ｉ＝０，Λ，６）关系式是

ａ＝－１．３５５０２７４５９δ， （２１）
因此，当 ａＨ＝－１．３５５０２７４５９δ时 ，满足存在 Ｈｏｐｆ
分岔性的条件．

选取δ＝０．１，将式（２１）代入系统的特征方程，
可得到系统（１３）的所有特征值

λ１＝０．９９８８９６６４６３Ｉ，

λ２＝－０．９９８８９６６４６３Ｉ，

λ３，４＝－０．０４６９６２６４４１９±０．９９８８９６６４６３Ｉ，

λ５，６＝－０．２４６７４５８８２２±０．９６９０８０２１８４Ｉ，

（２２）
显然系统（１３）除了有一对共轭纯虚根外，其

他特征值有负实部．当系统的分岔参数为 ａＨ ＝
－０．１３５５０２７４５９时，等价的确定性系统（１３）在零平
衡点处发生Ｈｏｐｆ分岔．

３　数值模拟

分别选取分数阶阶数ｐ＝０．８８和ｑ＝０．８５．当
系统（１７）的参数ｂ＝－１，ａＨ＝０时，确定性分数阶
Ｄｕｆｆｉｎｇ系统在（０，０）点发生 Ｈｏｐｆ分岔，如图１所
示．当参数ａ＝－０．２＜ａＨ＝０时，系统的轨线收敛
到（０，０）点，如图１（ａ）所示；当 ａ＝０．４＞ａＨ＝０
时，系统的轨线收敛到一个闭曲线上，形成极限

环，如图１（ｂ）所示．取δ＝０．１时分岔参数为ａＨ＝
－０．１３５５０２７４５９．当ａ＝－０．２＜ａＨ，等价的确定性
系统（１３）的集合平均响应和样本响应的轨线一致
收敛到（０，０）点，分别如图２（ａ）和（ｂ）所示，图２
（ｃ）和（ｄ）为系统发生 Ｈｏｐｆ分岔前集合平均响应
和样本响应的时间历程图．当ａ＝０．４＞ａＨ，等价

图１　确定性分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的Ｈｏｐｆ分岔相轨图

（ａ图为分岔前，ｂ图为分岔后）

Ｆｉｇ．１．　ＴｈｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｈａｓｅｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ

Ｄｕｆｆｉｎｇｓｙｓｔｅｍ（ａｉｓｂｅｆｏｒｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ，ｂｉｓａｆｔｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）

图２　等价的确定性Ｄｕｆｆｉｎｇ系统Ｈｏｐｆ分岔前的相轨图

和时间历程图

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｃｅｒｔａｉｎｔｙｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ＤｕｆｆｉｎｇｓｙｓｔｅｍａｓｂｅｆｏｒｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

图３　等价的确定性Ｄｕｆｆｉｎｇ系统Ｈｏｐｆ分岔后的相轨图

和时间历程图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｃｅｒｔａｉｎｔｙｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ＤｕｆｆｉｎｇｓｙｓｔｅｍａｓａｆｔｅｒＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ
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第４期 侯瞡等：分数阶随机Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的Ｈｏｐｆ分岔

图４　改变阶数后，等价的确定性Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的相轨图

Ｆｉｇ．４　ＰｈａｓｅｏｆｔｈｅｃｅｒｔａｉｎｔｙｅｑｕｉｖａｌｅｎｔＤｕｆｆｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

ａｓｃｈａｎｇｅｄｏｒｄｅｒ

的确定性系统（１３）的集合平均响应和样本响应的
轨线一致收敛到（０，０）点，分别如图３（ａ）和（ｂ）所
示，图３（ｃ）和（ｄ）为系统发生Ｈｏｐｆ分岔后集合平
均响应和样本响应的时间历程图．从图１～３中可
以看出在分岔参数变化的过程中，分数阶随机

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统发生 Ｈｏｐｆ分岔．改变分数阶的阶数 ｐ
＝１．１和ｑ＝１．１，ａ＝０．４＞ａＨ时，等价的确定性系
统（１３）的集合平均响应和样本响应的轨线一致收
敛到（０，０）点，分别如图４（ａ）和（ｂ）所示．从图中
可以很明显地看出，改变系统的阶数后等价的确定

性系统（１３）没有产生极限环，而是收敛到（０，０）
点，也就是说没有发生Ｈｏｐｆ分岔．

４　结论

对于含有随机参数的分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，正
交多项式逼近法提供了一种有效的分析方法．把
分数阶随机 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统扩展为等价的确定性系
统，对其分析动力学行为．本文主要研究了分数阶
随机Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的Ｈｏｐｆ分岔．运用Ｌａｇｕｅｒｒｅ正交
多项式逼近法将含有随机参数的分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ系
统转化为等价的确定性系统，然后通过数值计算

求得其响应．利用两个引理计算出等价的确定性分
数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统发生Ｈｏｐｆ分岔行为的临界值，并
使用Ｍａｔｌａｂ软件设计程序验证理论分析结果．
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