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时变系数下耦合 ＫｄＶ和 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组的孤波解

高翔　化存才　胡东坡
（云南师范大学数学学院，昆明　６５００９２）

摘要　在双曲函数展开法和Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法的基础上，应用它们的扩展形式来讨论三类时变系数下

耦合ＫｄＶ和Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组，获得了在不同情形下的一些孤波解，其中包括类孤立子解，类冲击波解和类三

角函数周期型解．
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引言

在所有的非线性现象中，对孤立子的研究是非

线性科学的重要内容之一．自孤立子被发现以来，
人们对孤立子的研究就一直未间断过．随着对孤立
子研究的不断深入和一些理论与方法的产生，它已

经广泛地运用到物理学中的许多领域中，因此对孤

波的研究就具有重要的意义和价值．在孤立子理论
中，孤子方程的求解一直受到物理学家和数学家的

关注．随之产生了许多著名的非线性发展方程的求
解方法，如Ｂｃｋｌｕｎｄ变换［１］，逆散射法［３］，Ｈｉｒｏｔａ双
线性方法［４］，齐次平衡法［６］，双曲函数展开法［８］，

Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法［６］等．
目前，从国内外对 ＫｄＶ方程和 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的

研究现状来看，一些文献都是针对单个 ＫｄＶ方程
和单个 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程求精确解进行研究．如文献
［７］应用行波法，齐次平衡法和 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展
开法求解ＫｄＶ方程，不仅获得了该方程的准确周
期解及孤波解，而且给出了若干新的精确解析解．
文献［８］将扩展的 ｔａｎｈ－函数法应用于（２＋１）维
的非线性偏微分方程，获得了（２＋１）维 Ｂｕｒｇｅｒｓ方
程的一些新的精确解．近十多年来，人们更多的关
注变系数ＫｄＶ与Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的研究，拓展了椭圆
函数展开法，获得了一些结果，如文献［９－１１］．

本文将研究时变系数下线性项对称耦合 ＫｄＶ

和Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组，非线性项对称耦合 ＫｄＶ和 Ｂｕｒ
－ｇｅｒｓ方程组，非线性项非对称耦合 ＫｄＶ和 Ｂｕｒ
ｇｅｒｓ方程组，在Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法和双曲正切
函数展开法的基础上，运用扩展的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数
展开法和扩展的双曲函数展开法，分别求出了一些

孤波解，包括类孤立波解、类冲击波解和类三角函

数周期解．

１　方法介绍

考虑（１＋１）维含时间扰动的非线性发展方程
Ｐ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕｔ，ｕｘ，ｕｘｘ，…） （１）

其中Ｐ是关于未知函数 ｕ及其各阶导数的适当函
数．我们利用双曲正切函数展开法寻找如下形式的
解［１２］：

ｕ＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ） （２ａ）

其中Ｔ（ξ）＝ｔａｎｈ（ξ）．ａｉ（ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｍ），ξ＝ｘ
－Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ）均为待定的随时间变化的函数．双曲
正切函数Ｔ（ξ）满足方程：

Ｔ′＝１－Ｔ２，

其中′＝ｄｄξ
，按照下面的步骤来确定ｕ：

步骤１：通过平衡方程（１）中最高阶导数项和
非线性的阶数，可以确定ｍ的值，称ｍ为孤立波解
的阶数；
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步骤２：将阶数确定的（２ａ），代入（１），合并 Ｔ
的同次幂，并令系数为零，可以得到一个关于待定

函数ａｉ（ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｍ），ξ的超定的非线性微分
代数方程组；

步骤３：利用吴文俊代数消元法，并借助数学
软件 Ｍａｐｌｅ求解该代数方程组，确定待定函数 ａｉ
（ｔ）（ｉ＝０，１，…，ｍ），ξ的非平凡值．返回原来的变
量最终可以得出方程（１）的孤立波解：

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）ｔａｎｈ

ｉ［ｘ－Ｘ（ｔ）］

根据不同的需要，我们除了求双曲正切函数形

式的解之外，在双曲正切函数展开法和Ｊａｃｏｂｉ椭圆
函数展开法的基础上，运用扩展的双曲函数展开法

和扩展的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法，还可以求如下两
种形式的解：利用扩展的双曲函数展开法寻找如下

形式的解：

ｕ＝ｕ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）ｓｅｃｈ

ｉ（ξ）＋

　∑
ｎ

ｉ＝０
ｃｉ（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）ｓｅｃｈ

ｉ－１（ξ） （２ｂ）

记Ｓ＝ｓｅｃｈ（ξ），Ｔ和Ｓ满足以下关系式：
Ｓ′＝－ＳＴ，　Ｔ２＝１－Ｓ２，

利用扩展的Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法寻找如下形式
的解：

ｕ＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｆ

ｉ（ξ） （２ｃ）

其中Ｆ为Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数，且Ｆ满足下面的辅助常
微分方程：

（Ｆ′）２＝μＦ４＋ηＦ２＋λ，　Ｆ＂＝２μＦ３＋ηＦ
其中，μ，η，λ，Ｆ（ξ）不同的对应取值见下表１：

表１　μ，η，λ，Ｆ（ξ）的对应取值

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｖａｌｕｅｓｏｆμ，η，λ，Ｆ（ξ）

Ｆ（ξ） μ η λ

ｓｎξ，ｃｄξ＝ｃｎξｄｎξ ｒ２ －（１＋ｒ２） １

ｃｎξ －ｒ２ ２ｒ２－１ １－ｒ２

ｄｎξ －１ ２－ｍ２ ｍ２－１

ｓｃξｓｎξｃｎξ １－ｒ２ ２－ｒ２ １

ｓｄξｓｎξｄｎξ ｒ２（ｒ２－１） ２ｒ２－１ １

将解形式由（２ａ）替换为（２ｂ）或（２ｃ）时，确定 ｕ的
步骤同上．

本文考虑三类如下具有时间变系数耦合形式

的方程组：

ｕｔ＋Ｈ１（ｔ，ｕ，ｖ）＝０

ｖｔ＋Ｈ２（ｔ，ｕ，ｖ）＝{ ０
（３）

并且假设这三类耦合方程组（３）分别具有如下形

式的解：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ
{

）

（４ａ）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｆ

ｉ（ξ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ
{

）

（４ｂ）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）ｓｅｃｈ

ｉ（ξ）＋

　∑
ｎ

ｉ＝０
ｃｉ（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）ｓｅｃｈ

ｉ－１（ξ













）

（４ｃ）

其中ξ＝ｘ－Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ）为待定的随时间变化的函

数，变系数待定．

通过齐次平衡法，分别平衡方程组中的非线性

项和线性最高阶导数项，从而确定 ｍ，ｎ的值．因为

我们得到的 ｍ，ｎ都是分数，所以我们将通过数学

变换，把分数转化为整数来讨论，并且通过它们之

间的关系式和取极限形式获得了在不同情形下的

一些孤波解．

２　方法应用

２．１　时变系数下线性项对称耦合 ＫｄＶ和 Ｂｕｒｇｅｒｓ

方程组的解

考虑如下方程组：

ｕｔ＋α１（ｔ）ｕｕｘ＋β１（ｔ）ｖｘｘｘ＝０，

ｖｔ＋α２（ｔ）ｖｖｘ＋β２（ｔ）ｕｘｘ＝０{ ．
（５）

其中α１（ｔ），α２（ｔ）为对流项系数，β１（ｔ），β２（ｔ）分别

为色散项与扩散项的系数．

对于方程组（５），我们采用双曲正切函数展开

法［１３］求解，同时结合数学变换求得了该方程组的

两组孤波解．

作行波变换：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ），ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ），ξ＝ｘ－Ｘ（ｔ），

假设它有如下形式的解：

６９２
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ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ
{

）

（６）

其中，Ｘ（ｔ）为待定的随时间变化的函数．

将行波变换（６）代入方程组（５）中得到如下形

式的常微分方程组（ＯＤＥ）：

－Ｘ′（ｔ）ｕ′＋α１（ｔ）ｕｕ′＋β１（ｔ）ｖ＝０

－Ｘ′（ｔ）ｖ′＋α２（ｔ）ｖｖ′＋β２（ｔ）ｕ＂＝{ ０
（７）

根据齐次平衡法，分别平衡方程组（７）中两个

方程的线性最高阶导数项和非线性项的阶数，有

ｎ＋３＝２ｍ＋１
ｍ＋２＝２ｎ＋{ １


ｍ＝５３

ｎ＝{ ４
３

（８）

因ｍ＝５３，ｎ＝
４
３都是分数，故引入数学变换：令 ｕ

＝ｗ
５
３，ｖ＝ｋ

４
３，代人（５）得：

５
３ｗ

５
３ｗｔ＋

５
３α１（ｔ）ｗ

７
３ｗｘ＋β１（ｔ）×（－

８
２７ｋ

－５３ｋ３ｘ＋

　４３ｋ
－２３ｋｘｋｘｘ＋

４
３ｋ

１
３ｋｘｘｘ）＝０

４
３ｋ

１
３ｋｔ＋

４
３α２（ｔ）ｋ

５
３ｋｘ＋β２（ｔ）（

１０
９ｗ

－１３ｗ２ｘ＋

　５３ｗ
２
３ｗｘｘ）＝０ （９）

将（９）中第一式两边同乘 ｗ
１
３ｋ

５
３，第二式两边同乘

ｗ
１
３ｋ

１
３，化简得：

５
３ｗｗｔｋ

５
３＋５３α１（ｔ）ｗ

８
３ｗｘｋ

５
３＋β１（ｔ）×

　（－８２７ｗ
１
３ｋ３ｘ＋

４
３ｗ

１
３ｋｋｘｋｘｘ＋

４
３ｗ

１
３ｋ２ｋｘｘ）＝０

４
３ｗ

１
３ｋ

２
３ｋｔ＋

４
３α２（ｔ）ｗ

１
３ｋ２ｋｘ＋

　β２（ｔ）（
１０
９ｗ

２
ｘｋ
１
３＋５３ｗｗｘｘｋ

１
３） （１０）

令：

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ξ）＝∑
ｐ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ）

ｋ（ｘ，ｔ）＝ｋ（ξ）＝∑
ｐ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ
{

）

（１１）

平衡（１０）中最高阶线性项和非线性项导数的阶数

得：

７
３＋( )１ｐ＋１＝ １

３＋( )１ｑ＋３
５
３＋( )１ｑ＋１＝ ２

３＋( )１ｐ＋{ ２


　
１０ｐ－４ｑ＝６
５ｐ－８ｑ＝－{ ３


ｐ＝１
ｑ＝{ １

（１２）

将ｐ，ｑ的值代入（１１）中可得：
ｗ＝ａ０（ｔ）＋ａ１（ｔ）Ｔ，

ｋ＝ｂ０（ｔ）＋ｂ１（ｔ）{ Ｔ
（１３）

将ｗ，ｋ代入方程组（１０）化简得：
５
３ｋ

５
３［ａ０（ｔ）ａ′０（ｔ）＋ａ０（ｔ）ａ′１（ｔ）Ｔ－

　ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）Ｔ′Ｘ′（ｔ）＋ａ１（ｔ）ａ′０（ｔ）Ｔ＋

　ａ１（ｔ）ａ′１（ｔ）Ｔ
２－ａ２１（ｔ）ＴＴ′Ｘ′（ｔ）＋

　α１（ｔ）ｗ
８
３ａ１（ｔ）Ｔ′］＋

３
４β１（ｔ）ｗ

１
３［－２９ｂ

３
１（ｔ）（Ｔ′）

３＋

　ｂ０（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）Ｔ′Ｔ＂＋ｂ

３
１（ｔ）ＴＴ′Ｔ＂＋ｂ

２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）Ｔ＋

　２ｂ０（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）ＴＴ＋ｂ

３
１（ｔ）Ｔ

２Ｔ］＝０

４
３ｗ

１
３［ｋ

２
３（ｂ′０（ｔ）＋ｂ′１（ｔ）Ｔ－ｂ１Ｔ′Ｘ′（ｔ））＋

　α２（ｔ）ｂ
２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）Ｔ′＋２α２（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ

２
１（ｔ）ＴＴ′＋

　α２（ｔ）ｂ
３
１（ｔ）Ｔ

２Ｔ′］＋５３β２（ｔ）ｋ
１
３［
２
３ａ

２
１（ｔ）（Ｔ′）

２＋

　ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）Ｔ＂＋ａ
２
１（ｔ）ＴＴ＂］＝



























０

（１４）
利用关系式Ｔ′＝１－Ｔ２化简，并令Ｔ及Ｔ的各阶导
数的同次幂项系数为零，可得到如下代数方程组：

４５ａ０（ｔ）ａ′０（ｔ）－４５ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋

　４５α１（ｔ）ｗ
８
３ａ１（ｔ）－８β１（ｔ）ｂ

３
１（ｔ）－

　７２β１（ｔ）ｂ
２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０，

５ａ０（ｔ）ａ′１（ｔ）＋５ａ１（ｔ）ａ′０（ｔ）－

　５ａ２１（ｔ）Ｘ′（ｔ）－２４β１（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）＝０，

１５ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋１５ａ１（ｔ）ａ′１（ｔ）－

　１５α１（ｔ）ｗ
８
３ａ１（ｔ）－４０β１（ｔ）ｂ

３
１（ｔ）＋

　９６β１（ｔ）ｂ
２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０，

ａ２１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋１６β１（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）＝０，

１７β１（ｔ）ｂ
３
１（ｔ）－９β１（ｔ）ｂ

２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０，

－５６β１（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）＝０，

－２８０β１（ｔ）ｂ
３
１（ｔ）＝０



























．

（１５）

７９２
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６ｂ′０（ｔ）＋６α２（ｔ）ｂ
２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）＋

　５β２（ｔ）ａ
２
１（ｔ）－ｂｂ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＝０，

ｂ′１（ｔ）＋４α２（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）＝０，

４ｂ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）－α２（ｔ）ｂ
３
１（ｔ）－

　４α２（ｔ）ｂ
２
０（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０















．

（１６）

利用吴消元法［１３］并结合 Ｍａｐｌｅ求解代数方程组
（１５）、（１６）得到如下两组解：

情形一　ａ０（ｔ）为未定常数，ａ１（ｔ）＝ －ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １，

ｂ０（ｔ）＝－
５
６∫β２（ｔ）ａ２１（ｔ）ｄｔ＋ｃ１（ｃ１为积分常数），

ｂ１（ｔ）＝０，Ｘ（ｔ）＝－
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

＋２ａｒｃｔａｎ（
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

）＋

ｃ２，（ｃ２为任意常数）．
于是，方程组（１０）的解为：

ｗ＝ａ０（ｔ）＋ －ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １ｔａｎｈ（ξ）

ｋ＝－５６∫β２（ｔ）ａ２１（ｔ）ｄｔ＋ｃ{
１

（１７）

所以，方程组（５）的解为：

ｕ＝［ａ０（ｔ）＋ －ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １ｔａｎｈ（ξ）］
５
３

ｖ＝［－５６∫β２（ｔ）ａ２１（ｔ）ｄｔ＋ｃ１］{ ４
３

（１８）

其中：

ξ＝ｘ＋
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

－

　２ａｒｃｔａｎ（
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

）＋ｃ２．

情形二　ａ０（ｔ）为未定常数，ａ１（ｔ）＝－ －ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １，

ｂ０（ｔ）＝－
５
６∫β２（ｔ）ａ２１（ｔ）ｄｔ＋ｃ１（ｃ１为积分常数），

ｂ１（ｔ）＝０，Ｘ（ｔ）＝
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

－２ａｒｃｔａｎ（
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

）＋

ｃ２，（ｃ２为任意常数）．
于是，方程组（１０）的解为：

ｗ＝ａ０（ｔ）－ －ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １ｔａｎｈ（ξ）

ｋ＝－５６∫β２（ｔ）ａ２１（ｔ）ｄｔ＋ｃ{
１

（１９）

所以，方程组（５）的解为：

ｕ＝ａ０（ｔ）＋ －ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １ｔａｎｈ（ξ）

ｖ＝－５６∫β２（ｔ）ａ２１（ｔ）ｄｔ＋ｃ{
１

（２０）

其中：

ξ＝ｘ－
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

－

　２ａｒｃｔａｎ（
ａ０（ｔ）

－ａ２０（ｔ）＋ｃ槡 １

）＋ｃ２．

２．２　时变系数下非线性项对称耦合 ＫｄＶ和 Ｂｕｒ

ｇｅｒｓ方程组的解

考虑如下方程组：

ｕｔ＋α１（ｔ）ｖｖｘ＋β１（ｔ）ｕｘｘｘ＝０

ｖｔ＋α２（ｔ）ｕｕｘ＋β２（ｔ）ｖｘｘ＝{ ０
（２１）

把方程（２１）的行波解设为：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｆ

ｉ（ξ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝ｖ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ
{

）

（２２）

其中，ξ＝ｘ－Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ）为待定的随时间变化的函

数．

将行波变换（２２）代入方程组（２１）中得到如下

形式的常微分方程组：

－Ｘ′（ｔ）ｕ′＋α１（ｔ）ｖｖ′＋β１（ｔ）ｕ＝０

－Ｘ′（ｔ）ｖ′＋α２（ｔ）ｕｕ′＋β２（ｔ）ｖ＂＝{ ０
（２３）

根据齐次平衡法，分别平衡方程组（２３）中两

个方程的线性最高阶导数项和非线性项的阶数，有

ｍ＋３＝２ｎ＋１
ｎ＋２＝２ｍ＋{ １


ｍ＝４３

ｎ＝{ ５
３

（２４）

ｍ，ｎ都是分数阶．再作变换：

ｕ＝ｗ
４
３，　ｖ＝ｋ

５
３ （２５）

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ξ）＝∑
ｐ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｆ

ｉ（ξ）

ｋ（ｘ，ｔ）＝ｋ（ξ）＝∑
ｑ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｔ

ｉ（ξ
{

）

（２６）

经计算得：

ｐ＝１
ｑ＝{ １

（２７）

故有

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ（ξ）＝ａ０（ｔ）＋ａ１（ｔ）Ｆ（ξ）

ｋ（ｘ，ｔ）＝ｋ（ξ）＝ｂ０（ｔ）＋ｂ１（ｔ）Ｔ（ξ
{

）

（２８）

重复上面的计算过程，可得到如下代数方程组

为：

８９２
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４ａ２０（ｔ）ａ′０（ｔ）＋５α１（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０，

ａ２０（ｔ）ａ′１（ｔ）＋２ａ０（ｔ）ａ′０（ｔ）ａ１（ｔ）＝０，

－ａ２０（ｔ）ａ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋β１（ｔ）ａ
２
０（ｔ）ａ１（ｔ）ｖ＝０，

２ａ０（ｔ）ａ１（ｔ）ａ′１（ｔ）＋ａ
２
１（ｔ）ａ′０（ｔ）＝０，

－２ａ０（ｔ）ａ
２
１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋３β１（ｔ）ａ０（ｔ）ａ

２
１（ｔ）ｖ＝０，

４ａ２１（ｔ）ａ′０（ｔ）＝０，

－ａ３１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋２β１（ｔ）ａ
３
１（ｔ）Ｖ＋

　６β１（ｔ）ａ
２
０（ｔ）ａ１（ｔ）μ＝０，

－８β１（ｔ）ａ
３
１（ｔ）＝０，

５６β１（ｔ）ａ０（ｔ）ａ
２
１（ｔ）μ＝０，

３２β１（ｔ）ａ
３
１（ｔ）μ＝０

























．

（２９）
３ｂ０（ｔ）ｂ′０（ｔ）－３ｂ０（ｔ）ｂ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋

　２β２（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）＝０，

ｂ０（ｔ）ｂ′１（ｔ）＋ｂ１（ｔ）ｂ′０（ｔ）－

　ｂ２１（ｔ）Ｘ′（ｔ）－２β２（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０，

３ｂ０（ｔ）ｂ１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋３ｂ１（ｔ）ｂ′１（ｔ）－

　１０β２（ｔ）ｂ
２
１（ｔ）＝０，

ｂ２１（ｔ）Ｘ′（ｔ）＋２β２（ｔ）ｂ０（ｔ）ｂ１（ｔ）＝０，

４α２（ｔ）ａ１（ｔ）＝０



















．

（３０）

为了得到更多类型的孤波解，我们将按 μ，η，λ取
不同的值，分以下三种情形讨论，可得到方程组

（２９）、（３０）的解．
情形一

（１）ａ０（ｔ）＝ －
１５ｃ１
４∫
α１（ｔ）
ｂ０（ｔ）

ｄｔ＋ｃ[ ]３
１
３
，ａ１（ｔ）＝０，

ｂ０（ｔ）为未定常数，ｂ１（ｔ）＝
ｃ１
ｂ０（ｔ）
，Ｘ（ｔ）＝

２ｃ１
３∫
β２（ｔ）
ｂ２０（ｔ）

ｄｔ＋

ｃ２（ｃ１，ｃ２，ｃ３为积分常数）．
此时可得方程组（２１）的解为：

ｕ＝ －
１５ｃ１
４∫
α１（ｔ）
ｂ０（ｔ）

ｄｔ＋ｃ[ ]３
４
９
，

ｖ＝ ｂ０（ｔ）＋
ｃ１
ｂ０（ｔ）

ｔａｎｈ（ξ[ ]）










５
３

（３１）

其中：ξ＝ｘ－
２ｃ１
３∫
β２（ｔ）
ｂ２０（ｔ）

ｄｔ＋ｃ２．

（２）ａ０（ｔ）＝
１
２ －

１５α１（ｔ）
４ ∫

α１（ｔ）
ｂ０（ｔ）

ｄｔ＋８ｃ[ ]１
１
３
，ａ１

（ｔ）＝０，ｂ０（ｔ）＝
８ｃ２β２（ｔ）
α１（ｔ）

，ｂ１（ｔ）＝
α１（ｔ）
８β２（ｔ）

，Ｘ（ｔ）＝

α４１（ｔ）＋ｃ
２
２β
４
２（ｔ）＋ｃ３α

２
１（ｔ）β

２
２（ｔ）

３２ｃ２α
２
１（ｔ）β

２
２（ｔ）

（ｃ１，ｃ２，ｃ３为积分常

数）．
此时可得方程组（２１）的解为：

ｕ＝ １
３
槡１６

－
１５α１（ｔ）
４ ∫

α１（ｔ）
ｂ０（ｔ）

ｄｔ＋８ｃ[ ]１
４
９
，

ｖ＝
８ｃ２β２（ｔ）
α１（ｔ）

＋
α１（ｔ）
８β２（ｔ）

ｔａｎｈ（ξ[ ]）










５
３

（３２）

其中：ξ＝ｘ－
α４１（ｔ）＋ｃ

２
２β
４
２（ｔ）＋ｃ３α

２
１（ｔ）β

２
２（ｔ）

３２ｃ２α
２
１（ｔ）β

２
２（ｔ）

．

情形二

当μ＝ｒ２，η＝－１－ｒ２，λ＝１，Ｆ＝ｓｎξ时，得出
如下三组解：

（１）ａ０（ｔ）＝０，ａ１（ｔ）＝－４０
２
５η－

２
５δ（ｔ），ｂ０（ｔ）＝０，

ｂ１（ｔ）＝４０
１
５η

１
５ε（ｔ），Ｘ（ｔ）＝ｃ，（ｃ为未定常数），其

中

δ（ｔ）＝
［α１（ｔ）α

３
２（ｔ）β

２
２（ｔ）β

４
１（ｔ）］

２
５

２α２（ｔ）β
２
１（ｔ）β２（ｔ）

，

ε（ｔ）＝
［α１（ｔ）α

３
２（ｔ）β

２
２（ｔ）β

４
１（ｔ）］

１
５

β１（ｔ）β２（ｔ）
．

此时可得方程组（２１）的解为：

ｕ＝［－４０
２
５（１＋ｒ２）－

２
５δ（ｔ）１－ｃｎ２槡 ξ］

４
３，

ｖ＝［－４０
１
５（１＋ｒ２）－

１
５ε（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）］{ ５

３

（３３）

当ｒ→１时，ｓｎξ→ｔａｎｈξ，ｃｎξ→ｓｅｃｈξ，可得到其相应
的类冲击波解为：

ｕ＝［－２０
２
５δ（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）］

４
３，

ｖ＝［－２０
１
５ε（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）］{ ５

３
（３４）

当时ｒ→０，ｓｎξ→ｓｉｎξ，ｃｎξ→ｃｏｓξ，可得到其相应的
类三角函数周期型解：

ｕ＝［－４０
２
５δ（ｔ）ｓｉｎ（ξ）］

４
３，

ｖ＝［－４０
１
５ε（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）］{ ５

３
（３５）

其中：ξ＝ｘ－ｃ（ｃ为未定常数）．

（２）ａ０（ｔ）＝０，ａ１（ｔ）＝－５
１
３η

１
３（ｔ），

ｂ０（ｔ）＝－
γ（ｔ）－４０

１
３η－

１
３φ（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
，ｂ１（ｔ）＝ｃ２，

Ｘ（ｔ）＝
２ －３β２（ｔ）［γ（ｔ）－４０

１
３η－

１
３φ（ｔ槡 ）］

３ｃ２
ｔ＋

ｃ１，（ｃ１为任意常数，ｃ２为未定常数），其中：

９９２
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（ｔ）＝
［ｃ２α１（ｔ）β

２
１（ｔ）］

１
３

β１（ｔ）
，

（ｔ）＝
α２（ｔ）［ｃ２α１（ｔ）β

２
１（ｔ）］

１
３

β１（ｔ）
，

γ（ｔ）＝ｃ２２β２（ｔ）．
此时可得方程组（２１）的解为：

ｕ＝［５
１
３（１＋ｒ２）－

１
３（ｔ）１－ｃｎ２槡 ξ］

４
３

ｖ＝［－ －γ（ｔ）＋４０
１
３（１＋ｒ２）－

１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
＋

　ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］











 ５

３

（３６）
当ｒ→１时，ｓｎξ→ｔａｎｈξ，ｃｎξ→ｓｅｃｈξ，可得到对应的
类冲击波解为：

ｕ＝［（５２）
１
３（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）］

４
３

ｖ＝［－ －γ（ｔ）＋２０
１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
＋ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］









 ５
３

（３７）
其中：

ξ＝ｘ－
２ －３β２（ｔ）［γ（ｔ）＋２０

１
３φ（ｔ槡 ）］

３ｃ２
ｔ＋ｃ１

当ｒ→０时，ｓｎξ→ｓｉｎξ，ｃｎξ→ｃｏｓξ，可得到其相应的
类三角函数周期型解：

ｕ＝［５
１
３（ｔ）ｓｉｎξ］

４
３

ｖ＝［－ －γ（ｔ）＋４０
１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
＋ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］{ ５

３

（３８）
其中：

ξ＝ｘ－
２ －３β２（ｔ）［γ（ｔ）＋４０

１
３φ（ｔ槡 ）］

３ｃ２
ｔ＋ｃ１．

（３）ａ０（ｔ）＝０，ａ１（ｔ）＝－５
１
３η－

１
３（ｔ），

ｂ０（ｔ）＝ －γ（ｔ）＋４０
１
３η－

１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
，ｂ１（ｔ）＝ｃ２，

Ｘ（ｔ）＝－
２ －３β２（ｔ）［γ（ｔ）＋４０

１
３η－

１
３φ（ｔ槡 ）］

３ｃ２
ｔ

＋ｃ１（ｃ１为任意常数，ｃ２为未定常数），
其中

（ｔ）＝
［ｃ２α１（ｔ）β

２
１（ｔ）］

１
３

β１（ｔ）
，

φ（ｔ）＝
α２（ｔ）［ｃ２α１（ｔ）β

２
１（ｔ）］

１
３

β１（ｔ）
，

γ（ｔ）＝ｃ２２β２（ｔ）．
此时可得方程组（２１）的解为：

ｕ＝［５
１
３（１＋ｒ２）－

１
３（ｔ）ｓｎξ］

４
３

ｖ＝［ －γ（ｔ）＋４０
１
３（１＋ｒ２）－

１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
＋

　ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］











 ５

３

（３９）

当ｒ→１时，ｓｎξ→ｔａｎｈξ，ｃｎξ→ｓｅｃｈξ，可得到其相应
的类冲击波解为：

ｕ＝［（５２）
１
３（ｔ）ｔａｎｈ（ξ）］

４
３

ｖ＝［ －γ（ｔ）＋２０
１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
＋ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］









 ５
３

（４０）

其中：

ξ＝ｘ＋
２ －３β２（ｔ）［γ（ｔ）＋２０

１
３φ（ｔ槡 ）］

３ｃ２
ｔ＋ｃ１．

当ｒ→０时，ｓｎξ→ｓｉｎξ，ｃｎξ→ｃｏｓξ，可得到其相应的
类三角函数周期型解

ｕ＝［５
１
３（ｔ）ｓｉｎξ］

４
３

ｖ＝［ －γ（ｔ）＋４０
１
３（ｔ）

３β２（ｔ槡 ）
＋ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］{ ５

３

（４１）

其中：

ξ＝ｘ＋
２ －３β２（ｔ）［γ（ｔ）＋４０

１
３φ（ｔ槡 ）］

３ｃ２
ｔ＋ｃ１．

情形三

当μ＝－ｒ２，η＝２ｒ２－１，λ＝１－ｒ２，Ｆ＝ｃｎξ，得
出如下两组解：

（１）ａ０（ｔ）＝ｃ１，ａ１（ｔ）＝０，ｂ０（ｔ）＝０，ｂ１（ｔ）＝

ｃ２ｅ
－２β２（ｔ）ｔ，Ｘ（ｔ）＝ｃ３．
此时，我们得到（２１）的解为

ｕ＝ｃ
４
３
１，

ｖ＝［ｃ２ｅ
－２β２（ｔ）ｔｔａｎｈ（ξ）］

５
３{ ．

（４２）

其中：ξ＝ｘ－ｃ３（ｃ１，ｃ３为未定常数，ｃ２为任意常
数）．
（２）ａ０（ｔ）＝ｃ１，ａ１（ｔ）＝０，ｂ０（ｔ）＝ｂ１（ｔ）＝ｃ２，

Ｘ（ｔ）＝－２∫β２（ｔ）ｄｔ＋ｃ３．
ｕ＝ｃ

４
３
１，

ｖ＝［ｃ２＋ｃ２ｔａｎｈ（ξ）］
５
３{ ．

（４３）

００３
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其中：ξ＝ｘ＋２∫β２（ｔ）ｄｔ＋ｃ３（ｃ１，ｃ２为未定常数，ｃ３
为任意常数）．
２．３　时变系数下非线性项非对称耦合 ＫｄＶ和
Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组的解

考虑如下方程组：

ｕｔ＋α１（ｔ）ｕｖｘ＋β１（ｔ）ｕｘｘｘ＝０

ｖｔ＋α２（ｔ）ｖｕｘ＋β２（ｔ）ｖｘｘ＝{ ０
（４４）

其中α１（ｔ），α２（ｔ）为对流项系数，β１（ｔ），β２（ｔ）分别
为色散项与扩散项的系数．

采用扩展的 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数展开法和扩展的
双曲函数展开法来讨论时变系数下非线性项非对

称耦合ＫｄＶ和Ｂｕｒｇｅｒｓ方程组（４４）的孤波解．令：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉ（ｔ）Ｆ

ｉ（ξ），

ｖ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉ（ｔ）Ｓ

ｉ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ（ｔ）ＴＳ

ｉ－１．

其中ξ＝ｘ－Ｘ（ｔ），Ｘ（ｔ）为待定的随时间变化的函
数．

通过一系列的计算化简，为得到更多类型的孤

波解，我们分别令μ，ｐ，λ取不同的值，可得到以下
三种情形下的解．
情形一

ａ０（ｔ）为未定常数，ａ１（ｔ）＝０，ｂ０（ｔ）为未定常

数，ｂ１（ｔ）＝ｃ１ｅ∫β２（ｔ）ｄｔ，ｂ２（ｔ）＝ｃ２ｅ２∫β２（ｔ）ｄｔ，ｃ１（ｔ）＝

ｃ２（ｔ）＝０，Ｘ（ｔ）＝ηｃ３∫β１（ｔ）ｄｔ（ｃ１，ｃ２，ｃ３为积分常
数）．

此时，方程组（４４）的解为：

ｕ＝ａ０（ｔ），

ｖ＝ｂ０（ｔ）＋ｃ２ｅ
２∫β２（ｔ）ｄｔ＋ｃ１ｅ∫β２（ｔ）ｄｔｓｅｃｈξ－

　ｃ２ｅ
２∫β２（ｔ）ｄｔｔａｎｈ２（ξ

{
）

（４５）

其中：ξ＝ｘ－ηｃ３∫β１（ｔ）ｄｔ．
情形二

当μ＝ｒ２，η＝－１－ｒ２，λ＝１时，此时Ｆ＝ｓｎξ可
得如下两组解：

（１）ａ０（ｔ）＝
２β２（ｔ）［－ｂμβ１（ｔ）ｔ＋ｃ４］

α２（ｔ）
＋ｃ１，

ａ１（ｔ）＝
２β２（ｔ）
α２（ｔ）

，ｂ０（ｔ）＝ｃ２ｅ
－２β２（ｔ）ｔ，

ｂ１（ｔ）＝ｂ２（ｔ）＝０，ｃ１（ｔ）＝ｃ２（ｔ）＝０，

Ｘ（ｔ）＝－β１（ｔ）（－η＋６μ）ｔ＋ｃ４（ｃ１为待定常

数，ｃ２，ｃ３，ｃ４为任意常数）．
此时，方程组（４４）的解为：

ｕ＝
２β２（ｔ）［－６ｒ

２β１（ｔ）ｔ＋ｃ４］
α２（ｔ）

＋ｃ１＋

　
２β２（ｔ）
α２（ｔ）

１－ｃｎ２槡 ξ，

ｖ＝ｃ２ｅ
－２β２（ｔ）













ｔ

（４６）

当ｒ→１时，ｓｎξ→ｔａｎｈξ，ｃｎξ→ｓｅｃｈξ，ｄｎξ→ｓｅｃｈξ，可
得相应的类冲击波解：

ｕ＝
２β２（ｔ）［－６β１（ｔ）ｔ＋ｃ４］

α２（ｔ）
＋ｃ１＋

　
２β２（ｔ）
α２（ｔ）

ｔａｎｈ（ξ），

ｖ＝ｃ２ｅ
－２β２（ｔ）













ｔ

（４７）

当ｒ→０时，ｓｎξ→ｓｉｎξ，ｃｎξ→ｃｏｓξ，可得到其相应的
类三角函数周期型解：

ｕ＝
２ｃ４β２（ｔ）
α２（ｔ）

＋ｃ１＋
２β２（ｔ）
α２（ｔ）

ｓｉｎ（ξ），

ｖ＝ｃ２ｅ
－２β２（ｔ）

{ ｔ

（４８）

其中：ξ＝ｘ＋β１（ｔ）ｔ＋ｃ４．

（２）ａ０（ｔ）＝ｃ１［－６μβ１（ｔ）ｔ＋ｃ４］＋ｃ２，ａ１（ｔ）＝ｃ１，

ｂ０（ｔ）＝ｃ３ｅ
－２ｃ１α２（ｔ）ｔ，ｂ１（ｔ）＝ｂ２（ｔ）＝０，

ｃ１（ｔ）＝ｃ２（ｔ）＝０，Ｘ（ｔ）＝－β１（ｔ）（－η＋６μ）ｔ

＋ｃ４（ｃ１为待定常数，ｃ２，ｃ３，ｃ４为任意常数）．
此时，方程组（４４）的解为：

ｕ＝ｃ１［－６ｒ
２β１（ｔ）ｔ＋ｃ４］＋ｃ２＋

ｃ１
ｒ１－ｄｎ

２
槡 ξ，

ｖ＝ｃ３ｅ
－２ｃ１α２（ｔ）{ ｔ

（４９）
当ｒ→１时，ｓｎξ→ｔａｎｈξ，ｃｎξ→ｓｅｃｈξ，ｄｎξ→ｓｅｃｈξ，可
得到相应的类冲击波解：

ｕ＝ｃ１［－６β１（ｔ）ｔ＋ｃ４］＋ｃ２＋ｃ１ｔａｎｈ（ξ），

ｖ＝ｃ３ｅ
－２ｃ１α２（ｔ）{ ｔ

（５０）
当ｒ→０时，ｓｎξ→ｓｉｎξ，ｃｎξ→ｃｏｓξ，可得到其相应的
类三角函数周期型解：

ｕ＝ｃ２＋ｃ１ｓｉｎξ

ｖ＝ｃ３ｅ
－２ｃ１α２（ｔ）{ ｔ

（５１）

其中：ξ＝ｘ＋β１（ｔ）ｔ＋ｃ４．

１０３
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情形三

当μ＝－ｒ２，η＝２ｒ２－１，λ＝１－ｒ２时，此时 Ｆ＝
ｃｎξ，可得到如下两组解：
（１）ａ０（ｔ）＝ｃ１，ａ１（ｔ）＝０，ｂ０（ｔ）＝ｃ２，ｂ１（ｔ）＝０，

ｂ２（ｔ）＝ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ，ｃ１（ｔ）＝ｃ２（ｔ）＝０，

Ｘ（ｔ）＝ｃ４（ｃ１，ｃ２为未定常数，ｃ３，ｃ４为任意常
数）．

此时，方程组（４４）的解为：
ｕ＝ｃ１
ｖ＝ｃ３ｅ

－４ｃ１β２（ｔ）ｔｓｅｃｈ２{ ξ
（５２）

根据关系式可得到相应的类冲击波解为：

ｕ＝ｃ１
ｖ＝ｃ３ｅ

－４ｃ１β２（ｔ）ｔ－ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔａｎｈ２（ξ{ ）

（５３）

其中：ξ＝ｘ－ｃ４．

（２）ａ０（ｔ）＝ｃ１，ａ１（ｔ）＝ｃ２，ｂ０（ｔ）＝－２ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ，

ｂ１（ｔ）＝０，ｂ２（ｔ）＝ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ，ｃ１（ｔ）＝ｃ２（ｔ）＝０，

Ｘ（ｔ）＝β１（ｔ）ηｔ＋ｃ４（ｃ１，ｃ２为未定常数，ｃ３，ｃ４
为任意常数）．

此时，方程组（４４）的解为：

ｕ＝ｃ１＋ｃ２ １－ｓｎ
２

槡 ξ

ｖ＝－２ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ＋ｃ３ｅ

－４β２（ｔ）ｓｅｃｈ２{ ξ
（５４）

当ｒ→１时，ｓｎξ→ｔａｎｈ（ξ），ｃｎξ→ｓｅｃｈξ，可得到相应
的类孤立波解：

ｕ＝ｃ１＋ｃ２ｓｅｃｈξ，

ｖ＝－２ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ＋ｃ３ｅ

－４β２（ｔ）ｓｅｃｈ２{ ξ
（５５）

其中：ξ＝ｘ－β１（ｔ）ｔ＋ｃ４．
当ｒ→０时，ｓｎξ→ｓｉｎξ，ｃｎξ→ｃｏｓξ，可得到相应的类
三角函数周期型解：

ｕ＝ｃ１＋ｃ２ｃｏｓξ，

ｖ＝－２ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ＋ｃ３ｅ

－４β２（ｔ）ｓｅｃｈ２{ ξ
（５６）

根据关系式可得到相应的类冲击波解为：

ｕ＝ｃ１＋ｃ２ｃｏｓξ，

ｖ＝－２ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔ＋ｃ３ｅ

－４β２（ｔ）－ｃ３ｅ
－４β２（ｔ）ｔａｎｈ２{ ξ

（５７）
其中：ξ＝ｘ＋β１（ｔ）ｔ＋ｃ４．

３　结论

通过求解三类时变系数下耦合ＫｄＶ和Ｂｕｒｇｅｒｓ
方程组的孤波解，我们可以得出以下结论：

（１）在２．１中的两组解中，因为 ａ０（ｔ）为待定

常数，所以波速Ｘ（ｔ）是常数，则波的速度在传播过
程中不发生改变，即所得的孤波解为常速波解．

（２）在２．２中，由行波解中的Ｘ（ｔ）可确定除了
情形二中的第１组解和情形三中的第１组解外，其
余的所有解都跟时间有关，因此均为变速解．

（３）在２．３中，除了情形三中的第一组解为常
数解外，其余各组解中的Ｘ（ｔ）都是随时间ｔ变化的
函数，即为变速解．
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