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摘要　本文采用高阶有限谱单元对分层结构的横截面进行半解析离散．将结构中沿纵向均匀的区段视为子

结构，运用基于Ｒｉｃｃａｔｉ方程的精细积分算法求出其出口刚度阵．网格拼装后即可对分层介质问题进行求解．

半解析高阶谱单元的采用可以避免著名的龙格现象，该算法的数值精度能随着基函数的阶数的增加呈指数

级提高．即高阶有限谱单元能够达到任意需要的精度．数值算例证明这种方法具有很高的精度与效率．在高

精度高效率分析的基础上建立了滤波器的优化设计模型，利用遗传算法对优化模型进行全局优化，得到了

ＰＢＧ结构滤波性能全局最优的设计参数．

关键词　半解析辛分析，　高阶谱单元，　精细积分，　ＰＢＧ结构
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引言

电磁模拟中的层状结构经常在许多领域遇到，

比如集成光学，地质勘探，电子封装，滤波器［１３］．由

于限元法（ＦＥＭ）的几何建模灵活性，有限元法被应

用于层状结构的全波分析，从而获得层状结构的电

磁特性．然而，随着层数的增加，直接使用有限元离

散整个结构可能会导致耦合方程的未知数非常庞

大，从而使传统的有限元计算效率变得非常低．沿

纵向方向的分段均匀性的层状结构，可以被利用来

改善传统的有限元分析的效率．数值模态匹配法

（ＮＭＭ）［４］，将３维层状结构分成 Ｎ个区域 ．通过

二维有限元获得每个区域的本征模态，然后通过引

入广义反射和传输算子求解波传播问题．数值模态

匹配法可以将３维问题降低成若干二维问题，从而

大大减少了未知数，从而降低内存的需要和计算时

间．这种方法已经被应用到各种地下探测遥感问题

和波导不连续性问题［５７］．分层有限元法（ＬＡＦＥ）是

另一种有效的分析分层结构的有限元方法［８１０］．这

种方法可用于在时域和频域模拟．

在这里，我们采用了层状结构的半解析高阶谱

元法（ＳＥＭ）．将分段均匀的三维层状结构分为几个
沿纵向均匀子结构．采用２维高阶谱单元［１１１３］对其

横截面进行半解析离散，谱单元是特殊类型的高阶

有限单元．然后将半离散的系统从拉格朗日系统转
化到哈密顿系统，利用基于 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的精细积
分（ＨＰＩ）［１４１６］方法生成出子结构口刚度矩阵．无论
子结构的长度是多少，精细积分法（ＨＰＩ）都可以达
到计算机精度．出口子结构刚度矩阵可以直接组装
成具有三对角块状的矩阵形式总体刚度阵．

微波滤波器在微波毫米波通信、卫星通信、雷

达、导航、制导、电子对抗、测试仪表等系统中都有

着广泛的应用．波导型滤波器是微波滤波器的一个
非常重要的分支．近年来微波技术的快速发展对该
滤波器的尺寸、阻带特性等指标都提出了越来越高

的要求．ＰＢＧ结构属多谐振结构，优化设计时目标
函数和约束函数很难用显式函数表示出来．本文
将在辛体系下利用半解析高阶谱元法对矩形波导

纵向排列介质层ＰＧＢ结构（图１）的高精度高效率
的分析的基础之上，应用遗传算法对滤波器模型

进行全局优化设计，得到滤波性能最优的设计参
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数．算例表明本文方法相对于其它文献［１９２０］给出

的算法具有更大的优势．

１　控制方程及变分原理

考察电磁波导的一个区段，其横截面为 Ω，而

纵向长度有限，两个端面的 ｚ轴坐标分别为 ｚａ、ｚｂ．
矢量波动方程如下：

!

× １
μｒ
!( )×Ｅ －ｋ２０εｒＥ＝０，ｉｎΩ× ｚａ，ｚ[ ]ｂ （１）

其中 εｒ和 μｒ分别表示相对介电常数和相对磁导

率．ｋ０表示在真空中的波数．子结构环向为理想导
体边界条件（ＰＥＣ）和理想磁导体边界条件（ＰＭＣ）

ｎ^×Ｅ＝０，ｏｎΩ１ （２）

ｎ^×
!

( )×Ｅ ＝０，ｏｎΩ２ （３）
控制方程对应的单变量变分原理为

Π（Ｅ）＝１２∫
ｚｂ

ｚａ
Ω １μｒ !

( )×Ｅ·
!

( )×Ｅ－

　　ｋ２０εｒＥ·ＥｄΩｄｚ （４）
电场Ｅ可以分解成横向分量和纵向的分量。
Ｅ＝Ｅｔ＋Ｅｚ （５）

其中

ＥｔＥｘ^ｘ＋Ｅｙ^ｙ，ＥｚＥｚ^ｚ （６）
算子

!

也可以分解成横向算子和纵向算子

!

＝
!ｔ＋^ｚ


ｚ

（７）

其中

!ｔｘ^

ｘ
＋^ｙ
ｙ

（８）

将（５）和（７）代入变分原理，得到

∏（Ｅｔ，Ｅｚ）＝１２∫
ｚｂ
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μｒ
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ｔ· !ｔ×Ｅ( )
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ｚ ＋
１
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　　 １
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ｚ·
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１
μｒ
Ｅｔ· !ｔＥ( )

ｚ －

　　ｋ２０εｒＥｔ·Ｅｔ－ｋ
２
０εｒＥｚ·Ｅ ]ｚ ｄΩｄｚ （９）

其中

Ｅｔ
Ｅｔ
ｚ

（１０）

２　分层结构横截面的二维高阶谱单元

二维谱单元用来离散分层结构的子结构横截

面．谱单元［１１－１３］是一种特殊类型的高阶有限元，谱

单元采用 ＧａｕｓｓＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ（ＧＬＬ）多项式的
根作为插值结点，而不是采用间距相等的网格点做

为单元的插值结点，这样谱单元可避免著名的龙格

现象［１７］实现谱精度，这意味着谱单元的数值精度

能随着基函数的阶数的增加呈指数级提高．
二维标量ｍ阶谱单元基函数为
Ｎｅｚ ξ，( )η ＝（Ｍ）ｍ ( )ξ（Ｍ）ｐ ( )η （１１）

２Ｄ矢量谱单元的基函数包含两个分量

Ｎｅｔξ ξ，( )η ＝^ξ（Ｍ－１）ｍ ( )ξ（Ｍ）ｐ ( )η

Ｎｅｔη ξ，( )η ＝^η（Ｍ）ｍ ( )ξ（Ｍ－１）ｐ ( ){ η
（１２）

其中

（Ｍ）ｍ ( )ξ＝
－ １－ξ( )２ Ｌ′Ｍ( )ξ

Ｍ Ｍ＋( )１ＬＭ ξ( )ｍ ξ－ξ( )ｍ
，

　ｍ＝０，…，Ｍ （１３）
Ｌ（Ｍ）ｍ ( )ξ是 Ｍ阶勒让德多项式．ξｍ 是 １－ξ２( )ｍ Ｌ

′
Ｍ

ξ( )ｍ ＝０的根
每个单元内的横向场分量和纵向场分量可表示为：

Ｅｔ＝∑
ｎｔ

ｉ＝１
Ｎｅｔｉｅ

ｅ
ｔｉ＝ Ｎ{ }ｅ

ｔ
Ｔ ｅ{ }ｅ

ｔ （１４）

Ｅｚ＝∑
ｎｚ

ｉ＝１
Ｎｅｚｉｅ

ｅ
ｚｉ＝ Ｎ{ }ｅ

ｚ
Ｔ ｅ{ }ｅ

ｚ （１５）

３　半解析系统的出口刚度阵

由上述高阶谱单元离散的子结构横截面，得到

∏ ＝１２∫
ｚｂ

ｚ
[

ａ
ｅ{ }
ｔ
ＴＭ１ ｅ{ }

ｔ ＋ ｅ{ }
ｚ
ＴＭ２ ｅ{ }

ｚ ＋

　　ｅ{ }
ｔ
ＴＭ３ｅ{ }

ｔ －２ｅ{ }
ｔ
ＴＭ４ ｅ{ } ]ｚ ｄｚ （１６）

其中

Ｍ１ ＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ω [ｅ １μｅｒ !ｔ×Ｎ{ }ｅ

ｔ· !ｔ×Ｎ{ }ｅ
ｔ
Ｔ－

　　ｋ２０ε
ｅ
ｒ Ｎ{ }ｅ

ｔ· Ｎ{ }ｅ
ｔ ]Ｔ ｄΩ （１７）

Ｍ２ ＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ω [ｅ １μｅｒ !ｔＮ{ }ｅ

ｚ· !ｔＮ{ }ｅ
ｚ
Ｔ－

　　ｋ２０ε
ｅ
ｒ Ｎ{ }ｅ

ｚ· Ｎ{ } ]ｅ
ｚ ｄΩ （１８）

Ｍ３ ＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ωｅ １μｅｒ Ｎ{ }ｅ

ｔ· Ｎ{ }ｅ
ｔ[ ]Ｔ ｄΩ （１９）

Ｍ４ ＝∑
Ｍ

ｅ＝１
Ωｅ １μｅｒ Ｎ{ }ｅ

ｔ· !ｔＮ{ }ｅ
ｚ[ ]Ｔ ｄΩ （２０）

导入Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系之前，先施加环向的边界条

０９２
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件，然后完成对 ｅ{ }ｚ的变分，有

ｅ{ }ｚ ＝Ｍ
－１
２ Ｍ

Ｔ
４ｅ{ }ｔ （２１）

将其代入（１６），得到Ｌａｒｇｒａｎｇｉａｎ系统

∏（ｑ，ｑ）＝∫
ｚｂ

ｚａ
Ｌ（ｑ，ｑ）ｄｚ （２２）

其中ｑ ｅ{ }ｔ，其中Ｌａｒｇｒａｎｇｉａｎ函数为

Ｌ（ｑ，ｑ）＝１２ｑ
ＴＫ１１ｑ＋

１
２ｑ

ＴＫ２２ｑ （２３）

其中

Ｋ１１＝Ｍ１１ （２４）

Ｋ２２＝Ｍ３－Ｍ４Ｍ
－１
２ Ｍ

Ｔ
４ （２５）

因为环向边界条件已经被加入．根据唯一性理
论［１８］，如果两端边界条件确定，那么结构中的所有

未知量都将确定．
区段势能应该是两端切向电场向量的二次型

函数，即

∏（ｑａ，ｑｂ）＝１２ｑ
Ｔ
ａＫａａｑａ＋ｑ

Ｔ
ｂＫｂａｑａ＋

　　 １２ｑ
Ｔ
ｂＫｂｂｑｂ （２６）

Ｋａａ，Ｋｂａ和Ｋｂｂ就是子结构的出口刚度阵．

４　Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统和Ｒｉｃｃａｔｉ方程

关于（２６）的积分并不容易，只能借助于数值
积分技术，但这样无法保证积分过程的效率与精

度，也失去了半解析有限元的意义．一个可行的思
路是将 Ｌａｒｇｒａｎｇｉａｎ系统导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，再利
用Ｒｉｃｃａｔｉ方程精细积分方法进行求解．
首先引入对偶变量

ｐ＝Ｌ
ｑ
＝Ｋ２２ｑ （２７）

这样我们就得到了Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐＴｑ－Ｌ（ｑ，ｑ）＝－１２ｑ
ＴＢｑ＋１２ｐ

ＴＤｐ

（２８）
其中

Ｂ＝Ｋ１１，Ｄ＝Ｋ
－１
２２ （２９）

选用波导两端的变量 ｑａ，ｐｂ作为基本未知量，通过
对区段势能的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换引入波导的区段混合
能［１３］

Γ（ｑａ，ｐｂ）＝ｐ
Ｔ
ｂｑｂ－∏（ｑａ，ｑｂ） （３０）

通过对上式的变分可以看出

δΓ（ｑａ，ｐｂ）＝ｑ
Ｔ
ｂδｐｂ＋ｐ

Ｔ
ａδｑａ （３１）

ｑｂ＝Γ／ｐｂ，ｐａ＝Γ／ｑａ （３２）
由式（３１）可知区段混合能同样是二次型函数，可
表达为

Γ（ｑａ，ｐｂ）＝－ｑ
Ｔ
ａＱｑａ／２＋ｐ

Ｔ
ｂＦｑａ＋ｐ

Ｔ
ｂＧｐｂ／２（３３）

综合（２８）、（２９）、（３０）、（３３）即可知矩阵 Ｋａａ、Ｋｂａ、
Ｋｂｂ与Ｑ、Ｆ、Ｇ是可以相互转化的，其关系如下

Ｋａａ＝Ｑ＋Ｆ
ＴＧ－１Ｆ，Ｋｂａ＝－Ｇ

－１Ｆ，Ｋｂｂ＝Ｇ
－１

（３４）
Ｑ＝Ｋａａ－Ｋ

Ｔ
ｂａＫ

－１
ｂａＫｂａ，Ｆ＝－Ｋ

－１
ｂｂＫｂａ，Ｇ＝Ｋ

－１
ｂｂ

（３５）
当考虑的波导区段为沿ｚ方向均匀，也即其几何与
材料参数沿ｚ坐标不变时，矩阵函数仅是波导的区
段长度

η＝ｚｂ－ｚａ （３６）
的函数，即有Ｑ（η）、Ｆ（η）、Ｇ（η）．相应于区段混合
能的矩阵Ｑ（η）、Ｆ（η）、Ｇ（η）可由相应于区段混合
能密度的矩阵 Ｂ、Ｄ积分得到，其关系满足联立
Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

ｄＦ／ｄη＝－ＧＢＦ＝－ＦＤＱ

ｄＧ／ｄη＝Ｄ－ＧＢＧ＝ＦＤＦＴ

ｄＱ／ｄη＝ＦＴ
{

ＢＦ＝Ｂ－ＱＤＱ

（３７）

其初始条件为

Ｑ＝０，Ｇ＝０，Ｆ＝Ｉ，　当η→０＋时
方程（４４）看起来很复杂，但可以采用 Ｒｉｃｃａｔｉ微分
方程的精细积分算法进行求解．精细积分虽然也是
一种数值积分方法，但其计算精度可以超过现有计

算机字长所决定的精度范围，从某种意义上说，也

就是得到了计算机上的解析解．限于篇幅，其详细
的公式推导及精度分析可以参考文献［１４］．

５　ＰＢＧ结构滤波器的优化设计

由于光子晶体具有带阻特性，可用于带阻滤

波器，而且通常人们希望在阻带内的光透过率越

小越好，而在阻带以外的区域透过率越大越好．在
阻带宽度一定的情况下，透过率越小，透射系数曲

线与横坐标轴（频率坐标轴）所围成的面积应该最

大．因此建立优化控制模型［１９，２０］：

求ｘ＝ ａ，ｂ，εｒ，( )Ｎ

使Ａｓｂ ＝∫
ｆ３

ｆ２
Ｓ２１ｄｆ→ｍｉｎ

ｓ．ｔ．　ａ≤ａ≤ａ
ｂ≤ｂ≤ｂ

１９２
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εｒ≤εｒ≤εｒ
Ｎ≤Ｎ≤Ｎ　Ｎ为正整数

ＡＬ ＝∫
ｆ２

ｆ１
Ｓ２１ｄｆ≥ＴＬ

ＡＲ ＝∫
ｆ４

ｆ３
Ｓ２１ｄｆ≥ＴＲ

其中空气层厚度ａ、介质层厚度ｂ、介质相对介电常
数 εｒ以及周期个数 Ｎ为设计变量．向量 ｘ＝

ａ，ｂ，εｒ，( )ＮＴ表示设计变量向量；ｆ２、ｆ３为阻带边界
上下两个频率，ｆ１为阻带所研究频率范围的下边
界，ｆ４为阻带所研究的频率范围的上边界；Ｓ２１为透

射系数，Ａｓｂ＝∫
ｆ３

ｆ２
Ｓ２１ｄｆ为频率ｆ２到ｆ３区间内透射系

数曲线与横坐标所围成的面积．ＡＬ、ＡＲ为相应频率
区间内电磁波的透射量．ＴＬ、ＴＲ为相应频率区间内
电磁波的透射量所允许的最小值；ａ、ａ、ｂ、ｂ、εｒ、εｒ、
Ｎ、Ｎ为ａ、ｂ、εｒ、Ｎ四个设计变量的上、下限．

６　数值算例

对图１所示的滤波器，设计参数设定为文献
［１９－２０］的优化结果．运用半解析高阶有限谱单

元计算该滤波器的散射参数．滤波器横截面分别采
用常规有限元和高阶有限谱单元进行离散，所需要

的未知数个数、ｃｐｕ时间、相对误差如表１所示．很
显然，高阶有限谱单元无论在精度和效率上都比传

统的有限元有更大的优势．也就是说，在达到相同
精度的条件下，高阶有限谱单元所需要的计算时间

要比传统有限元少很多．半解析高阶谱单元的精度
与谱单元阶数的关系如图２所示，表明谱单元的数
值精度能随着基函数的阶数的增加呈指数级提高．
表明高阶有限谱单元可以达到任意需要的精度．

图１　介质层ＰＢＧ结构滤波器

Ｆｉｇ．１　ＤｉｅｌｅｃｔｒｉｃｌａｙｅｒＰＢＧｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｉｎｗａｖｅｇｕｉｄｅ

表１　高阶谱元法与传统有限元精度和效率比较

Ｔａｂｌｅ１　ＳｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌＳＥＭｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｒｄｅｒｓｆｏｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ

ＦＥＭ ３ｔｈＳＥＭ ４ｔｈＳＥＭ ５ｔｈＳＥＭ ６ｔｈＳＥＭ ７ｔｈＳＥＭ ８ｔｈＳＥＭ

Ｕｎｋｎｏｗｎｎｕｍｂｅｒ ８００ ２４０ ４８０ ８００ １２００ １６８０ ２２４０

Ｃｐｕｔｉｍｅ（ｓ） ２２．８５ ４．８９ １０．０２ １８．１６ ３５．３６ ７０．２０ １２６．２０

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ（Ｒ） ０．０７６４ ０．０３１６ ６．０１ｅ－５ ３．６３ｅ－５ １．５１ｅ－８ ８．４８ｅ－９ １．２４ｅ－１２

Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒ（Ｔ） ０．０３２２ ０．０１２１ ４．１４ｅ－５ １．２６ｅ－５ １．０５ｅ－８ ２．９３ｅ－９ ８．１３ｅ－１３

图２　半解析高阶谱单元的精度与谱单元阶数的关系（对数坐标）

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎａｎｄｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆ

ｔｈｅｍｉｃｒｏｗａｖｅｆｉｌｔｅｒｂｙｔｈｅｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌＳＥＭｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｏｒｄｅｒｓｆｏｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ

对图１所示的滤波器，设计阻带中心频率约

为６ＧＨｚ、带宽为２ＧＨｚ的ＰＢＧ滤波结构．取矩形波

导的横向截面尺寸为５７ｍｍ×２３ｍｍ，设 ｆ１＝３ＧＨｚ，

ｆ２＝５ＧＨｚ，ｆ３＝７ＧＨｚ，ｆ４＝９ＧＨｚ，ＴＬ＝ＴＲ＝２．５，ａ＝

０００１ｍｍ，ａ＝１００ｍｍ，ｂ＝０．００１ｍｍ，ｂ＝１００ｍｍ，εｒ

＝１．１，εｒ＝１０，Ｎ＝６，Ｎ＝１５．

优化后的设计变量为：ａ＝１１．４２４５ｍｍ，ｂ＝

８９３６８３ｍｍ，εｒ＝２．７３５４，Ｎ＝１５．目标函数值和设

计变量随迭代步的变化规律如图３和图４所示．图

５给出了文献［１９－２０］给出的优化后的结构的阻

带特性以及应用本文方法优化后的阻带特性．从图

５中可看出文献［１９－２０］给出的优化后的结构所

对应的阻带中心频率大约在６ＧＨｚ附近，但其阻带

不够深；而本文优化后滤波器的阻带中心频率约

２９２
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为６ＧＨｚ、阻带宽度约为２ＧＨｚ，且阻带特性好，达

到了预期的设计．

图３　设计变量随迭代次数的变化

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓ

图４　目标函数随迭代次数的变化

Ｆｉｇ．４　Ｏｂｊｅｃｔｆｕｎｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｉｔｅｒａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓ

图５　本文优化结果与其它［１９，２０］优化结果比较

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｏｐｂａｎｄｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｏｒｏｕｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄ

ｏｔｈｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［１９，２０］

７　结论

本文阐述了高阶有限谱元法结合 Ｒｉｃｃａｔｉ方程
的精细积分算法求解分层结构的电磁模拟问题的

思路，并通过数值算例展示了这种方法具有的谱精

度，即谱单元的数值精度能随着基函数的阶数的增

加呈指数级提高．以半解析有限谱单元的高精度高
效率分析作为基础，应用遗传算法对 ＰＢＧ结构滤
波器进行优化．得到了 ＰＢＧ结构滤波性能全局最
优的设计参数．表明这种方法在微波器件、集成光
学网路的分析和设计中可以发挥很大的作用．
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