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摘要　针对结构振动的中频问题，提出了一种新的混合分析方法．具有低模态密度的子结构利用有限元建

模，高模态密度子结构利用波动方法建模，并利用边界处的位移连续和力平衡条件进行求解．以耦合梁结构

为例，给出了具体的计算过程，通过解析方法进行了仿真验证．结果表明了此混合方法的有效性．进一步地

计算了高频子结构的能量密度响应，并且通过对比说明，此方法在计算边界位置的能量密度响应时可以得

到精确度更高的结果．
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引言

振动分析方法按频域可以分为低频、中频和高

频．在低频区域，波长相对于结构尺寸较长，结构内
含有的波数较少，在此频域内，比较实用的方法是

有限元法．高频振动时，结构内包含大量振动模态，
有限元法需要增加单元的数量，以捕捉结构的振动

特性，控制插值误差和污染误差［１］，计算量因此而

增大，以至于在高频区域变得不可行．在高频区域，
通常进行振动响应的能量分析，其中最重要的方法

是统计能量分析（ＳＥＡ）．ＳＥＡ把声振系统按相似模
态分为子系统，系统的统计行为是预先确定的，其

主要变量为子系统振动的平均能量，因此大大减小

了计算成本．ＳＥＡ的主要不足是要求高模态密度，
这限制了它只能用于高频情况，并且其预示的结果

也比较粗略，针对每个子系统只有一个平均的能量

响应预示结果．目前一些技术试图对统计能量分析
进行改进，能量有限元［２－４］将时间和空间平均后的

能量密度作为变量，也大大的减小了计算量，并且

结合有限元技术，可以给出更为精细的响应预示．
但其实用性还有待实践的进一步验证．

在低频和高频区域之外，还存在着中频区域，

针对此区域有不少学者开展过研究［５，６］，目前中频

区域还没有确定的定义，通常认为，在中频区域的

结构振动存在着混合行为，部分子结构振动模态密

集，重叠率高，称之为高频子结构，而另一部分子结

构包含振动波数较少，适合用数值方法进行分析，

称为低频子结构．基于此理念，最近几年中频问题
的研究一般采用混合方法．Ｖｌａｈｏｐｏｕｌｏｓ等人发展了
混合有限元方法，将有限元分析和能量有限元法结

合起来以研究结构的中频响应［７，８］，Ｌａｎｇｌｅｙ等人
把有限元法和统计能量分析结合起来，低频区域用

有限元分析，高频区域则利用统计能量分析［９，１０］．
此方法得到了成功的应用，目前流行的声振分析软

件ＶＡＯｎｅ就是利用此技术．
波动方法的研究为振动响应预示提供了另一

种思路．波动方法视振动以波的形式在结构中传
播，能够较好地捕捉结构局部的振动特性，并且其

计算效率高，适合于高频领域的计算．一直以来都
有学者致力于用波动方法解决振动响应的预示与

控制［１１－１３］．本研究利用波动方法与有限元法结合，
采用确定的边界条件，对高频振动的子结构进行行

波方法求解，而对于低频子结构部分进行有限元求

解，为中频结构的响应预示提供了另一种可能的解

决方法．波动方法的另一特点是对振动能量的传播
给出了一种更为直观的解释，Ｌｙｏｎ等人首先用波
动方法计算了统计能量分析的耦合损耗因子［１４］．
目前用于高频计算的能量有限元方法［２－４］，其基础

就是结构振动的波动解，波动法在一定程度上与能

量有限元法是统一的．而且能量有限元法忽略了近
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场解，在边界处会引起较大误差，而波动方法考虑

了边界效应，在边界附近可以得到比能量有限元法

更为精确的响应．利用波动方法结合有限元研究结
构的高频振动响应，可以为结构的中高频振动响应

的预示提供新的思路．

１　混合方法建模

对于低频振动的子系统部分，可以采用有限元

单元法建模

Ｓｑ＝Ｆ （１）
式中ｑ为低频子结构的振动自由度，根据需要可以
有不同的选择，通常情况下，选择结构某些离散位

置上的位移和转角；Ｆ为结构所受外力的向量；Ｓ
为结构的总刚度阵，可以表示为 －ω２Ｍ＋ｉωＣ＋Ｋ，
其中Ｍ为结构的质量阵，Ｃ为阻尼阵，Ｋ为刚度阵．
此表示形式根据自由度的特点可以分为三部分：与

高频子结构的连接自由度，子结构的边界自由度和

剩余自由度．
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（２）
对于高频振动的子结构部分，可以利用波动的

思想表示为

ｗ＝Ｗｅｉωｔ （３）
Ｗ为与位置有关的位移函数项，ｅｉωｔ表示位移随时
间的变化．

在高频子结构与低频子结构的连接处，存在着

位移连续和力平衡条件

ｑＣ＝
ｕ（Ｗ）

θ（Ｗ[ ]） （４）

ＦＣ＝
Ｑ（Ｗ）
Ｍ（Ｗ[ ]） （５）

式中ｕ（Ｗ）和θ（Ｗ）为波动解的位移和转角，Ｑ（Ｗ）
和Ｍ（Ｗ）为相应的剪力和弯曲．考虑到高频子结构
的边界只影响边界附近较小范围内的振动特性，在

精度要求不高时，边界条件产生的近场解通常可以

忽略，在此情况下，式（３）只表示了远离结构边界
的远场变量，联合上（２）－（５）式，可以求得结构的
全局响应．如果需要考虑边界附近的响应影响，式
（３）中加入近场项，并结合高频结构的边界条件，

可以求得边界处的响应．

２　实例计算

针对耦合梁的情况，研究此混合计算方法的有

效性．如图１所示，振动结构由两部分组成，左边为
梁１，设为高频子结构，利用波动法求解，右边为梁
２，与梁１直接连接，其右端边界为固支，为低频子
结构，利用有限元法建模．由（２）式，取梁振动的位
移和转角为变量，则

ｑＢ＝０ （６）
梁２的振动形式表示如下

Ｓ１１　Ｓ１２
Ｓ２１　Ｓ

[ ]
２２

ｑＣ
ｑ[ ]
Ｒ

＝
ＦＣ{ }０ （７）

由上式求得连接处的自由度形式为

ＤｑＣ＝ＦＣ （８）
式中

Ｄ＝Ｓ１１－Ｓ
－１
２２Ｓ２１

且有

ｑＲ＝－Ｓ
－１
２２Ｓ２１ｑＣ （９）

式（８）表示为矩阵形式
Ｄ１１　Ｄ１２
Ｄ２１　Ｄ

[ ]
２２

ｕＣ
θ[ ]
Ｃ

＝
ＦＣ
Ｍ[ ]
Ｃ

（１０）

式中ｕＣ为连接处位移，θＣ为连接处转角，ＦＣ和ＭＣ
为对应的剪力和弯矩．

图１　耦合梁结构

Ｆｉｇ．１　Ａｃｏｕｐｌｅｄ－ｂｅａｍｓｙｓｔｅｍ

对高频子结构梁１，远场解的位移表达式为
ｗ１（ｘ，ｔ）＝Ｗ１（ｘ）ｅ

ｉωｔ＝（Ａ１ｅ
－ｉｋ１ｘ＋Ｂ１ｅ

ｉｋ１ｘ）ｅｉωｔ

（１１）

Ａ１和Ｂ１为波动系数，ｋ１为梁的波数．此情况下相

当于梁中波幅值为 Ａ１的右行波，遇到边界后部分

透射，部分反射回来，反射部分幅值为 Ｂ１．计算得
到的时间和空间平均的能量密度响应为

Ｅ＝１２ρＳ１ω
２（｜Ａ１｜

２ｅｋ１２ｘ＋｜Ｂ１｜
２ｅ－２ｋ１２ｘ） （１２）

式中，ｋ１２为梁１波数的虚部．此情况只考虑了远场
解，与能量有限元法得到的结果相同．产生幅值为
Ａ１的行波的激励 Ｆ可与 Ａ１的关系可以通过无限

０６２
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梁的导纳来近似求得

Ａ１＝ＦＹ∞ （１３）

式中Ｙ∞为无限梁的导纳
［１５］

Ｙ∞ ＝
１－ｊ
４ＥＩ１ｋ

３
１

在梁的连接位置，为提高求解精度，加入近场

解的影响

ｗ１（ｘ，ｔ）＝Ｗ１（ｘ）ｅ
ｉωｔ＝（Ａ１ｅ

－ｉｋ１ｘ＋Ｂ１ｅ
ｉｋ１ｘ＋

　Ｄ１ｅ
ｋ１ｘ）ｅｉωｔ （１４）

Ｄ１为近场衰减波的系数．
加入近场解的能量密度由下式计算

Ｅ＝１２ρＳ１ω
２（｜Ａ１｜

２ｅ２ｋ１２ｘ＋｜Ｂ１｜
２ｅ－２ｋ１２ｘ＋｜Ｄ１

｜２ｅ－２ｋ１１ｘ） （１５）
式中 ｋ１１为梁１波数的实部．在连接处位移转角连
续，力和力矩平衡，则有

Ｔ１１ｕＣ＋Ｔ１２θＣ＝ＥＩ１
３Ｗ１
ｘ３

（１６）

Ｔ２１ｕＣ＋Ｔ２２θＣ＝－ＥＩ１
２Ｗ１
ｘ２

（１７）

ｕＣ＝Ｗ１｜ｘＣ （１８）

θＣ＝
Ｗ１
ｘ ｘＣ

（１９）

式中ＥＩ１为梁１的弯曲刚度．
取连接处为坐标原点，得到方程组的矩阵形式如下

所示

　

１ ０ －１ －１
０ －１ ｊｋ１ ｋ１
Ｔ１１ Ｔ１２ ｊｋ３１ＥＩ１ －ｋ３１ＥＩ１
Ｔ２１ Ｔ２２ －ｋ２１ＥＩ１ ｋ３１ＥＩ













１

ｕＣ
θＣ
Ｂ１
Ｄ














１

＝

　１
　ｊｋ１
ｊｋ２１ＥＩ１
ｋ２１ＥＩ




















１

Ａ

（２０）
解以上方程组可以求得边界自由度 ｑＣ与波动系数
Ｂ１和Ｄ１．ｑＣ代入式（９）可以得到剩余自由度ｑＲ．

３　振动的解析解

结构振动的解析解通过波动方法求解，对高频

子结构，只考虑了连接处近场解影响．而低频子结
构由于近场解影响范围较大，必须加入其影响．则
梁１和梁２的表达式如下

ｗ１（ｘ，ｔ）＝Ｗ１（ｘ）ｅ
ｉωｔ＝（Ａ１ｅ

－ｉｋ１ｘ＋

　Ｂ１ｅ
ｉｋ１ｘ＋Ｄ１ｅ

ｋ１ｘ）ｅｉωｔ （２１）

ｗ２（ｘ，ｔ）＝Ｗ２（ｘ）ｅ
ｉωｔ＝（Ａ２ｅ

－ｉｋ２ｘ＋Ｂ２ｅ
ｉｋ２ｘ＋

　Ｃ２ｅ
－ｋ２ｘ＋Ｄ２ｘ

ｋ２ｘ）ｅｉωｔ （２２）
其中波数为

ｋ１＝
ω２ρ１Ｓ１
ＥＩ( )
１

１／４

ｋ２＝
ω２ρ２Ｓ２
ＥＩ( )
２

１／４

由连接处位移和转角连续及力和力矩平衡条件

Ｗ１＝Ｗ２ （２３）

Ｗ１
ｘ
＝
Ｗ２
ｘ

（２４）

ＥＩ１
３Ｗ１
ｘ３

＝ＥＩ２
３Ｗ２
ｘ３

（２５）

ＥＩ１
２Ｗ１
ｘ２

＝－ＥＩ２
２Ｗ２
ｘ２

（２６）

梁２固支边界处位移和转角为零
Ｗ２＝０ （２７）

Ｗ２
ｘ
＝０ （２８）

解方程（２１）－（２８）式可以求得结构振动的解析的
响应表达式．

４　仿真结果分析

单位幅值激励作用下，对结构进行了仿真分

析，两支梁长Ｌ１＝Ｌ２＝２ｍ，阻尼比 η１＝η２＝０．０１，
梁１和梁２的线密度分别为 ρＳ１＝２００ｋｇ／ｍ和 ρＳ２
＝１００ｋｇ／ｍ，梁 １的弯曲刚度 ＥＩ１＝７２００（１＋ｉη）

Ｎｍ２，梁２的弯曲刚度ＥＩ２＝３０００（１＋ｉη）Ｎｍ
２，得到

了圆频率为０～５００ｒａｄ／ｓ范围内的响应结果．

图２　６单元时梁１的位移对比

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｂｅａｍ１ｕｓｉｎｇ６ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图２和图３给出了梁１中点位置的位移响应，
图２中实线为解析解的响应结果，虚线为混合解法
的响应结果，其中梁２划分为６个单元．图３中实
线为解析解的响应，虚线为混合解法的响应，梁２
划分为６０个单元．由图２可以看到混合法在整体
上与解析解吻合，图３显示，经过单元加密后，混合

１６２
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解法的预示精度有了很大提高，已经能够很好的捕

捉共振峰值．对梁２的中点位移，图４给出了６０单
元的混合解法与解析解的比较．可以发现混合解与
解析解符合很好，对共振峰值的捕捉也很好．

图３　６０单元时梁１的位移对比

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｂｅａｍ１ｕｓｉｎｇ６０ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图４　梁２的位移对比

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｂｅａｍ２

图５　梁１的能量密度

Ｆｉｇ．５　Ｅｎｅｒｇｙｄｅｎｓｉｔｙｏｆｂｅａｍ１

图６　近场解对能量密度响应的影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｎｅａｒ－ｆｉｅｌｄｏｎｅｎｅｒｇｙｄｅｎｓｉｔｙ

在进行高频响应分析时，能量有限元法是一种

比较常用的方法，能量有限元的变量为时间和空间

平均的能量密度，而通过波动解可以直接求得能量

密度．图５给出了梁１振动的能量密度，图中实线
为解析解计算的响应结果，虚线为混合解法的得到

的响，波动的曲线是未进行平均的能量密度，平滑

曲线为平均化后的能量密度．图中显示混合解法与
解析解法在能量密度的求解上吻合很好，并且由图

可以看出，平均化的能量密度在频域上得到的也是

平均值．由于进行平均，计算量得到了大大减小，并
且对于频率的变化不敏感．

为考虑近场解的影响，对梁１中点和与梁２连
接处的能量密度响应进行了求解比较．图６中，ａ）
图为远离边界的梁１中点处的能量密度响应比较，
实线为未考虑近场解的响应曲线，星号为加入近场

解的响应结果．可以看到两种情况下，响应结果是
重合的，这表明在远离边界的位置，近场解的影响

可以忽略．ｂ）图中为连接处的能量密度响应比较，
实线为未考虑近场解的响应曲线，虚线表示了加入

近场响应后的结果，可以看到虚线值要明显比实线

值高，这表明在连接处，近场解对响应的预示有较

大影响，忽略近场解的得到的结果偏低．

５　结论

提出了利用波动法和有限元法混合的技术求

解中频振动的响应问题，以耦合梁结构为对象进行

了实例分析，仿真计算表明，混合方法能够有效地

计算结构的振动响应，并且随着低频子结构有限单

元密度的增加，会不断地逼近解析解．由于研究结
构高频响应的能量有限元法的基础是波动解，此混

合方法可以基于此思想直接求解高频子结构的能

量密度响应，利用平均化的能量密度为变量可以大

大减小计算量，本研究采用的混合方法的基础是有

限元法和波动理论．后续工作需要集中在波动理论
的研究上，才能进一步拓宽此混合技术的应用范
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