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摘要　对于弹性容器与不可压无黏液体之间的线性耦合问题，已有缩聚对称形式的液固耦合系统有限元方

程．利用比拟算法获得液固耦合系统的系统矩阵，将问题转化为通用有限元程序可以解决的问题．以包含贮

箱的火箭模型为例，求解火箭的模态特性，其中包括由液体晃动所引起的火箭振动模态．结果表明此类模态

与重力加速度有关，频率随重力加速度的增大而增大．

关键词　液固耦合，　贮箱，　有限元方法，　比拟

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０４４

引言

现今大型运载火箭多采用液体推进剂，而液体

推进剂的质量占火箭起飞总质量较大比重．推进剂
的晃动效应对火箭的运动稳定性与振动环境都将

产生影响．在火箭上升过程中，推进剂的质量的不
断变化对于耦合分析的时效性提出了更高的要求．
另外火箭应处于稳定的工作状态，因此线性晃动的

耦合问题仍有研究意义．出于以上考虑，本文主要
采用有限元方法作为理论基础．液固耦合问题的有
限元方法在发展初期就被提出了，一般为位移－压
力格式［１］．吴兴世通过自由界面模态综合法建立了
贮液容器的缩聚对称的液固耦合有限元方程［２］．
Ａｎｄｒｉａｎａｒｉｓｏｎ将流体的可压缩性纳入考量，建立了
缩聚对称的数学模型［３］．朱琳等人通过求解等价的
Ｌａｐｌａｃｅ边值问题，得到了液体对结构的附加矩
阵［４］．本文的主要工作是将 Ｌａｐｌａｃｅ边值问题转化
为有限元程序能够求解的弹性力学和热传导问题，

利用程序的规范性，提高了液固耦合振动分析的稳

定性和可操作性．由于本文方法考虑了液体晃动，
可以对晃动引起的相关现象做初步的研究．

１　理论基础

１．１　问题描述
假设贮箱内液体无黏、不可压缩且无旋，则液

体压力ｐ满足 Ｌａｐｌａｃｅ方程．图１为液固耦合模型
的示意图，数学问题可以描述为：

图１　贮箱示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔａｎｋａｎｄｌｌｉｑｕｉｄ

２ｐ＝０　（在液体所在区域Ω） （１）

ｐ
ｎ
＝－ρｆ̈ｕｎ　（在接触面Γｗ上） （２）

ｐ
ｎ
＝－１ｇｐ̈ｎ　（在自由面Γｆ上） （３）

其中，ｎ是液体区域外法向向量，ｕ是结构位移；ρｆ
是液体密度，ｇ是液体所受加速度．

经过缩聚、对称化，就可以得到液体自由度缩

聚到自由面且对称的耦合系统有限元方程组：

ρ－１ｆ Λ ＭＴｓｆ
Ｍｓｆ Ｍｓ＋Ｍ[ ]

ｆ

ξ¨{ }̈ｕ ＋
　
ρ－１ｆ Ｉ ０

０ Ｋｓ＋Ｋ[ ]
ｆ

ξ{ }ｕ ＝ ０Ｑ{ }
ｓ

（４）
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其中，ｕ为结构的节点位移，ξ为非刚体模态的液体
晃动模态的正则坐标．ρｆ为液体密度，Λ为液体晃
动模态的谱矩阵．Ｍｓ、Ｋｓ为结构的质量矩阵与刚度
矩阵．Ｍｆ、Ｋｆ为液体对结构附加质量矩阵与附加刚
度矩阵．Ｍｓｆ为液体与结构的耦合矩阵．Ｑｓ为耦合系
统之外作用在结构上的外力．要得到液体与结构耦
合系统的模态特性，式中液体对结构的附加矩阵和

耦合矩阵则需要构造获得．
１．２　耦合矩阵的构造

根据公式，当结构保持静止于平衡位置，结构

满足的节点力平衡关系：

Ｑｓ＝Ｍｓｆξ
¨

（５）

说明液体压力正则坐标以ξ¨的加速度晃动时，液体
晃动作用在结构上的节点力为－Ｍｓｆξ

¨．
ξ是ｎｆ－１维向量，其维数比液体自由面压力

ｐｆ少１．令ｕ＝０，̈ｕ＝０，ξ
¨＝ｅｊ，求解此时压力作用在

结构上的等效节点力，将其改变符号，就得到耦合

矩阵的第ｊ列．
假设已有固壁条件下液体晃动的谱矩阵 Λ和

正则模态矩阵Ψ，将其展开可得：

Λ＝ｄｉａｇ［ω２１，…，ω
２
ｊ，…，ω

２
ｎｆ－１］

Ψ＝［ψ１，…，ψｊ，…，ψｎｆ－１］ （６）
由于液体晃动的刚体模态ψ０由且只由结构位移引

起的，此时结构位移为零，当 ξ¨＝ｅｊ时，液体自由面
压力表示为：

ｐｆ＝Ψξ＝－ΨΛ
－１ξ¨＝－ω－２ｊ ψｊ （７）

可见，此时压力与晃动的第ｊ阶模态有关．
１．３　附加质量矩阵的构造

在ｕ＝０且ξ¨＝０的条件下，结构具有加速度 ｕ̈
时所满足的平衡关系为：

Ｑｓ＝Ｍｓ̈ｕ＋Ｍｆ̈ｕ （８）
其中，－Ｍｆ̈ｕ是由于结构运动诱导液体流动后，液
体反作用于结构上的节点力．令 ｕ̈＝ｅｊ，求解液体压
力分布，就能得到附加质量矩阵Ｍｆ的第ｊ列．

此时在液体与结构的接触面 Γｗ上，边界条件
为公式．在液体的自由面Γｆ上，边界条件用液体自
由面函数ζ来表示：

ｐ
ｎ
＝－ρｆζ

¨
（９）

由于液体的不可压缩性，自由面函数满足

ζ¨ ＝－１Ａｆ∫Γｗｕ̈ｎｄΓ （１０）

Ａｆ是液体自由面的面积．
因为液体边界条件都是 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件，

所以无法唯一确定液体压力，需要加入补充条件．
由于此时结构位移为零，液体自由面压力可以通过

非刚体晃动模态展开．求解正则模态矩阵 Ψ时，会
得到缩聚到自由面节点上的液体质量矩阵 Ｍｆｆ．利
用模态正交性得到补充条件后：

ψＴ０·Ｍｆｆ·ｐｆ＝０ （１１）
就能唯一确定液体压力．
１．４　附加刚度矩阵的构造

由式可知，结构保持静止且液体没有晃动加速

度时，结构的节点力平衡关系为：

Ｑｓ＝Ｋｓｕ＋Ｋｆｕ （１２）
－Ｋｆｕ为结构位移 ｕ导致液体压力变化反作用于

结构的节点力．令 ｕ̈＝０，ξ¨＝０，ｕ＝ｅｊ，根据液体连续
性条件，可以算出液面高度为：

ｈ＝－１Ａｆ∫ΓｗｕｎｄΓ （１３）

考虑到小变形假设，液体与结构的接触面上受

到静水压．然后计算出作用在结构上的等效节点
力，改变符号就是附加刚度矩阵的第 ｊ列．然而结
构变形处压力的变化不能忽略，为了能够消除这一

误差可以在附加刚度矩阵中每个节点 ｚ方向的对

角元上增加排开液体的重量ρｆｇ∫ΓｗｕｎｄΓ．
２　比拟算法

２．１　耦合矩阵的比拟求解
耦合矩阵可以运用求解弹性体振动模态的方

法来比拟，可以借助通用有限元程序求解液体晃动

模态，进而得到耦合矩阵［５］．
弹性体的运动微分方程可以作为液体控制方

程的类比，选取方向上的方程：

σｚｘ
ｘ
＋
σｚｙ
ｙ
＋
σｚｚ
ｚ
＝ρｓ
２ｕｚ
ｔ２

（１４）

其中，σｚｘ，σｚｙ，σｚｚ是相应方向的应力分量，ｕｚ是弹
性体在ｚ方向上的位移，ρｓ则是弹性体的密度．

弹性体是正交各向异性的，弹性张量有如下形式：

Ｄ＝

ｄ１１ ｄ２１ ｄ３１ ０ ０ ０

ｄ１２ ｄ２２ ｄ３２ ０ ０ ０

ｄ１３ ｄ２３ ｄ３３ ０ ０ ０

０ ０ ０ ｄ４４ ０ ０

０ ０ ０ ０ ｄ５５ ０

０ ０ ０ ０ ０ ｄ





















６６

（１５）

０４２
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引入位移条件，选择适当的材料属性：

ｕｘ＝ｕｙ＝０ （１６）
ｄ３３＝ｄ５５＝ｄ６６＝１ （１７）

ρｓ＝０ （１８）
那么弹性体的微分方程变成了位移 ｕｚ的 Ｌａ

ｐｌａｃｅ方程．此时控制方程中的ｕｚ等价于液体压力．
将这一等价关系放入液体的边界条件和中，得

到弹性体的边界条件如下：

ｕｚ
ｎ
＝０　（在接触面Γｗ上） （１９）

ｕｚ
ｎ
＝－１ｇｕ̈ｚ（在自由面Γｆ上） （２０）

根据斜面应力公式，可得：

ｕｚ
ｎ
＝ｆｚ （２１）

其中，ｆｚ是弹性体边界上ｚ方向的面积力．
在自由面Γｆ上，可以不用直接施加力边界，而

是通过构造一层厚度为ｈ的表面层来代替，该表面
层的密度ρ为１／ｇｈ．另外，弹性体在模态分析中的
质量矩阵应该选择一致质量矩阵，否则可能得到错

误的结果．
２．２　附加质量矩阵的比拟求解

附加质量矩阵的 Ｍｆ求解可以通过稳态温度

分布来比拟．稳态的热传导问题中，温度所满足的
控制方程为Ｌａｐｌａｃｅ方程．将液体边界中的压力替
换为温度Ｔ，就可以得到稳态热传导问题的边界条
件．根据传热学中的Ｆｏｕｒｉｅｒ定律，有：

Ｔ
ｎ
＝－ｑｋ （２２）

其中ｑ为热流密度，ｋ为热传导系数．将热传导系
数ｋ设为１，则温度场边界条件即为：

ｑ＝ρｆ̈ｕｎ （２３）

ｑ＝ρｆζ
¨

（２４）
对应于液体的补充条件，自由面上的节点温度

Ｔｆ也需要补充条件，才能唯一确定温度分布．

３　数值算例

火箭的整体有限元模型如图２（ａ）所示，其中
火箭为二级火箭．火箭的主体主要由一维有限元单
位构成，而第一级火箭中的氧化剂贮箱和燃料贮箱

则建立为三维的有限元模型，并加入推进剂有限元

模型．其中，上方贮箱存放的是氧化剂，密度为

１４５８ｋｇ／ｍ３，高度为５．１４６７ｍ；下方贮箱存放的是燃
料，密度为７００ｋｇ／ｍ３，高度为４．６８６ｍ，有限元模型
如图２（ｂ）所示．

图２　火箭有限元模型

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｒｏｃｋｅｔ

首先进行在一个重力加速度下的火箭模态分

析，分别得到以液体晃动为主的耦合系统模态和以

结构振动为主的耦合系统模态．氧化剂的有限元模
型的自由面有２６５个节点，而燃料的自由面上２９７
个节点，可知共有５６０个液体晃动模态会导致耦合
系统的振动．其中一些系统模态由于晃动导致耦合
系统重心偏移产生了耦合明显的现象，如 ０．
５５４４Ｈｚ、０．９０１０Ｈｚ和１．１４２４Ｈｚ．

其余的耦合系统模态则是以结构振动为主的．
其中，整体纵向振动模态频率为１３．２２７Ｈｚ，整体横
向振动模态有２．５８２３Ｈｚ、１５．４３８Ｈｚ，局部振动模态
有５．７５５７Ｈｚ、７．２８５８Ｈｚ、９．５１３５Ｈｚ和１０．４１６Ｈｚ．

对五倍重力加速度下的火箭进行模态分析．同
样也得到５６０阶液体晃动为主的耦合系统模态．其
中由于重心偏移导致的明显耦合模态频率为 １．
２３７６Ｈｚ、２．０１４５Ｈｚ、２．５５４６Ｈｚ．其余的耦合系统模
态则是以结构振动为主的，包括整体纵向振动、整

体横向振动模态和局部振动模态．对应一倍加速度，
五倍加速度下的耦合系统模态频率列在表１中．

表１　不同重力下火箭的频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｒｏｃｋｅｔｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒａｖｉｔｙ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｏｎｅｔｉｍｅｇｒａｖｉｔｙ（Ｈｚ）Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｆｉｖｅｔｉｍｅｓｇｒａｖｉｔｙ（Ｈｚ）
０．５５４４ １．２３７６
１．１４２４ ２．５５４６
２．５８２３ ２．６２６０
５．７５５７ ５．８１３７
９．５１３５ ９．５３４９
１３．２２７ １３．２３５

１４２



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１４年第１２卷

从表１中可以看出，液体晃动为主的耦合系统
模态受到重力变化的影响较大，通过计算可以知道

系统的固有频率与过载系数的平方根成正比．而结
构振动为主的耦合系统模态则基本没有受到重力

变化的影响．

４　结论

本文通过比拟算法对火箭推进剂贮箱的液固

耦合系统进行了建模．在缩聚对称形式的液固耦合
系统方程组的基础上，分析耦合矩阵、附加质量矩

阵和附加刚度矩阵的物理意义，并借助通用有限元

程序分别得到了耦合矩阵与附加质量矩阵，并最终

获得了耦合系统方程组的完整信息．
本文方法利用通用有限元程序的规范性，在提

高液固耦合振动分析效率的同时，保证了分析的稳

定性与可操作性．并且因为耦合系统方程组加入了
推进剂晃动的考量，因此可以就液体晃动对耦

合系统的影响进行初步的研究．对不同重力加速度
下的火箭模型进行模态分析，分别得到以结构振动

为主的系统耦合模态与以液体晃动为主的系统耦

合模态，第一类模态的频率基本与过载系数无关，

而第二类模态的频率与过载系数紧密相关，且其中

部分模态会引起系统比较明显的耦合振动．

参　考　文　献

１　王勖成．有限单元法．北京：清华大学出版社，２００３

（ＷａｎｇＸＣ．Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵ

ｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２００３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

２　吴兴世．贮液容器水动弹性分析的迦辽金有限元一自由

界面模态综合法．固体力学学报，１９８４，２（１）：２０５～

２１９（ＷｕＸＳ．Ａｇａｌｅｒｋｉｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｕｎｒｅｓｔｒａｉｎｅｄｍｏｄａｌ

ｓｙｎｔｈｅｓｉｓｍｅｔｈｏｄｆｏｒｈｙｄｒｏｅｌａｓｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓｏｆｌｉｑｕｉｄｃｏｎｔａｉｎ

ｅｒ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｏｌｉｄａＳｉｎｉｃａ，１９８４，２（１）：２０５～２１９

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

３　ＡｎｄｒｉａｎａｒｉｓｏｎＯ，ＯｈａｙｏｎＲ．Ｒｅｄｕｃｅｄｍｏｄｅｌｓｆｏｒｍｏｄａｌａ

ｎａｌｙｓｉｓｏｆｆｌｕｉｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｙｓｔｅｍｓｔａｋｉｎｇｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔｃｏｍ

ｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄｇｒａｖｉｔｙｅｆｆｅｃｔｓ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐ

ｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００６，１９５：５６５６～５６７２

４　朱琳，唐国安，柳征勇．推进剂与贮箱液固耦合振动的动

力学分析．振动与冲击，２０１２，３１（５）：１３９～１４３（Ｚｈｕ

Ｌ，ＴａｎｇＧＡ，ＬｉｕＺＹ．Ｄｙｎａｍｉｃａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｆｌｕｉｄｓｔｒｕｃ

ｔｕｒｅｃｏｕｐｌｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｐｒｏｐｅｌｌａｎｔｓａｎｄｆｕｅｌｔａｎｋ．Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＳｈｏｃｋ，３１（５）：１３９～１４３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

５　ＴｏｋｕｄａＮ，ＳａｋｕｒａｉＴ，ＴｅｒａｏｋｕＴ．Ｓｌｏｓｈｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈ

ｏｄｕｓｉｎｇｅｘｉｓｔｉｎｇＦＥＭｓｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎａｌｙｓｉｓｃｏｄｅ．Ｔｒａｎｓａｃ

ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＡＳＭＥ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｒｅｓｓｕｒｅＶｅｓｓｅｌＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，

１９９５，１１７：２６８～２７２

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１７Ｊｕｎｅ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ２１Ｊｕｌｙ２０１４．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１２０２０５２）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｚｈａｎｇｍｙ＠ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＴＨＥＡＮＡＬＯＧＹＭＥＴＨＯＤＴＯＣＯＵＰＬＩＮＧＡＮＡＬＹＳＩＳＯＦ

ＲＯＣＫＥＴＳＣＯＮＳＩＤＥＲＩＮＧＰＲＯＰＥＬＬＡＮＴＳＬＯＳＨＩＮＧ

ＺｈｕＣｈａｎｇｆａｎ１　ＴａｎｇＧｕｏａｎ１　ＺｈａｎｇＭｅｉｙａｎ１，２

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓ＆ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，ＦｕｄａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２００４３３，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＳｈａｎｇｈａｉＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＳｐａｃｅＡｅｒｏｃｒａｆｔＭｅｃｈａｎｉｓｍ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２０１１０８，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｆｏｒｔｈｅｌｉｎｅａｒｃｏｕｐｌｉｎｇｏｆｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｔａｎｋａｎｄｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅａｎｄｉｎｖｉｓｃｉｄｌｉｑｕｉｄ，ｔｈｅｒｅａｒｅｒｅｄｕｃｅｄ
ａｎｄｓｙｍｍｅｔｒｉｃｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｍａｔｒｉｘｃｏｕｌｄｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅａｎａｌｏｇｙ
ｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｔｈｅｎｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｓｙｓｔｅｍｗｉｌｌｔｕｒｎｔｏｂｅａｐｒｏｂｌｅｍｔｈａｔｃｏｕｌｄｂｅｓｏｌｖｅｄｂｙｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｆｉ
ｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｗａｒｅ．Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，ｔｈｅｍｏｄａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｒｏｃｋｅｔｗｉｔｈｔａｎｋｓｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ｃｏｕｐｌｉｎｇ
ｍｏｄｅｓｃａｕｓｅｄｂｙｌｉｑｕｉｄｓｌｏｓｈｉｎｇｗｅｒｅｆｏｕｎｄｅｄ，ａｎｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｈｏｗｓｔｈｅｍｏｄｅｓｏｆｔｈｉｓｋｉｎｄａｒｅｒｅｌｅｖａｎｔｔｏｔｈｅ
ｇｒａｖｉｔｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｇｒｅａｔｅｒｔｈｅｇｒａｖｉｔｙ，ｔｈｅｈｉｇｈｅｒｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｆｌｕｉｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ，　ｔａｎｋ，　ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，　ａｎａｌｏｇｙ

２４２


