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摘要　应用ＬｉａｐｕｎｏｖＦｌｏｑｕｅｔ变换，将参数振动系统转换成一个时不变系统，结合极点配置法，构成一个控制

品质稳定的振动主动控制系统．并以机翼与航空发动机转子耦合振动为例，叙述参数振动主动控制结构以

及控制系统稳定性的仿真结果．
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引言

机械工程学中都存在着具有时变周期系数的

参数振动系统．由于参数振动具有时变系数，对其
的主动控制一直是一个具有挑战性的任务．其中最
主要的问题是无法直接根据标准方法使用时变特

征值来判断参数振动系统的稳定性［１］．使用平均
法［２］可以对参数振动系统进行研究，但这种方法只

适用于小变量的情况．继而 Ｓｉｎｈａ提出的 Ｌｉａｐｕｎｏｖ
Ｆｌｏｑｕｅｔ变换法［３］，通过变换将时变系统转换成时

不变系统，从而对系统进行振动主动控制．此方法
已成功地应用于倒立摆的振动主动控制的研究［４］．

本文将以机翼与航空发动机转子耦合振动为

例，应用 ＬｉａｐｕｎｏｖＦｌｏｑｕｅｔ变换法，结合极点配置
法，对参数振动系统进行振动主动控制研究．

１　参数振动描述

考虑简谐激励频率与内部参数频率不同的参

数振动情况，具有非线性项的参数振动系统方程

为：

ｄ２ｘ
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参数振动系统是一个强非线性系统．其中ξ为
系统的阻尼比，ωｎ为系统的固有频率，β为常数，外
部简谐激励频率为ωｐ，而系统参数频率则为ω０．

设ｙ＝［ｘ　ｘ］Ｔ将式（１）改写为状态空间表达
式：
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式（２）中有非线性项．在平衡位置ｙ＝０处对上
述方程中的非线性项使用泰勒展开式进行线性化，

可以得到线性化后的状态空间表达式为：
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２　Ｌｉａｐｕｎｏｖ－Ｆｌｏｑｕｅｔ变换

利用Ｌｉａｐｕｎｏｖ－Ｆｌｏｑｕｅｔ变换法可以解决时变
系统转换成常系数系统的问题．一般的 Ｔ周期的
Ｌｉａｐｕｎｏｖ－Ｆｌｏｑｕｅｔ数学变换（以下简称Ｌ－Ｆ变换）
过程如下，若系统方程为：

ｙ（ｔ）＝Ａ（ｙ）ｙ（ｔ）＋Ｂｕ （４）
对于系统（４），引入周期为２Ｔ的Ｌ－Ｆ变换：
ｙ（ｔ）＝Ｑ（ｔ）ｚ（ｔ）　Ｑ（ｔ）＝Ｑ（ｔ＋２Ｔ） （５）
系统（４）变换成时不变系统：
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ｚ（ｔ）＝Ｒｚ（ｔ） （６）
其中Ｒ为常数矩阵，其表达式为：

Ｒ＝１２ＴｌｎΦ（２Ｔ） （７）

Ｑ（ｔ）则是２Ｔ周期Ｌ－Ｆ变换矩阵：
Ｑ（ｔ）＝Φ（ｔ）ｅ－Ｒｔ （８）
其中φ为系统（４）的状态转移矩阵．
通过２Ｔ周期Ｌ－Ｆ变换，我们将得到常系数控

制系统为：

ｚ（ｔ）＝Ｒｚ（ｔ）＋Ｑ－１（ｔ）Ｂｕ （９）

３　参数振动主动控制

对参数振动系统状态方程（４），根据现代控制
理论，采用Ｎｅｕｍａｎｎ级数［８］求解系统（３）的状态转
移矩阵Φ（ｔ）．
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（１０）
其中τ０，τ１为无物理含义的中间积分变量，对

于系统（３）而言，积分下限为 ｔ０＝０，积分上限为时
间变量ｔ．

在状态系统（３）中的参数为：阻尼系数 ξ＝０，
系统固有频率为ωｎ＝１０（ｒａｄ／ｓ），系统内周期变化
参数频率为ω０＝５（ｒａｄ／ｓ），常数β＝０．３．在计算过
程中进行有限项进行积分运算，得到其时变状态转

移矩阵φ（ｔ）：

φ（ｔ）＝
１１　１２
２１　２２

（１１）

时变状态转移矩阵φ（ｔ）中各元素的数学表达
式为：
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将时间变量ｔ＝２Ｔ（Ｔ＝２π
ω０
）代入上式中可以得

到：

Φ（２Ｔ）＝１０５
０．１５８７ ０．０７７８
－８．２７０２ ０．[ ]１６６３

（１３）

将式（１３）代入式（７）得到Ｌ－Ｆ变换后的常数
矩阵Ｒ：

Ｒ＝１２ＴｌｎΦ（２Ｔ）＝
４．４９８５ ０．０５２９
－５．６２４４ ４．[ ]５０３７

（１４）

将式（１４）代入（８）得到在此情况下的Ｌ－Ｆ变
换矩阵Ｑ的表达式：

Ｑ（２Ｔ）＝
０．９９９９ ０
－０．[ ]００１２ １

（１５）

综上所述，将（１４）和（１５）代入（９）．原系统
（１）线性化为：

ｚ（ｔ）＝Ａｚ（ｔ）＋Ｂｕ （１６ａ）

Ｚ＝Ｃ
ｚ１
ｚ[ ]
２

（１６ｂ）

其中系统矩阵 Ａ ＝
４．４９８５ ０．０５２９
－５．６２４４ ４．[ ]５０３７

，控

制矩阵Ｂ ＝[ ]０１，输出矩阵Ｃ ＝［１　０］．

图１　极点配置前系统的零－极点图

Ｆｉｇ．１　Ｐｌｏｔｏｆｐｏｌｅ－ｚｅｒｏｆｏｒｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ

从图１可以看出，系统（１６）的两个极点分布

６１２
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于复平面的右半平面，系统在激励的作用下将产生

增幅正弦振荡现象［９］．它可通过采用状态负反馈极
点配置改善其稳定性．

由于控制系统的性能很大程度上取决于系统

极点在复平面上的分布，因此，通过选择反馈增益

矩阵，将闭环系统的极点恰好配置在复平面上所期

望的位置，构建一个稳定性系统．对于系统（１６）的
状态空间表达式，引入状态反馈控制律为：

ｕ＝－Ｋｚ＋ｖ （１７）
其中Ｋ为线性状态反馈矩阵，ｖ为输入．则闭

环控制系统状态空间表达式为：

ｚ（ｔ）＝（Ａ －ＢＫ）ｚ（ｔ）＋Ｂｖ （１８ａ）

Ｚ＝Ｃ
ｚ１
ｚ[ ]
２

（１８ｂ）

控制系统（１８）矩阵为满秩，该系统完全可控．
若建立一个稳定性系统，置系统的极点配置到复平

面的左半面，而且位置不靠近单位圆．取理想极点
为ｓ１ ＝－２＋２ｉ，ｓ２ ＝－２－２ｉ．极点配置后，特征多
项式为：

Δｋ（ｓ）＝ｓ２＋２ｓ＋８ （１９）
通过线性变换，得到状态反馈矩阵Ｋ：
Ｋ＝［８６８．２９８　１３．００２］ （２０）
将状态反馈矩阵Ｋ代入式（１７）得到极点配置

后系统为：

ｚ（ｔ）＝
４．４９８５ ０．０５２９
－８７３．９２２５ －８．[ ]４９８５

ｚ（ｔ）＋[ ]０１ｖ
（２１）

极点配置后系统的零－极点图如图２所示，极
点位置分布符合控制系统的稳定性条件．引入状态
负反馈环节实现系统的零－极点重新分配．

图２　极点配置后系统的零－极点图

Ｆｉｇ．２　Ｐｌｏｔｏｆｐｏｌｅ－ｚｅｒｏａｆｔｅｒｒｅｓｔｔｉｎｇｐｏｌｅｓ

４　参数振动主动控制应用

机翼与悬挂在其下方的航空发动机转子（如图

３（ａ）所示）是飞机中的耦合结构．将机翼与航空发

动机转子结构倒置后，建立如图３（ｂ）所示的动力

学模型．

图３　机翼与航空发动机

Ｆｉｇ．３　Ｔｕｒｂｉｎｅｅｎｇｉｎｅａｎｄｗｉｎｇ

机翼所产生的颤振是动力学模型中的基础振

动，对航空发动机产生耦合激励，若航空发动机转

子为具有偏心的电机模型，则机翼和转子耦合动力

学方程为：

（Ｍ＋ｍ）̈ｚ＋ｃｚ＋ｋｚ＋ｍｌ２（θ
¨ｓｉｎθ＋θ·ｃｏｓθ）＝

　（Ｍ＋ｍ）ａω２ｃｏｓωｔ

ｌ２
３ｍθ

¨ ＋ｃ１θ
·＋１２ｍｌｓｉｎθ（̈ｚ－ａω

２ｃｏｓωｔ）＋

　１２ｍｇｌｓｉｎθ＝













 ０

（２２）

发动机转子扭振位移θ＝θ０＋φ是参数振动方

程的变量，对转子扭振动扼制是航空动力关注的问

题之一．

利用Ｌｉａｐｕｎｏｖ－Ｆｌｏｑｕｅｔ变换法可以解决时变

系统转换成时不变系统的问题．由于系统的极点分

布于复平面的右半平面，系统将在激励的作用下产

生增幅正弦振荡现象，并且极点靠近单位圆，系统

不稳定．

为了改善控制系统稳定性，在主动振动控制系

统设计中，取理想极点为 ｓ１ ＝－２＋２ｉ，ｓ２ ＝－２－

２ｉ，并且选取状态反馈控制律为式（１７）所示．通过

极点分配，得到该系统的状态反馈矩阵向量 Ｋ．构

成的反馈闭环系统框如图４所示．

７１２
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图４　状态负反馈闭环系统图

Ｆｉｇ．４　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

所建的主动控制系统结构示意如图５所示．其
中φ（ｔ）为角振动传感器测得的转子扭振动位移，ｚ
（ｔ）为Ｌ－Ｆ变换后状态变量，Ｋ为状态反馈向量，ｖ
为系统输入．

图５　主动控制系统构成

Ｆｉｇ．５　Ａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｔｏｒｓｉｏａｎｌｖｉｂｔａｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

主动扭振控制系统阶跃响应性能如图６所示．
从系统阶跃特性可知，响应经过上升后很快达到稳

定，极点配置对系统稳定性起到了很好的效果．

图６　极点配置后系统阶跃响应图

Ｆｉｇ．６　Ｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅａｆｔｅｒｒｅｓｅｔｉｎｇｐｏｌｅｐｏｓｉｔｉｏｎ

５　结论

本文对机翼与航空发动机转子非线性参数振

动系统模型，利用 Ｌｉａｐｕｎｏｖ－Ｆｌｏｑｕｅｔ数学变换，将
它转化成一个线性系统；采用极点配置方法，对变

换后系统引入反馈环节，最后实现主动参数扭振动

控制．所构成主动参数扭振动控制系统，对转子扭

振起到了有效的扼制作用，并具有良好的稳定性．
因此，进一步对其主动控制理论和实践的研究，可

为改善飞机动力学特性研究提供了一种新的尝试．

参　考　文　献

１　ＭａｒｇｈｉｔｕＤＢ，ＳｉｎｈａＳＣ，ＢｏｇｈｉｕＤ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｃｏｎｔｒｏｌ

ｏｆａｐａｒａｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｅｘｃｉｔｅｄｒｏｔａｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ．ＰａｒｔＩ：Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ａｎａｌｙｓｉｓ．ＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，１９９８，８：５～１８

２　ＡｎｄｅｒｓｏｎＧＬ，ＴａｄｊｂａｋｈｓｈＩＧ．ＳｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆＺｉｅｇｌｅｒ’ｓ

ｐｅｎｄｕｌｕｍｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌｃｏｎｔｒｏｌ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，１９８９，

１４３：１９８～２２３

３　ＳｉｎｈａＳＣ，ＰａｎｄｉｙａｎＲ，ＢｉｂｂＪＳ．ＬｉａｐｕｎｏｖＦｌｏｑｕｅｔｔｒａｎｓ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎ：ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｐｅｒｉｏｄｉｃｓｙｓ

ｔｅｍｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＡｃｏｕｓｔｉｃｓ，１９９６，１１８：２０９

～２１９

４　ＭｏｒｉＳ，ＮｉｓｈｉｈａｒａＨ，ＦｕｒｕｔａＫ．Ｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｍｅｃｈａｎｎｉｃａｌ

ｓｙｓｔｅｍ，ｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｐｅｎｄｕｌｕｍ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｃｏｎｔｒｏｌ１９７６，２３：６７３～６９２

５　王炜，张琪昌，田瑞兰．两自由度强非线性振动系统的渐

近解及分岔分析，振动与冲击，２００８，２７（５）：１３０～１３３

（ＷａｎｇＷ，ＺｈａｎｇＱＣ，ＴｉａｎＲｌ．Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｓｔｒｏｎｇｌｙｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｗｏｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

ａｎｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＳｈｏｃｋ，

２００８，２７（５）：１３０～１３３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

６　李友善．自动控制原理．北京：国防工业出版社．２００５

（ＬｉＹＳ．Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓｏｆａｕｔｏｍａｔｉｃｃｏｎｔｒｏｌ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｎａｔｉｏｎａｌ

ＤｅｆｅｎｓｅＩｎｄｕｓｔｒｙＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＨｏｕｓｅ，２００５

７　于霞，刘建昌，李鸿儒．时变系统控制方法综述．控制与

决策．２０１１，２６（９）：１２８１～１２８７（ＹｕＸ，ＬｉｕＪＣ，ＬｉＨ

Ｒ．Ｍｅｔｈｏｄｓｏｆｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓ．Ｃｏｎｔｒｏｌ

ａｎｄＤｅｃｉｓｉｏｎ，２０１１，２６（９）：１２８１～１２８７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　王孝武，张晓江，现代控制理论基础．北京：机械工业出

版社．２００６（ＷａｎｇＸＷ，ＺｈａｎｇＸＪ．Ｍｏｄｅｒｎｃｏｎｔｒｏｌｔｈｅｏ

ｒｙ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＩｎｄｕｓｔｒｙＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＨｏｕｓｅ，２００６

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　吴宇．系统函数Ｈ（Ｓ）的极点位置分布对系统时域特性

的影响．潍坊高等职业教育，２００５，１（２）：１７～１９（Ｗｕ

Ｙ．Ｓｙｓｔｅｍｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ’ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｎｄｉｆｆｉ

ｅｒｅｎｔｐｏｌｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍｆｕｎｃｔｉｏｎＨ（Ｓ）．ＨｉｇｈｅｒＶｏｃａ

ｔｉｏｎａｌＥｄｕｃａｔｉｏｎ，２００５，１（２）：１７～１９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１０　肖建，张友刚．线形系统理论．成都：西南交通大学出

版社，２０１１（ＸｉａｏＪ，ＺｈａｎｇＹＧ．Ｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｔｈｅｏｒｙ．

Ｃｈｅｎｇｄｕ：ＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＨｏｕｓｅ，

８１２



第３期 傅晨宸等：参数振动主动控制系统研究

２０１１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　ＳｉｎｈａＳＣ，ＢｅｒｌｉｏｚＡ，ＲＤｕｆｏｕｒ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｉｎａｎｏｎｌｉｎ

ｅａｒａｕｔｏｐａｒａｍｅｔｒｉｃｓｙｓｔｅｍｕｓｉｎｇｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２０００，２３：１７５～１８７

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ１５Ｊｕｎｅ２０１４，ｒｅｖｉｓｅｄ１６Ｊｕｌｙ２０１４．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０８７２１５６，８１０７１１５０），ａｎｄｔｈｅＡｖｉａｔｉｏｎＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ
（２０１１１３９６０１１）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｈｄｉｓｈａｎ＠ｓｈｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＳＴＵＤＹＯＮＡＣＴＩＶＥＣＯＮＴＲＯＬＦＯＲＰＡＲＡＭＥＴＲＩＣＶＩＢＲＡＴＩＯＮＳＹＳＴＥＭ

ＦｕＣｈｅｎｃｈｅｎ　ＨｕａｎｇＤｉｓｈａｎ

（ＳｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈｔｒｏｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＳｈａｎｇｈａｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２０００７２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　ＡｐａｒａｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗａｓｔｒａｎｓｆｅｒｒｅｄｉｎｔｏａｌｉｎｅａｒｔｉｍｅｉｎｖａｒｉａｎｔｓｙｓｔｅｍｂｙａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅＬｉａ
ｐｕｎｏｖＦｌｏｑｕｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ａｆｔｅｒｒｅｓｅｔｔｉｎｇｔｈｅｐｏｌｅｚｅｒｏｅｓｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ａｎａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｐａｒａｍｅｔｒｉｃ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗａｓｏｂｔａｉｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｓｔａｂｌｅｒｅｓｐｏｎｓｅ．Ａｃｏｕｐｌｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｏｆａｅｒｏｐｌａｎｅｗｉｎｇａｎｄｒｏｔｏｒ
ｉｎａｔｕｒｂｉｎｅｅｎｇｉｎｅｗａｓｇｉｖｅｎ，ａｎｄａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｏｒｐａｒａｍｅｔｒｉｃｔｏｒｓｉｏｎａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅ
ｓｕｌｔｏｆｓｔａｂｌｅｓｙｓｔｅｍｗｅｒｅｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎ，　ＬｉａｐｕｎｏｖＦｌｏｑｕｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，　ｐｏｌｅｚｅｒｏｒｅｓｅｔ，　ａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ，　ｔｕｒｂｉｎｅ
ｒｏｔｏｒ

９１２


