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一个粘弹性振子的动力学与控制
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摘要　本文详细分析了一个具有粘弹性项的非线性振子的动力学与控制．首先研究了系统平衡点的稳定

性，表明系统存在复杂的无界动力学行为．然后引入时滞速度反馈对这个不稳定系统进行控制．研究结果表

明速度反馈控制能镇定此不稳定的粘弹性系统．适当的选择控制增益和控制时滞，控制系统有稳定的平衡

点，由Ｈｏｐｆ分岔产生的周期解，拟周期解，并能展现出复杂的混沌解．数值模拟验证了结论的正确性．

关键词　稳定性，　粘弹性，　余维２分岔，　时滞，　Ｈｏｐｆ分岔

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３１０４

引言

粘弹性物质在很多领域被广泛应用，如结构振

动抑制，振动系统，生物力学等［１－７］．在线性弹性理
论中，一维粘弹性模型的本构关系可以写成如下的

形式［８－１０］，

σ（ｔ）＝Ｅ［ｅ（ｔ）－∫
ｔ

０
Γ（ｔ－τ）ｅ（τ）ｄτ］， （１）

其中σ是应力，Ｅ是瞬时杨氏模量，ｅ是应变，Γ（ｔ
－τ）是材料的松弛核函数，反应过去状态对现在
动力学的影响．由于引入了松弛项，系统的发展变
化不仅和当前时刻的状态有关，而且也和当前时刻

之前的若干状态有关，其动力学特性具有许多新特

点．橡胶材料和沥青是典型的粘弹性体，这些粘弹
性系统的柔度是十分强的，具有很小的刚度，通常

会产生非常大的变形，因此平衡点的稳定性一般不

容易保持．为了镇定这样的系统，动力学控制就十
分必要．时滞状态反馈是进行系统动力学控制的有
效方法之一，由于实现起来简单并具有可操作性，

因此得到了广泛的关注［１１］．本文考虑如下的通过
粘弹性弹簧连接的广义粘弹性振子的运动，

ｘ̈＋ｂｘ＋∫
ｔ

－∞
Ｆ（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ＋βｘ３ ＝０， （２）

其中ｂ＞０，０＜β≤１，Ｆ（ｓ）是定义在［０，＋∞）上的
非负有界核函数，来反映过去状态对现在动力学的

影响．根据接下来第１节的分析，方程（２）的零平

衡点是不稳定的．本文以这个不稳定的粘弹性系统
为研究对象，阐述时滞控制的有效性，并分析时滞

反馈对模型动力学的影响．

１　未控制系统的稳定性分析

弱核函数Ｆ（ｓ）＝αｅ－αｓ（α＞０）是常见的粘弹
性松弛函数之一，在许多的系统中都有应用．简单
起见，本文考虑弱核函数．将Ｆ（ｓ）＝αｅ－αｓ代入到方
程（２）中得到，

ｘ̈＋ｂｘ＋∫
ｔ

－∞
αｅ－α（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ＋βｘ３ ＝０， （３）

令

ｕ（ｔ）＝∫
ｔ

－∞
αｅ－α（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ （４）

则

ｕ′（ｔ）＝αｘ（ｔ）－αｕ（ｔ）． （５）
引入一个新的变量ｕ，则方程（３）在零平衡点处的
线性化方程为

ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝－ｂｘ（ｔ）－ｕ（ｔ）
ｕ（ｔ）＝αｘ（ｔ）－αｕ（ｔ

{
）

． （６）

相应的特征多项式为：

λ３＋αλ２＋ｂλ＋α（ｂ＋１）＝０． （７）
由于ｂ＞０，α＞０，由 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ准则，当 ｂ＞（１
＋ｂ）时，方程（７）的所有特征根具有负实部．显然，
这个条件是不满足的，这意味着系统（２）的零平衡
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点是不稳定的．

２　时滞速度反馈控制

本节将时滞速度反馈Ａｘ（ｔ－τ）项引入到系统
（３）中，则控制系统方程可以表示为：

ｘ̈＋ｂｘ＋∫
ｔ

－∞
αｅ－α（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ＋βｘ３＋

　Ａｘ（ｔ－τ）＝０． （８）
方程（８）的特征方程如下

λ３＋（Ａｅ－λτ＋α）λ２＋（αＡｅ－λτ＋ｂ）λ＋
　ｂα＋α＝０ （９）

方程（９）是超越方程，具有无穷多个根．我们将分
析特征根的分布，并给出系统的稳定性边界．

当τ＝０时，方程（９）可以写成

λ３＋（Ａ＋α）λ２＋（αＡ＋ｂ）λ＋α（ｂ＋１）＝０
（１０）

由Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒｗｉｔｚ准则，如果
Ａ＋α＞０，Ａ２α＋Ａα２＋Ａｂ＞α，αＡ＋ｂ＞０ （１１）

时（８）的平衡点是渐近稳定的．而当时滞τ从０开
始增加，当系统的纯虚根出现时，平衡点的稳定性

将会发生改变．由于 ｂα＋α＞０，λ＝０不是方程的
根．令λ＝±ｉω（ω＞０）是方程（１０）的一对共轭纯
虚根，并代入（１０）得到

槡Ｗｓｉｎ（φ）＝ω（ω
２－ｂ），

槡Ｗｃｏｓ（φ）＝－α（ω
２－ｂ－１） （１２）

其中 φ＝ωτ＋θ，槡Ｗ＝ Ａ２ω４＋α２Ａ２ω槡
２，ｃｏｓ（θ）＝

Ａω２ 槡／Ｗ，ｓｉｎθ＝αＡω槡／Ｗ．
方程（１２）中消去τ得

Ｇ（Ｙ）＝Ｙ３＋ｃＹ２＋ｄＹ＋ｇ＝０ （１３）
这里Ｙ＝ω２，ｃ＝α２－Ａ２－２ｂ，ｄ＝ｂ２－２α（ｂα＋α）－

α２Ａ２，ｇ＝（ｂα＋α）２．由于 Ｙ＝ω２是正实数，故只有
方程（１３）的正实根是我们要研究的．令 Ｙ１，Ｙ２，Ｙ３
是方程（１３）的三个根，则有下面的关系成立［１２］：Ｙ１
＋Ｙ２＋Ｙ３＝－ｃ，Ｙ１·Ｙ２·Ｙ３＝－ｇ．定义

ｐ＝３ｄ－ｃ
２

３ ，ｑ＝２２７ｃ
３－ｃｄ３＋ｇ，

Δ＝ ｑ[ ]２
２

＋ ｐ[ ]３
３

．

对于方程（１３）的根，我们下面的结论［１２］．
Ｃａｓｅ（１）：当Δ＞０时，方程（１３）有一个实根

和一对共轭虚根．由于 ｇ是正实数，可以很容易地
看出方程（１３）的实根在 Δ＞０时是负的，即此种情

况方程（１３）没有正实根．
Ｃａｓｅ（２）：当Δ＜０时，方程（１３）有如下三个

不同实根

Ｙｍ＝２槡Ｂｃｏｓ
β＋２ｍπ
３ －ｃ３，ｍ＝０，１，２ （１４）

其中，Ｂ＝｜ｐ｜／３，ｃｏｓβ＝（－ｑ／２）／Ｂ，ｓｉｎβ＝ －槡 Δ／
Ｂ，ａｎｄ０＜β＜π．
进而，简单计算得到，如果

０＜ｃ／３＜槡Ｂ或槡Ｂ＜－ｃ／３＜２槡Ｂ， （１５）
则（１３）有两个正实根

　Ｙ１＝２槡Ｂｃｏｓ
β
３－

ｃ
３，Ｙ２＝２槡Ｂｃｏｓ

β＋４π
３ －ｃ３．

（１６）
并且Ｙ１＞Ｙ２＞０．

将ω１＝ Ｙ槡 １，ω２＝ Ｙ槡 ２代入方程（１２）得到两
组临界时滞

τ１ｊ＝
１
ω１
（θ＋φ１＋２ｊπ），τ２ｊ＝

１
ω２
（θ＋φ２＋２ｊπ），

　　　ｊ＝０，１，２，… （１７）
其中φ１，φ２∈［０，２π］由方程（１２）得到．

从方程（１３）得到 Ｇ′（ω１）＞０，Ｇ′（ω２）＜０，这
说明当时滞通过临界时滞 τ１ｊ（或 τ２ｊ）时，方程（９）

将增加（或减少）两个具有正实部的特征根［１３］．因
此当时滞τ从０增大时，系统将发生稳定性切换．
则存在一个正整数Ｊ，当

τ∈［０，τ１，０）∪［τ２，０，τ１，１）∪…∪［τ２，Ｊ－１，τ１，Ｊ），

（１８）
使得方程（９）的所有根都具有负实部．而当

τ∈［τ１，０，τ２，０）∪（τ１，１，τ２，１）∪…∪（τ１，Ｊ－１，

τ２，Ｊ－１）∪（τ１，Ｊ，＋∞）． （１９）

图１　方程（８）零平衡点的稳定区域（阴影部分）

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｒｅｇｉｏｎｓ（ｓｈａｄｅｄ）ｏｆｔｒｉｖｉａｌｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆＥｑ．（８）

方程（９）至少有一个正实部的根．图１画出了

１１２
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系统的稳定和不稳定区域．
从上面的分析可知，当 τ＝０时方程在 Ａ和 τ

满足条件（１１）时是渐近稳定的，它将继续保持稳
定，直到 τ增加到使方程（９）具有零实部的特征
根．定义τｃ＝ｍｉｎ（τｉｊ），当τ∈［０，τｃ）时，方程（９）的
所有根都具有负实部，而方程（９）在 τ＝τｃ处有一
对纯虚根±ｉωｃ．故当τ∈［０，τｃ）时，方程（８）在０平
衡点是渐近稳定的，在τ＝τｃ处将发生Ｈｏｐｆ分岔．

３　Ｈｏｐｆ和余维２分岔

上一节的分析指出，当τ＝τｃ时方程（８）将发生

Ｈｏｐｆ分岔．Ｈｏｐｆ分岔的方向和分岔周期解的稳定性
可以通过规范型理论和中心流形定理［１４］来研究．然
而需要大量的符号计算．因此，本文略去具体的分析
细节，而只给出数值模拟．在方程（８）中选取参数 ｂ
＝１，α＝０．１，β＝０．０１时，用数学软件ＸＰＰ［１５］模拟出
方程的解的情况．当Ａ＝０，方程（８）的解是无界的，
如图２（ａ）所示．当Ａ＝１，τ＝０时，系统的零平衡点
是稳定的（图２（ｂ））．当τ＝１．６时，零平衡点失去其
稳定性并产生了周期解（图２（ｃ））．

图２　方程的时间历程

Ｆｉｇ．２　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆＥｑ．（８）

对于一些给定的反馈参数和时滞，系统的特征

方程可能含有两对纯虚根±ｉω１，±ｉω２这对应于图
１中曲线的交叉点．在这些交叉点附近可能会导致
更复杂的动力学行为．这里研究共振 Ｈｏｐｆ－Ｈｏｐｆ
分岔的情形：即假设两个 Ｈｏｐｆ分岔的频率满足

ω１：ω２＝ｍ：ｎ，ｍ，ｎ∈Ｚ，其中Ｚ是正整数．充分条件
是时滞τ在两个分岔中有相同的值，即

ａｒｃｔａｎ
ω１（ω

２
１－ｂ）

α（ｂ＋１－ω２１）
－ａｒｃｔａｎα

ω１
＝

　ｍｎ ａｒｃｔａｎ
ω２（ω

２
２－ｂ）

α（ｂ＋１－ω２２）
－ａｒｃｔａｎα

ω[ ]
２

（２０）

一般地，并不能从 Ｅｑ．（２０）解出具体的频率
值，但是可以通过数值模拟的形式计算出来．图３
给出了一些共振Ｈｏｐｆ－Ｈｏｐｆ分岔交叉点情况．图３
中两个曲线的交点就是余维２分岔点．

图３　当α＝０．０５，ｂ＝１时，ＨｏｐｆＨｏｐｆ分岔交叉点（ａ）ω１：ω２＝２：１，

（ｂ）ω１：ω２＝３：２，（ｃ）ω１：ω２＝３：１，（ｄ）ω１：ω２＝４：１

Ｆｉｇ．３　ＨｏｐｆＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｓｗｈｅｎ（ａ）ω１：ω２＝２：１，

（ｂ）ω１：ω２＝３：２，（ｃ）ω１：ω２＝３：１，（ｄ）ω１：ω２＝４：１

图４　系统在余维２分岔附近的拟周期解．（ａ）相平面；

（ｂ）Ｐｏｉｎｅｃａｒé截面图

Ｆｉｇ．４　Ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｏｕｎｄｔｈｅｃｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎ－２

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔ

系统在 ＨｏｐｆＨｏｐｆ分岔附近的动力学行为是
非常复杂的．稳定的拟周期解和不稳定的解都可能
存在，在方程中取一组参数 ｂ＝２，α＝０．１，β＝０．３，

２１２
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Ａ＝０．７７５，τ＝３时，数值模拟出方程的解如图４所
示，方程的解是拟周期解，其 Ｐｏｉｎｃａｒé截面是一族
离散点组成的封闭圆环．

而当方程中取参数 ｂ＝１，α＝０．１，β＝０．０１，Ａ
＝１，τ＝２．８时，产生了混沌吸引子，其相面图和
Ｐｏｉｎｅｃａｒé截面（ ＝｛（ｘ（ｔ－τ），ｘ）：（ｘ＝０，̈ｘ＞
０）｝）图见如图５所示．

图５　系统（８）在余维２分岔附近的混沌解．（ａ）相平面；

（ｂ）Ｐｏｉｎｅｃａｒé截面图

Ｆｉｇ．５　ＣｈａｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＥｑ．（８）ｎｅａｒｃｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎ－２ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

ｐｏｉｎｔ（ａ）ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｐｌｏｔ；（ｂ）Ｐｏｉｎｅｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｐｌｏｔ

４　结论

本文研究了一个具有粘弹性项的非线性振子

的动力学与控制．此粘弹性系统具有复杂的无界行
为．由于许多真实的粘弹性可以根据先前的状态
来调节现在的状态，为了模拟更实际的系统状况，

文中引入了延迟状态反馈来控制此模型．研究表
明时滞速度反馈控制能有效镇定此系统，是一个简

单有效的稳定性控制方案．文中还研究了系统的
Ｈｏｐｆ分岔和余维２分岔，并通过数值模拟得到了
反馈控制系统复杂的动力学行为．研究表明控制模
型有渐近稳定的平衡点，周期解，拟周期解，以及复

杂的混沌解．这说明时滞状态反馈可以有效地控制
粘弹性系统模型．
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