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摘要　在飞机结构设计中，非线性因素不可避免．本文以高超音速流下的，在俯仰自由度上含有立方非线性

刚度的二元机翼为研究对象，采用平均法及颤振理论研究了超高速飞机机翼的非线性动力学行为，并通过

数值计算验证了理论计算的正确性，给出了对比分析结果．

关键词　高超音速，　非线性，　二元机翼，　平均法

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１４０４８

引言

随着我国高超声速飞行器的迅速发展，飞行器

气动弹性设计越来越受到关注．对于一定结构的弹
性体，其空气动力将会随着气流流速的增加而增

加，而结构的弹性刚度却与气流的速度无关，所以

存在一定的临界风速，在这种速度下结构是不稳定

的［１］．从稳定性这个角度出发，将这种不稳定性可
区分为静不稳定性和动不稳定性，前者主要指扭转

变形，后者主要指颤振．传统的气动弹性分析主要
在频率域内进行［２］．Ｔｈｅｏｄｏｒｓｏｎ运用非定常理论导
出了在不可压缩流中作简谐运动的二元平板的气

动力表达式，后人结合 ＶＧ法、ＰＫ法等颤振分析
方法，广泛地用于低速气动弹性问题的计算和分

析，基于线化理论的升力面方法也被广泛地用来计

算机翼作简谐运动的频域气动力［３］．频域方法的优
点是可以方便地与传统控制理论相结合，能够给出

系统整体特性的描述，并且计算量少．缺点是由于
运用了很多的线性化假设，很难处理跨音速、高超

音速、大攻角等含有强气动力非线性系统的大变

形、间隙、摩擦等结构非线性的气动弹性问题［４，５］．
随着计算机性能的大幅提高，系统的时域仿真技术

被广泛地用于气动弹性的响应模拟［６］．由于时域气
动弹性的建模比较方便，相对于频域而言更容易实

现结构模块、气动模块（气动力求解）和控制模块

的结合，时域方法已经成为解决非线性气动弹性的

主流方法［７，８］．

１　非线性动力学建模

本章所用的模型是具有两个自由度，弦长为

２ｂ、宽度为一个单位长度的二元翼段．两个自由度
分别是：机翼刚心的垂直位移 ｈ，机翼绕刚心的转
角α．翼段分别由一个线弹簧和一个盘旋弹簧连接
在刚心Ｅ点，其中俯仰方向的盘旋弹簧带有立方非
线性刚度．如图１所示，Ｅ点在翼弦中点后 εｂ处，
重心到弹性轴的距离以ｘαｂ表示．

图１　二元机翼的动力学模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｄｙｍａｎｉｃｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｔｗｏｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍａｉｒｆｏｉｌ

运用拉格朗日方程［７］可以得到系统的无量纲

方程为：

ξ＋χαα＋（珚ω／Ｕ）
２ξ＝Ｌ

χαξ＋γ
２
αα＋γ

２
α（１／Ｕ）

２α＋γ２α（Ｇ／Ｕ）
２α３＝Ｍ（１）

其中：
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Ｌ＝１
μ０
（α－ξ－εα）

Ｍ＝１
μ０
［（α＋ξ）ε－（１３＋ε

２）α］

令：

ξ＝ｘ１，ξ＝ｘ２，α＝ｘ３，α＝ｘ４
取：　χα＝０．２５，γ

２
α＝０．２５，珚ω＝１／２

忽略ε的二次项，于是可以得到系统的典则方程：
ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝－ａ１ｘ１＋ａ２ｘ３＋εＦ１
ｘ３＝ｘ４
ｘ４＝ａ３ｘ１－ａ４ｘ３＋εＦ２ （２）

其中：

ａ１＝ａ３＝
１
３Ｕ２

ａ２＝
１
３Ｕ２
＋４３μ０

ａ４＝
４
３Ｕ２
＋４３μ０

Ｆ１＝
４
３μ０
［（－μｘ２＋

μ
３ｘ４＋

Ｇμμ０
４Ｕ２
ｘ３３）－

　（ｘ４＋ｘ３＋ｘ２）］

Ｆ２＝
４
３μ０
［（μｘ２－

４μ
３ｘ４－

Ｇμμ０
Ｕ２
ｘ３３）＋

　（ｘ４＋４ｘ３＋４ｘ２）］
通过平均法求解，可以得到标准方程：

ｄＡｋ
ｄｔ＝

ε
Δ′ｋ∑ｓ Ｆｓψｓｋ（θｋ）＝εｋ（Ａ，θ）

ｄθｋ
ｄｔ＝λｋ－

ε
Δ′ｋＡｋ∑ｓ Ｆｓψ


ｓｋ（θｋ）＝λｋ－εｋ（Ａ，θ）

Δ′ｉ＝１＋
１
ａ２ａ３
（ａ１－λ

２
ｉ）
２ （３）

对方程（３）采用Ｋ－Ｂ变换：
Ａｋ＝ｙｋ＋εＵｋ（ｔ，ｙ，θ）

θｋ＝ωｔ＋ｋ＋εＶｋ（ｔ，ｙ，θ） （４）
要求新的变量ｙｋ，ｋ的导数为

ｄｙｋ
ｄｔ＝εＹｋ（ｙ，θ）＋ε

２Ｙｋ（ｔ，ｙ，θ，ε）

ｄｋ
ｄｔ＝εＺｋ（ｙ，θ）＋ε

２Ｚｋ（ｔ，ｙ，θ，ε） （５）

其中Ｙｋ，Ｚｋ不显含 ｔ，Ｕｋ，Ｖｋ，Ｙｋ 和 Ｚｋ 为以２π为
周期的周期函数．

只考虑ε的一次项，经计算可以得到系统的定
常解方程：

Ａ１
２Δ′１μ０

｛［
１
ａ２
（
１３μ
９ －１）（ａ１－λ

２
１）－３］（

ａ１－λ
２
１

ａ３
＋１）｝＝Ｅ１ｃｏｓ（２－１）－Ｆ１ｓｉｎ（２－１），

－２Ａ１
λ１Δ′１μ０ａ１

（ａ１－λ
２
２）（
ａ１－λ

２
１

ａ３
＋１）－

　
９Ｇμ（ａ１－λ

２
２）

８Ｕ２λ１ａ
３
２
（
ａ１－λ

２
１

ａ３
＋１）＝

　Ｅ１ｓｉｎ（２－１）＋Ｆ１ｃｏｓ（２－１） （６）

Ａ２
２Δ′２μ０

｛［
１
ａ２
（
１３μ
９ －１）（ａ１－λ

２
２）－３］（

ａ１－λ
２
２

ａ３
＋１）｝＝Ｅ２ｃｏｓ（１－２）－Ｆ２ｓｉｎ（１－２），

－２Ａ２
λ２Δ′２μ０ａ２

（ａ１－λ
２
１）（
ａ１－λ

２
２

ａ３
＋１）－

　
９Ｇμ（ａ１－λ

２
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３
２

（
ａ１－λ

２
２

ａ３
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　Ｅ２ｓｉｎ（１－２）＋Ｆ２ｃｏｓ（１－２） （７）
连立式（６）、（７），于是可以得到：

ｂ２２Ａ
２
２－２ｂ２ｂ３Ａ

４
２＋ｂ

２
３Ａ
６
２－（ｂ２Ａ１＋ｂ３Ａ

３
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　ｂ４Ａ
２
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２
２）
２＝０
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２
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４
１＋ｃ

２
３Ａ
６
１－（ｃ２Ａ２＋ｃ３Ａ

３
２＋

　ｃ４Ａ
２
２Ａ１－ｃ５Ａ２Ａ

２
１）
２＝０

ｂ２＝
２
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２
１）（
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２
２

ａ３
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２
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２
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２
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２
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２
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２
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３
２
（
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２
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ｃ４＝
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２
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２
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３
２
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２
１
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ａ３
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２　理论与数值分析对比

从理论上分析系统的共振响应特性，采用分析

参数如下：

χα＝０．２５，

２０２
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γ２α＝０．２５，

珚ω＝１，

μ０＝２３５，

ε＝０．１
Ｇ＝５０．
将参数代入式（８），可以分别得到系统沉浮自

由度以及俯仰自由度的共振响应随速度的变化曲

线，图２显示的是当无量纲速度Ｖ在区间１５＜Ｖ＜
６５上时，系统的主共振响应随Ｖ的变化关系曲线．

图２　系统的偏航（ａ）、俯仰（ｂ）共振响应随速度的变化曲线

Ｆｉｇ．２　ｔｈｅｙａｗ（ａ）ａｎｄｐｉｔｃｈ（ｂ）ｒｅｓｏｎａｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐｅｅｄ

从图中可知：振幅 Ａ从 Ｖ＝１８开始一直随 Ｖ
增大而增加，至Ｖ＝４８时，此时沉浮自由度幅值与
俯仰自由度幅值同时出现峰值，幅值分别为０．２６，
０．４１，随后逐渐减小，并出现了多值现象．

采用数值计算方法分析系统颤振幅值与速度

的相关特性，如图３、图４所示．

图３　Ｖ从正向计算时系统偏航（ａ）、俯仰（ｂ）幅值随速度变化曲线

Ｆｉｇ．３　ｙａｗ（ａ）ａｎｄｐｉｔｃｈ

（ｂ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｗｈｅｎｓｐｅｅｄｆｒｏｍｔｈｅｆｏｒｗａｒｄｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

图４　Ｖ从反向计算时系统偏航（ａ）、俯仰（ｂ）幅值随速度变化曲线

Ｆｉｇ．４　ｙａｗ（ａ）ａｎｄｐｉｔｃｈ

（ｂ）ａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｗｈｅｎｓｐｅｅｄｆｒｏｍｔｈｅｒｅｖｅｒｓｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

对比理论和数值模拟的颤振曲线，可以得到以

下分析结果：

（１）理论计算的沉浮自由度最大幅值０．２６比
数值模拟的最大幅值０．２７３偏小；俯仰自由度最大
幅值０．４１比数值模拟的最大幅值０．４３８４偏小，但
基本接近．

（２）数值模拟振幅在无量纲速度达到 ５３．３４
时，突然下降至０，而不再进行颤振，而理论结果则
在无量纲速度经过４８后，开始逐渐减小．

（３）结合反向计算模拟的变化曲线很好的反
应了解析结果的多值现象，但幅值的跳跃点还是有

一定的差异．

３０２
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（４）平均法计算的共振响应随速度的变化曲
线与数值模拟的结果从定性和定量的角度都吻合

得较好．

３　结论

本文以高超音速为来流的环境下，在俯仰自由

度带有非线性立方刚度的二元机翼为模型，主要研

究了系统的颤振问题．分别运用平均法及数值计算
求得了系统的共振响应随速度的关系曲线，对比结

果表明理论与数值计算结果吻合得较好，系统颤振

幅值与颤振区间基本相符．
运用平均法理论得到的解析结果还可以作解

的稳定性分析，从而更好的解释系统的非线性特

性，本文的结论可以为高超音速机翼的动力学分析

提供一定的理论依据．
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