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基于无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法
求解带源参数瞬态热传导问题
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摘要　基于无网格自然邻接点ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法，本文建立了一种求解带源参数瞬态热传导问题的新方法．

为了克服移动最小二乘近似难以准确施加本质边界条件的缺点，采用了自然邻接点插值构造试函数．在局

部多边形子域上采用局部 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ方法建立瞬态热传导问题的积分弱形式．这些多边形子域可由

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形创建．时间域则通过传统的两点差分法进行离散．最后通过算例验证了该数值算法的有效性

和正确性．

关键词　热传导问题，　源参数，　无网格法，　局部ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法，　自然邻接点插值
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引言

随着时间变化，不同场点上的温度场随时间而

变化，这种传热问题被看作瞬态热传导问题．瞬态

热传导问题是实际工程中十分普遍的现象，很多学

者都对其进行了分析．由于结构的形状以及变温条

件的复杂性，要精确地确定温度场主要依赖于数值

模拟的方法［１２］．近年来，随着无网格方法的迅速发

展，无网格方法正以其独特优势在热传导问题的研

究中得到了广泛的应用［３７］．

无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法［８，９］本质

上是基于自然邻接点插值的无网格局部 Ｐｅｔｒｏｖ

Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ＭｅｓｈｌｅｓｓＬｏｃａｌＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ，ＭＬＰＧ）

法．这种方法不仅具有自然元法易于施加本质边界

条件的优点，而且还具有 ＭＬＰＧ法的一些优良特

性．在这种方法中，任意节点的子域是由以该节点

为公共顶点的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形构成的多边形区

域．此外，采用有限元法的三节点三角形单元的形

函数作为权函数，可以降低域积分中被积函数的阶

次，提高了计算效率．本文尝试将无网格自然邻接

点ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法应用于带源参数瞬态热传导

问题的求解计算．首先通过变换将此类带源参数的

热传导问题转化为标准的热传导控制方程形式，然

后基于无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法理论

详细推导了相应的计算公式．最后，典型算例的计

算和对比分析验证了应用无网格自然邻接点

ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法分析带源参数瞬态热传导问题的

有效性．

１　自然邻接点插值

自然邻接点插值是基于著名的Ｖｏｒｏｎｏｉ结构和

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形网格．按插值基函数的不同，自然

邻接点插值可分为 Ｓｉｂｓｏｎ插值［８１０］和 Ｌａｐｌａｃｅ插

值［１１－１４］．本文采用Ｓｉｂｓｏｎ插值．

一阶Ｖｏｒｏｎｏｉ结构定义：到节点 ｘＩ的距离小于

到其它任何节点 ｘＪ的距离的区域的集合．其数学

表达为

ＴＩ＝｛ｘ∈Ｒ
２：ｄ（ｘ，ｘＩ）＜ｄ（ｘ，ｘＪ），Ｊ≠Ｉ｝（１）

式中，ｄ（ｘ，ｘＩ）为点ｘ与节点ｘＩ的距离．此外，二阶

Ｖｏｒｏｎｏｉ结构ＴＩＪ的数学表述为：

ＴＩＪ＝｛ｘ∈Ｒ
２：ｄ（ｘ，ｘＩ）＜ｄ（ｘ，ｘＪ）＜ｄ（ｘ，ｘＫ），

　　Ｊ≠Ｉ≠Ｋ｝ （２）

在几何意义上，ＴＩＪ是那些以 ｘＩ为最近点，以 ｘＪ为

第二近点的空间点的位置集合．

当采用Ｓｉｂｓｏｎ插值时，点 ｘ对节点 ｘＩ的形函

数Ｉ（ｘ）定义为
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Ｉ（ｘ）＝
ＡＩ（ｘ）

∑
ｎ

Ｊ＝１
ＡＪ（ｘ）

（３）

式中，ＡＩ（ｘ）为点 ｘ与节点 ｘＩ的二阶 Ｖｏｒｏｎｏｉ结构
ＴｘＩ的面积．

定义了各节点的插值函数后，点ｘ的温度类似
于有限元法可写为

ｕ（ｘ）＝∑
ｎ

Ｉ＝１
Ｉ（ｘ）ｕＩ （４）

式中，ｕＩ（Ｉ＝１，２，…，ｎ）是点 ｘ周围自然邻节点 Ｉ
的温度，Ｉ（ｘ）为对应节点的形函数．

２　控制方程及其局部弱形式

考虑如下的带源参数 ｐ（ｔ）的二维瞬态热传导
问题

ｕ
ｔ
＝２ｕ＋ｐ（ｔ）ｕ＋φ（ｘ，ｙ，ｔ）

　　０ｘ，ｙ１，０ｔ
}

Ｔ
（５）

式中，２＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
为拉普拉斯算子．

初始条件为

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｆ（ｘ，ｙ）　（０ｘ，ｙ１） （６）
边界条件为

ｕ（０，ｙ，ｔ）＝ｇ０（ｙ，ｔ）　（０ｔＴ，０ｙ１）（７）
ｕ（１，ｙ，ｔ）＝ｇ１（ｙ，ｔ）　（０ｔＴ，０ｙ１）

（８）
ｕ（ｘ，０，ｔ）＝ｈ０（ｘ，ｔ）　（０ｔＴ，０ｘ１）（９）
ｕ（ｘ，１，ｔ）＝ｈ１（ｘ，ｔ）　（０ｔＴ，０ｘ１）

（１０）
式中，ｐ，φ，ｆ，ｇ０，ｇ１，ｈ０，ｈ１为已知函数；ｕ是未知函
数．

为了将带源参数 ｐ（ｔ）的热传导问题转化为标
准的热传导控制方程形式，作变换［５７］

ｒ（ｔ）＝ｅｘｐ（－∫
ｔ

０
ｐ（ｓ）ｄｓ） （１１）

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｒ（ｔ）ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） （１２）
方程（５）变为

ｗ
ｔ
＝２ｗ＋ｒ（ｔ）φ（ｘ，ｙ，ｔ）

　　０ｘ，ｙ１，０ｔ
}

Ｔ
（１３）

初始条件为

ｗ（ｘ，ｙ，０）＝ｆ（ｘ，ｙ）　（０ｘ，ｙ１） （１４）
边界条件为

ｗ（０，ｙ，ｔ）＝ｒ（ｔ）ｇ０（ｙ，ｔ）（０ｔＴ，０ｙ１）

（１５）
ｗ（１，ｙ，ｔ）＝ｒ（ｔ）ｇ１（ｙ，ｔ）（０ｔＴ，０ｙ１）

（１６）
ｗ（ｘ，０，ｔ）＝ｒ（ｔ）ｈ０（ｘ，ｔ）（０ｔＴ，０ｙ１）

（１７）
ｗ（ｘ，１，ｔ）＝ｒ（ｔ）ｈ１（ｘ，ｔ）（０ｔＴ，０ｙ１）

（１８）
经过这个变换，源参数 ｐ（ｔ）消失了，我们可以把式
（１３）～（１８）当成标准的瞬态热传导问题进行求
解．

将问题域及其边界用 Ｎ个节点离散，在任意
节Ｉ点对应的子域 ΩＩｓ上，平衡方程式（１３）的局部
弱形式可以写为

∫ΩＩｓｖＩ ｗｔ－２ｗ－ｒ（ｔ）φ（ｘ，ｙ，ｔ( )）ｄΩ＝０
（１９）

式中，ｖＩ为加权函数．
对方程（１９）的左边项进行分部积分并利用散

度定理后，可得

∫ΩＩｓ ｗｔｖＩ＋ｗｘ
ｖＩ
ｘ
＋ｗ
ｙ
ｖＩ
ｙ
－ｖＩ( )ΩｄＱ－

　∫ΓＩｓ ｗｘｎｘ＋ｗｙｎ( )ｙｄΓ＝０ （２０）

式中，Ｑ＝ｒ（ｔ）φ（ｘ，ｙ，ｔ）．在无网格自然邻接点
ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法中，子域 ΩＩｓ是由共享节点 Ｉ的
Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形ＴＩｉ构成，如图１所示．为了简化计
算，采用有限元法的三节点三角形单元的形函数作

为权函数，并注意到式（１５）～（１８）中无自然边界
条件，方程（２０）可改写为：

图１　局部多边形子域

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｌｏｃａｌｐｏｌｙｇｏｎａｌｓｕｂ－ｄｏｍａｉｎｓ

９７１
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∫ΩＩｓ ＮＩｗｔ＋ｗｘ
ＮＩ
ｘ
＋ｗ
ｙ
ＮＩ
( )ｙｄΩ－

　∫ΩＩｓＮＩＱｄΩ＝０ （２１）

由于只对空间域进行离散，求解域Ω内的试函数ｗ
（ｘ，ｔ）可由式（４）表示为

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ

Ｉ＝１
Ｉ（ｘ）ｗＩ（ｔ） （２２）

将式（２２）代入式（２１）可得如下的离散方程
ＣＷ·（ｔ）＋ＫＷ（ｔ）＝Ｆ（ｔ） （２３）

式中，

ＣＩＪ ＝∫ΩＩｓＮＩＪｄΩ （２４ａ）

ＫＩＪ ＝∫ΩＩｓ 
ＮＩ
ｘ
Ｊ
ｘ
＋
ＮＩ
ｙ
Ｊ
( )ｙｄΩ （２４ｂ）

ＦＩ＝∫ΩＩｓＮＩＱｄΩ （２４ｃ）

方程（２３）是一组以时间为独立变量的线性常
微分方程组．本文采用传统的两点差分法求解方程
（２３）．对给定的时间步长Δｔ，取插值公式

θｗ( )ｔｔ＋Δｔ
＋（１－θ）ｗ( )ｔｔ

＝

　　
ｗｔ＋Δｔ－ｗｔ
Δｔ

（２５）

式中，θ是可以自由选择的时间加权系数，不同的
取值对应不同的时间差分格式．本文取θ＝２／３．

由方程（２３）分别推导出 ｗ
( )ｔｔ＋Δｔ

和
ｗ
( )ｔｔ
，并

代入式（２５）可得
（Ｃ／Δｔ＋θＫ）Ｗｔ＋Δｔ＝（Ｃ／Δｔ－（１－θ）Ｋ）Ｗｔ＋
　θＦｔ＋Δｔ＋（１－θ）Ｆｔ （２６）

３　算例分析

为了验证本文提出的求解带源参数瞬态热传

导问题数值方法的有效性，本文给出了具体的算

例．
考虑问题（５）～（１０），其中
ｐ（ｔ）＝１＋ｔ２ （２７）

φ（ｘ，ｙ，ｔ）＝（２π２－ｔ２－２）ｅｘｐ（－ｔ）ｓｉｎ（πｘ）ｃｏｓ（πｙ）
（２８）

ｆ（ｘ，ｙ）＝ｓｉｎ（πｘ）ｃｏｓ（πｙ） （２９）
ｇ０（ｙ，ｔ）＝０ （３０）
ｇ１（ｙ，ｔ）＝０ （３１）
ｈ０（ｘ，ｔ）＝ｅｘｐ（－ｔ）ｓｉｎ（πｘ） （３２）

ｈ１（ｘ，ｔ）＝－ｅｘｐ（－ｔ）ｓｉｎ（πｘ） （３３）
精确解为

ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｅｘｐ（－ｔ）ｓｉｎ（πｘ）ｃｏｓ（πｙ） （３４）

图２　节点布置

Ｆｉｇ．２　Ｎｏｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图３　ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）的数值解和解析解

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕ（ｘ，ｙ，ｔ）

图４　ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）的数值解和解析解

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（ｘ，ｙ，ｔ）

我们利用无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ
法对上述带源参数瞬态热传导问题进行求解．如图
２所示，在求解域内均匀布置了１２１个节点．进行
数值积分时，在构成子域的每个 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形
上布置３个高斯点．时间步长取为 Δｔ＝０．００１．图３
给出了函数ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）在 ｔ＝０．１，０．５和０．９时刻 ｙ

０８１



第２期 李庆华等：基于无网格自然邻接点ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法求解带源参数瞬态热传导问题

＝０．６处的解析解和数值解．图４给出了函数ｕ（ｘ，
ｙ，ｔ）在ｔ＝０．１，０．５和０．９时刻ｘ＝０．５处的解析解
和数值解．通过图３和图４可以看出，本文提出的
无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法计算得到的
数值解和解析解吻合很好．

４　结论

无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法作为一
种无网格方法，不需要对求解域进行网格划分，前

处理简单．由自然邻接点插值创建的形函数满足
Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ函数性质，从而能够直接准确地施
加本质边界条件．此外，采用有限元法的三节点三
角形单元的形函数作为权函数，可以降低域积分中

被积函数的阶次，提高了计算效率．本文建立了一
种基于无网格自然邻接点 ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法的带
源参数瞬态热传导问题分析方法，并推导了相应的

计算公式．数值算例表明，用无网格自然邻接点
ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法求解带源参数瞬态热传导问题是
可行的，具有节点布置灵活、前处理简单、计算简便

等优点．
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