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摘要　研究了在参数激励和外激励联合作用下四边简支矩形薄板的非线性动力学．基于 ｖｏｎＫａｒｍａｎ理论，

推导出了在参数激励和外激励联合作用下四边简支矩形薄板的动力学方程．利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法对偏微分方程

进行三阶离散，得到一个三自由度的常微分方程．考虑１：２：４内共振－主参数共振－１／２亚谐共振的情况，

利用多尺度法得到了薄板系统的六维的平均方程．最后，采用数值方法研究了薄板的周期和混沌运动．结果

发现外激励对薄板的混沌运动是敏感的．
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引 言

众所周知，薄板的应用是非常广泛的，但是在

应用过程中常常会出现由于外力的作用发生变形

的现象，因此研究薄板的大变形具有很重要的应用

价值．事实上，这些大的变形往往不是简单的线性
问题，而是复杂的非线性问题．为了能够更加细致
的研究大变形的特性，我们需要研究薄板的更高维

数的非线性动力学，这与低维的系统相比会更加复

杂．因此研究高维非线性薄板系统的动力学将有更
大的意义！

目前，关于薄板的非线性振动、分叉和混沌动

力学的研究取得了一些进展．１９９０年，Ｈａｄｉａｎ和
Ｎａｙｆｅｈ［１］利用多尺度法分析了谐波激励作用下的
非线性夹紧圆板混合内共振情形的响应．Ｙａｎｇ和
Ｓｅｔｈｎａ［２］用平均法分析了参数激励下正方形板的
局部分叉和全局分叉，研究结果表明系统存在异宿

环和 Ｓｍａｌｅ马蹄意义的混沌运动．根据 Ｙａｎｇ和
Ｓｅｔｈｎａ的研究结果，Ｆｅｎｇ和Ｓｅｔｈｎａ［３］用全局摄动方
法进一步分析了参数激励下１：１内共振薄板的全
局分叉和单脉冲混沌动力学，他们得到了 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ
同宿轨道和混沌运动存在的条件．２００１年，
Ｚｈａｎｇ［４］研究了在参数激励下的简支矩形薄板全局

分叉和混沌动力学．首先，基于ｖｏｎＫａｒｍａｎ理论［５］

得到了薄板的运动方程，然后，应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
和多尺度方法得到了薄板的平均方程．接下来应用
规范形理论［６］对系统进行化简，最后，应用高维

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法［７］研究了系统的异宿分岔和混沌动

力学．后来Ｚｈａｎｇ等人［８］又用同样的方法研究了参

数激励和横向激励联合作用下的简支矩形薄板全

局分叉和混沌动力学．Ａｗｒｅｊｃｅｗｉｃｚ等［９］研究了在

一侧受到纵向的随时间变化的载荷的柔性薄板的

周期和概周期及混沌运动．Ａｗｒｅｊｃｅｗｉｃｚ和 Ｋｒｙｓ
ｋｏ［１０］利用Ｂｕｂｎｏｖ－Ｇａｌｅｒｋｉｎ法研究了柔性薄板和
壳在有限自由度离散系统下的动力学．Ｈａｎ等
人［１１］利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和平均法研究了大变形弹
性矩形板的非线性动力学．２００７年，Ｙａｏ和
Ｚｈａｎｇ［１２］利用规范形方法和能量 －相位法研究了
参数激励和外激励联合作用下的矩形薄板的多脉

冲Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ类型动力学．在这篇文章中所研究的
系统是个自治的系统．在此文章的基础上，随后
Ｚｈａｎｇ等人［１３－１５］应用改进的广义 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法研
究了四维非自治屈曲薄板的全局分叉和多脉冲混

沌动力学．２０１０年，Ｌｉ等人［１６］运用指数二分法和

广义平均法［１７］研究了面内激励和横向激励联合作

用下屈曲矩形薄板的混沌动力学．Ｙｕ和Ｃｈｅｎ［１８］研
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究了受横向间谐激励的简支矩形金属板的全局分

叉和单脉冲混沌动力学．
以上这些文献都是对二自由度的薄板系统进

行了分析，本文将运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对薄板系统进
行三阶离散，得到一个三自由度的非线性控制方

程；接下来运用多尺度法对参数激励和外激励联合

作用下四边简支矩形薄板进行摄动分析；然后对薄

板系统进行数值模拟；最后给出了结论．

１　薄板的三阶离散

下面我们对要研究的薄板模型进行简要的概

述．四边简支矩形薄板的边长为 ａ和 ｂ，厚度是 ｈ，
薄板同时受参数激励和外激励，所建立的直角坐标

系如图１．坐标系Ｏｘｙ位于薄板的中面上．ｕ、ｖ和 ｗ
分别表示薄板中面上的一点在 ｘ、ｙ和 ｚ方向的位
移．薄板的参数激励为 ｐ＝ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ，外激励为
Ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｓΩ１ｔ．

图１　矩形薄板的模型及坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｔｈｉｎｐｌａｔｅａｎｄｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

根据薄板的 ｖｏｎＫａｒｍａｎ方程，可以得到矩形
薄板的运动方程如下
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式中，ρ是薄板的密度；Ｄ＝Ｅｈ３／（１２（１－ｖ２））是薄

板的弯曲刚度；Ｅ是薄板的杨氏模量；ｖ是 Ｐｏｉｓｓｏｎ
比；为薄板的应力函数；μ为薄板的阻尼系数．

薄板的简支边界条件为
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在满足边界条件的情况下，可以得到应力函数

应该满足如下条件
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式中δｘ为边界上ｘ方向的位移．
我们考虑薄板的前三阶模态的非线性振动，则

ｗ可以表示为
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式中ｕｉ（ｔ）（ｉ＝１，２，３）为三个模态的振幅．
横向的激励可以表示成如下的形式
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式中Ｆｉ（ｉ＝１，２，３）为三个非线性模态的横向激励
的振幅．

将方程（３）～（６）代入方程（１ｂ），同时考虑边
界条件（３）和（４），并且积分，得到如下的应力函数
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为了得到无量纲方程，我们引入变量和参数变

换如下
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为了便于分析，去掉参数和变量上面的符号

“－”，将方程（５）～（８）代入方程（１），应用 Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ方法并积分，可以得到无量纲运动方程如下
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２
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２
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　２ｘ１ｆ１ｃｏｓ（Ω２ｔ）＝Ｆ１ｃｏｓ（Ω１ｔ） （９ａ）

ｘ̈２＋μｘ２－ｇ２ｘ２＋β１ｘ
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　２ｘ２ｆ２ｃｏｓ（Ω２ｔ）＝Ｆ２ｃｏｓ（Ω１ｔ） （９ｂ）
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式中的系数可以参看附录；其中 ωｋ（ｋ＝１，２，３）为
薄板的三个线性固有频率；ｆｋ（ｋ＝１，２，３）为参数激
励的振幅；Ｆｋ（ｋ＝１，２，３）为外激励的振幅．

２　摄动分析

在本节中，我们运用多尺度法对四边简支矩形

薄板系统进行摄动分析．为了便于分析，我们对系
统（９）引入如下的尺度变换

μ→εμ，α１→εα１，α２→εα２，α３→εα３，

α４→εα４，α５→εα５，α６→εα６，α７→εα７，

α８→εα８，ｆ１→εｆ１，Ｆ１→εＦ１，β１→εβ１，

β２→εβ２，β３→εβ３，β４→εβ４，β５→εβ５，

β６→εβ６，β７→εβ７，ｆ２→εｆ２，Ｆ２→εＦ２，

γ１→εγ１，γ２→εγ２，γ３→εγ３，γ４→εγ４，

γ５→εγ５，γ６→εγ６，γ７→εγ７，ｆ３→εｆ３，Ｆ３→εＦ３
（１０）

把变换（１０）代入方程（９），可以得到含有小参数的
运动方程
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　２ｘ２εｆ２ｃｏｓ（Ω２ｔ）＝εＦ２ｃｏｓ（Ω１ｔ） （１１ｂ）
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为了得到方程（１１）的平均方程，我们使用多尺

度法对系统进行摄动分析．设方程有如下形式的解
ｘｎ（ｔ，ε）＝ｘｎ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｘｎ１（Ｔ０，Ｔ１）＋…，
　　　ｎ＝１，２，３ （１２）

其中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．
可以得到式子（１２）有如下形式的微分算子

ｄ
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Ｔ０
ｄＴ０
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Ｔ１
ｄＴ１
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（１３ａ）
ｄ２

ｄｔ２
＝（Ｄ０＋εＤ１＋…）

２＝Ｄ２０＋２εＤ０Ｄ１＋… （１３ｂ）

其中Ｄｋ＝

Ｔｋ
，ｋ＝０，１，…．

我们研究薄板系统的１：２：４内共振 －主参数
共振－１／２亚谐共振情况下的运动，则共振关系如
下：

ω２１＝
Ω２
４＋εσ１，ω

２
２＝Ω

２＋εσ２，

ω２３＝４Ω
２＋εσ３，Ω１＝Ω２＝Ω （１４）

其中ω１、ω２和 ω３为薄板系统前三阶的频率；σ１、

σ２和σ３为三个调谐参数．
不妨令Ω＝２，把公式（１２）、（１３）和（１４）代入

到公式（１１），并且比较方程两边小摄动参数 ε同
阶次的系数，可以得到如下的微分方程

１４１
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ε０阶：

Ｄ２０ｘ１０＋ｘ１０＝０ （１５ａ）

Ｄ２０ｘ２０＋４ｘ２０＝０ （１５ｂ）

Ｄ２０ｘ３０＋１６ｘ３０＝０ （１５ｃ）

ε１阶：

Ｄ２０ｘ１１＋ｘ１１＝－２Ｄ０Ｄ１ｘ１０－μＤ０ｘ１０－σ１ｘ１０－

　α１ｘ
３
１０－α２ｘ

２
１０ｘ２０－α３ｘ１０ｘ

２
２０－α４ｘ１０ｘ

２
３０－

　α５ｘ
２
１０ｘ３０－α６ｘ２０ｘ

２
３０－α７ｘ

２
２０ｘ３０－α８ｘ１０ｘ２０ｘ３０－

　２ｘ１０ｆ１ｃｏｓ（２Ｔ０）＋Ｆ１ｃｏｓ（２Ｔ０） （１６ａ）

Ｄ２０ｘ２１＋４ｘ２１＝－２Ｄ０Ｄ１ｘ２０－μＤ０ｘ２０－σ２ｘ２０－

　β１ｘ
３
２０－β２ｘ

３
１０－β３ｘ

２
１０ｘ２０－β４ｘ

２
１０ｘ３０－β５ｘ１０ｘ

２
３０－

　β６ｘ２０ｘ
２
３０－β７ｘ１０ｘ２０ｘ３０－２ｘ２０ｆ２ｃｏｓ（２Ｔ０）＋

　Ｆ２ｃｏｓ（２Ｔ０） （１６ｂ）

Ｄ２０ｘ３１＋１６ｘ３１＝－２Ｄ０Ｄ１ｘ３０－μＤ０ｘ３０－σ３ｘ３０－

　γ１ｘ
３
３０－γ６ｘ

２
２０ｘ３０－γ２ｘ

３
１０－γ３ｘ

２
１０ｘ３０－

　γ４ｘ
２
１０ｘ２０－γ５ｘ１０ｘ

２
２０－γ７ｘ１０ｘ２０ｘ３０－

　２ｘ３０ｆ３ｃｏｓ（２Ｔ０）＋Ｆ３ｃｏｓ（２Ｔ０） （１６ｃ）
方程（１５）的解的复数形式可以表示如下：

ｘ１０＝Ａ１（Ｔ１）ｅ
ｉＴ０＋Ａ

－
１（Ｔ１）ｅ

－ｉＴ０ （１７ａ）

ｘ２０＝Ａ２（Ｔ１）ｅ
２ｉＴ０＋Ａ

－
２（Ｔ１）ｅ

－２ｉＴ０ （１７ｂ）

ｘ３０＝Ａ３（Ｔ１）ｅ
４ｉＴ０＋Ａ

－
３（Ｔ１）ｅ

－４ｉＴ０ （１７ｃ）

其中Ａ
－
１、Ａ
－
２和Ａ

－
３分别是Ａ１、Ａ２和Ａ３的复共轭．

将方程（１７）代入方程（１６），可以得到如下的
方程

Ｄ２０ｘ１１＋ｘ１１＝－［２Ｄ１Ａ１ｉ＋μＡ１ｉ＋σ１Ａ１＋

　３α１Ａ
２
１Ａ
－
１＋２α３Ａ１Ａ２Ａ

－
２＋２α４Ａ１Ａ３Ａ

－
３＋

　α８Ａ
－
１Ａ
－
２Ａ３＋ｆ１Ａ

－
１］ｅ

ｉＴ０＋ｃｃ＋ＮＳＴ （１８ａ）

Ｄ２０ｘ２１＋４ｘ２１＝－［４Ｄ１Ａ２ｉ＋２μＡ２ｉ＋σ２Ａ２＋

　３β１Ａ
２
２Ａ
－
２＋２β３Ａ１Ａ

－
１Ａ２＋β４Ａ

－２
１Ａ３＋２β６Ａ２Ａ３Ａ

－
３－

　１２Ｆ２］ｅ
２ｉＴ０＋ｃｃ＋ＮＳＴ （１８ｂ）

Ｄ２０ｘ３１＋１６ｘ３１＝－［８Ｄ１Ａ３ｉ＋４μＡ３ｉ＋σ３Ａ３＋

　３γ１Ａ
２
３Ａ
－
３＋２γ３Ａ１Ａ

－
１Ａ３＋γ４Ａ

２
１Ａ２＋

　２γ６Ａ２Ａ
－
２Ａ３］ｅ

４ｉＴ０＋ｃｃ＋ＮＳＴ （１８ｃ）
其中ｃｃ和ＮＳＴ分别表示方程（１８）右边函数的共轭
项和非长期项．令方程的长期项等于零，可以得到
如下复数形式的平均方程

Ｄ１Ａ１＝－
１
２μＡ１＋

１
２σ１Ａ１ｉ＋

３
２α１Ａ

２
１Ａ
－
１ｉ＋

　α３Ａ１Ａ２Ａ
－
２ｉ＋α４Ａ１Ａ３Ａ

－
３ｉ＋

　１２α８Ａ
－
１Ａ
－
２Ａ３ｉ－

１
２ｆ１Ａ

－
１ｉ （１９ａ）

Ｄ１Ａ２＝
１
２μＡ２＋

１
４σ２Ａ２ｉ＋

３
４β１Ａ

２
２Ａ
－
２ｉ＋
１
２β３Ａ１Ａ

－
１Ａ２ｉ＋

　１４β４Ａ
－２
１Ａ３ｉ＋

１
２β６Ａ２Ａ３Ａ

－
３ｉ＋
１
８Ｆ２ｉ （１９ｂ）

Ｄ１Ａ３＝－
１
２μＡ３＋

１
８σ３Ａ３ｉ＋

３
８γ１Ａ

２
３Ａ
－
３ｉ＋

　１４γ３Ａ１Ａ
－
１Ａ３ｉ＋

１
８γ４Ａ

２
１Ａ２ｉ＋

１
４γ６Ａ２Ａ

－
２Ａ３ｉ（１９ｃ）

为了得到直角坐标形式的平均方程，可以将

Ａ１、Ａ２和Ａ３表示成如下的形式

Ａ１＝ｘ１＋ｉｘ２，Ａ２＝ｘ３＋ｉｘ４，Ａ３＝ｘ５＋ｉｘ６ （２０）
将（２０）代入（１９），可以得到如下形式的平均

方程

ｘ１＝－
１
２μｘ１－

１
２σ１ｘ２－

３
２α１ｘ２（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）＋

　１２α８（－ｘ１ｘ３ｘ６＋ｘ１ｘ４ｘ５＋ｘ２ｘ３ｘ５＋ｘ２ｘ４ｘ６）－

　α３ｘ２（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－α４ｘ２（ｘ

２
５＋ｘ

２
６）＋

１
２ｆ１ｘ２ （２１ａ）

ｘ２＝－
１
２μｘ２＋

１
２σ１ｘ１＋

３
２α１ｘ１（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）＋

　１２α８（ｘ１ｘ３ｘ５＋ｘ１ｘ４ｘ６＋ｘ２ｘ３ｘ６－ｘ２ｘ４ｘ５）＋

　α３ｘ１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋α４ｘ１（ｘ

２
５＋ｘ

２
６）＋

１
２ｆ１ｘ１ （２１ｂ）

ｘ３＝－
１
２μｘ３－

１
４σ２ｘ４－

３
４β１ｘ４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）－

　１２β３ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－

１
２β６ｘ４（ｘ

２
５＋ｘ

２
６）＋

　１４β４（－ｘ
２
１ｘ６＋２ｘ１ｘ２ｘ５＋ｘ

２
２ｘ６） （２１ｃ）

ｘ４＝－
１
２μｘ４＋

１
４σ２ｘ３＋

３
４β１ｘ３（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　１２β３ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋

１
２β６ｘ３（ｘ

２
５＋ｘ

２
６）＋

　１４β４（ｘ
２
１ｘ５＋２ｘ１ｘ２ｘ６－ｘ

２
２ｘ５）－

１
８Ｆ２ （２１ｄ）

ｘ５＝－
１
２μｘ５－

１
８σ３ｘ６－

３
８γ１ｘ６（ｘ

２
５＋ｘ

２
６）－

　１４γ３ｘ６（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－

１
４γ６ｘ６（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　１８γ４（－ｘ４ｘ
２
１－２ｘ１ｘ２ｘ３＋ｘ

２
２ｘ４） （２１ｅ）
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ｘ６＝－
１
２μｘ６＋

１
８σ３ｘ５＋

３
８γ１ｘ５（ｘ

２
５＋ｘ

２
６）＋

　１４γ３ｘ５（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）＋

１
４γ６ｘ５（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　１８γ４（ｘ
２
１ｘ３－２ｘ１ｘ２ｘ４－ｘ

２
２ｘ３） （２１ｆ）

３　非线性动力学分析

本节利用数值方法对平均方程（２１）进行数值
模拟分析，得到薄板系统的非线性动力学响应．图
２－５的（ａ）、（ｃ）和（ｅ）分别表示二维平面（ｘ１，ｘ２）、
（ｘ３，ｘ４）和（ｘ５，ｘ６）的相图；（ｂ）、（ｄ）和（ｆ）分别表
示（ｔ，ｘ１）、（ｔ，ｘ３）和（ｔ，ｘ５）的波形图；（ｇ）和（ｈ）分
别表示（ｘ１，ｘ２，ｘ３）和（ｘ４，ｘ５，ｘ６）的三维相图．

图２　薄板的单倍周期运动

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｉｎｇｌｅ－ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｉｎｐｌａｔｅ

方程（２１）的初始值为：
ｘ１＝－０．８２，ｘ２＝－０．０８，ｘ３＝－０．０８，

ｘ４＝０．９２，ｘ５＝－０．３，ｘ６＝－０．１９．
参数取下面的值：

μ＝０．０１，σ１＝１．７３，α１＝－０．３１，α３＝０．１３，

α４＝－１２．９，α８＝－０．４９，ｆ１＝４，σ２＝３．５５，

β１＝５．４４，β３＝－６．１，β４＝－１０．３５，β６＝９．０７，Ｆ２＝１８，

σ３＝４．６７，γ１＝－１６．０，γ３＝１．６３，γ４＝１１．１１，γ６＝８．６９．

图３　薄板的多倍周期运动

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｍｕｌｔｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｉｎｐｌａｔｅ

图４　薄板的概周期运动

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｉｎｐｌａｔｅ
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薄板系统出现了单倍周期响应．如图２所示．
当Ｆ２＝２２时，薄板系统出现了多倍周期响应．如图
３所示．继续变化 Ｆ２的取值，可以发现，当 Ｆ２＝３７
时，薄板系统出现了概周期响应，如图 ４所示．当
Ｆ２＝４４时，薄板系统出现了混沌运动，如图 ５所
示．由此可得，当逐渐变化 Ｆ２的取值时，薄板系统
发生从单倍周期 －多倍周期 －概周期 －混沌的变
化过程．

图５　薄板的混沌运动

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｉｎｐｌａｔｅ

４　结论

本文研究了在参数激励和外激励联合作用下

四边简支矩形薄板的非线性动力学．在研究过程
中，运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法对四边简支矩形薄板系统进行
了三阶离散，得到了一个三自由度的非自治常微分

方程．然后利用多尺度法得到了平均方程．最后通
过数值计算，得到四边简支矩形薄板系统随着参数

的变化发生从周期运动 －概周期 －混沌的变化规
律．通过本文的研究，一方面对以后继续研究高维
的薄板系统的非线性动力学奠定了基础；另一方面

对研究其他的高维板结构的非线性动力学行为具

有重要的参考意义．
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ｒｅｓｏｎａｎｃｅａｎｄｐｒｉｎｃｉｐａｌｐａｒａｍｅｔｒｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ１／２ｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ，ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｍｕｌｔｉｐｌｅｓｃａｌｅｓｗａｓｕｔｉ
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