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摘要　以一种平面三自由度可控挖掘机构为例，运用拉格朗日方法建立了机构的刚体动力学模型，求解得

到了各主动杆的系统广义力；进而针对其半闭环控制系统的控制策略进行研究，基于机构驱动元件交流控

制电机及其驱动器的数学模型，运用模糊算法设计了一种模糊ＰＩＤ双模控制器并对其进行仿真分析．结果

表明：基于模糊算法的控制器在超调量、调节时间、上升时间和抗干扰能力等方面均具有较好性能，满足系

统的控制要求．
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引言

挖掘机广泛应用于工业、交通、民用建筑、矿山

采掘等机械化施工方面，主要有液压式和机械式两

种类型．液压挖掘机具有结构简单、重量轻、可实现
很多复杂动作等优点，但也存在着液压系统零部件

加工装配要求高、寿命不长、漏油等问题．因此液压
式挖掘机多为中、小型挖掘机，许多大型挖掘机还不

得不采用电力驱动的机械式挖掘机［１］．机械式挖掘
机具有作业效率高，使用寿命长，能适应恶劣的矿山

工作环境等特点［２］．但传统的单自由度机械式挖掘
机自身结构庞大复杂且不能完成灵活多变的挖掘动

作．这是工程机械领域长期未能解决的棘手难题．
多自由度可控机构是机械技术与电子技术有

机结合的产物［３］，多自由度可控机构是机械技术与

电子技术有机结合的产物，具有输出柔性化、刚度

高、惯量低、承载能力强、动力学性能好等特点．上
世纪９０年代初以来，有关这类新型机构的研究得
到了足够的重视，如：构型分析［４］、运动学综合［５］、

动态优化综合［６］，应用可控机构的压力机的研

究［７－８］等问题得到了较广泛的研究．
将多自由度可控机构应用于挖掘机的创新设

计研究发明的新型挖掘机构［９－１０］，如图１所示，由

两部分组成：第一部分为平面二自由度五杆机构，

两根主动杆分别由两个控制电机控制，可通过编程

实现输出端在工作空间内复杂轨迹的输出；第二部

分为铲斗调整部分，由单独的控制电机驱动，配合

实现铲斗的翻转，姿态保持与调整等动作．这类挖

掘机可方便地实现柔性化的运动输出规律，且各零

部件加工装配要求不高，能克服液压系统零部件加

工精度要求高、维修保养成本高、容易漏油等缺点．

且采用外副驱动闭链传动的方式，机构刚度特性较

好、承载能力强、误差累积小，并且所有驱动电机均

安装在机架上，机构运动惯量小、动力学性能好，能

有效避免串联式机械手驱动装置大都安装在铰接

处所导致的刚性差、惯量大、关节误差累积等问题．

图１　新型挖掘机执行机构结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｔｈｅｅｘｅｃｕｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆｔｈｅｎｏｖｅｌｅｘｃａｖａｔｏｒ
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首先运用拉格朗日方法建立了机构的刚体动

力学模型，得到了各主动杆的系统广义力，进而针

对其半闭环控制系统的控制策略进行研究，基于机

构驱动元件交流控制电机及其驱动器的数学模
型，运用模糊算法设计了一种模糊ＰＩＤ双模控制
器，并与传统ＰＩＤ控制器进行了对比研究．结果表
明：基于模糊算法的控制器在超调量，调节时间，上

升时间和抗干扰能力等控制性能方面均强于 ＰＩＤ
控制器，满足系统的控制要求．

１　刚体动力学模型

参照图２，设各活动构件的质心速度为ｖｉ（ｉ＝１

～８），绕其质心的转动惯量为Ｊｉ，机架为Ｂ０．选取Ｏ
点处为零势能面位置，不计构件的弹性形变和摩

擦，则新型可控挖掘机构的总动能 Ｅ和总势能 Ｕ
分别为：
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图２　机构的结构简图
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究得到的各构件质心速度［１１－１３］，代入式（１）化简
可得：
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将式（２）和式（３）带入拉格朗日方程，则可得
到机构三根主动杆的系统广义力：
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其中：Ｆ１，Ｆ４，Ｆ５为三根主动杆的系统广义力；Ｊ１１、

Ｊ４４、Ｊ５５、Ｊ１４、Ｊ１５、Ｊ４５为等效转动惯量；θ１、θ
·

１、̈θ１、θ４、

θ·４、̈θ４、θ５、θ
·

５、̈θ５分别表示三根主动杆的角位移、角
速度和角加速度，由机构的运动学分析可得

到［１１－１３］．

２　控制器设计

２．１　交流控制电机及其驱动器数学模型
设粘滞摩擦系数 Ｂ＝０，由叠加原理可以得到

交流伺服电机输入与输出的传递函数［１４］为：
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式中，电流环增益 Ｋｐｉ＝１０，感应电动势常数 ＫＥ＝
１．１７Ｖ·ｓ／ｒａｄ，转矩系数 ＫＴ＝１．１７Ｎ·ｍ／Ａ，电流

反馈系数Ｋｉ＝０．５１Ｖ／Ａ，惯量Ｊ＝１９×１０
－４ｋｇ·ｍ２，

定子绕组电阻Ｒｓ＝２Ω，电枢电感 Ｌ＝０．１Ｈ，Ｉ（ｓ）为
电流，Ｔｌ（ｓ）为非线性时变的负载力矩．

模糊控制器不需要建立精确的被控对象数学

模型，且对非线性、时变系统的控制效果较

好［１５－１６］．因此，针对此类新型挖掘机的特点，结合
模糊控制和ＰＩＤ控制方法，设计了如图３所示的一
种模糊ＰＩＤ双模控制器．考虑到 ＰＩＤ控制器在小

８６
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图３　模糊ＰＩＤ双模控制器结构图

Ｆｉｇ．３　ＦｕｚｚｙＰＩＤｄｏｕｂｌｅｍｏｄｅｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

表１　ｕ的模糊规则表

Ｔａｂｌｅ１　Ｆｕｚｚｙｒｕｌｅｓｔａｂｌｅｏｆｕ

ＮＢ ＮＭ ＮＳ Ｚ ＰＳ ＰＭ ＰＢ

ＮＢ ＰＢ ＰＢ ＰＢ ＰＢ ＰＭ ＰＳ Ｚ
ＮＭ ＰＢ ＰＢ ＰＭ ＰＭ ＰＳ Ｚ Ｚ
ＮＳ ＰＢ ＰＭ ＰＭ ＰＳ Ｚ Ｚ ＮＳ
Ｚ ＰＭ ＰＳ ＰＳ Ｚ ＮＳ ＮＳ ＮＭ
ＰＳ ＰＳ Ｚ Ｚ ＮＳ ＮＭ ＮＭ ＮＢ
ＰＭ Ｚ Ｚ ＮＳ ＮＭ ＮＭ ＮＢ ＮＢ
ＰＢ Ｚ ＮＳ ＮＭ ＮＢ ＮＢ ＮＢ ＮＢ

范围内的调节效果是令人满意的，因此当系统偏差

ｅ小于某个阈值时，采用 ＰＩＤ控制，以得到较高的
稳态性能；当系统偏差 ｅ大于该阈值时，切换到模
糊控制，从而加快系统响应速度．由于两种控制器
是使用分段切换工作的方式，因此两者之间不会产

生干扰．其中模糊控制器输入为偏差ｅ和偏差变化ｅｃ，

输出为控制量变化 ｕ，ｅ，ｅｃ，ｕ的模糊子集均取

｛ＮＢ，ＮＭ，ＮＳ，ＺＯ，ＰＳ，ＰＭ，ＰＢ｝，再根据常规模糊控

制器模糊规则设计的原则，可以得到如表１所示的

模糊规则．控制器性能的设计目标为：在动态特性

方面，最大超调量不超过 ２０％，上升时间不超过

０．０２５秒；在静态特性方面，稳态误差不超过２％．

３　仿真分析

模糊ＰＩＤ双模控制器实际上是一种变结构控

制器，它由一个模糊控制器和一个 ＰＩＤ控制器组

成．首先确定其输入偏差 ｅ，偏差变化 ｅｃ和输出 ｕ

的论域及隶属函数，同时选择合适的模糊规则和模

糊推理方法．由传统 ＰＩＤ控制器仿真可分别得到

ＺＮ法整定参数和手动调整参数后变量 ｅ，ｅｃ，ｕ随

时间变化的曲线，如图４所示．其中，图４ａ表示 Ｚ

Ｎ法ｅ响应曲线，图４ｂ表示手动调节 ｅ响应曲线，

图４ｃ和４ｄ分别表示ＺＮ法和手动调节的 ｅｃ响应

曲线，图４ｅ和４ｆ为ｕ响应曲线．取偏差ｅ的论域为

［－０．６，１］，偏差变化ｅｃ的论域为［－１５，６］，输出

ｕ的论域为［－１，２］，隶属度函数均取三角形函数

如图５所示．其中图５ａ为ｅ隶属度函数分布图，图

５ｂ表示ｅｃ隶属度函数分布图，图５ｃ则表示ｕ隶属

度函数分布图．

图４　响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

９６
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图５　隶属度函数分布图

Ｆｉｇ．５　Ｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

进而可设计如表２所示的模糊规则，得到输出
量ｕ关于ｅ和ｅｃ的变化规律，如图６所示．

表２　简化后ｕ的模糊规则表

Ｔａｂｌｅ２　Ｆｕｚｚｙｒｕｌｅｓｔａｂｌｅｏｆｕａｆｔｅｒｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ＮＢ ＮＭ ＮＳ Ｚ ＰＳ ＰＭ ＰＢ

ＮＢ ＮＢ ＮＢ ＮＢ ＮＭ ＮＭ
ＮＭ ＮＢ ＮＭ ＮＳ
ＮＳ ＮＭ ＮＭ ＮＳ ＮＳ ＰＳ
Ｚ ＮＭ ＮＭ ＮＳ Ｚ Ｚ ＰＳ ＰＳ
ＰＳ ＮＭ ＰＳ ＰＳ ＰＳ ＰＳ
ＰＭ ＰＳ
ＰＢ ＰＢ ＰＢ ＰＢ

图６　输出量ｕ变化规律

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｏｕｔｐｕｔｕ

对模糊控制器进行仿真，输入比例因子 Ｋｅ、Ｋｅｃ
分别取１和０．１，输出比例因子 Ｋｕ取０．４，则可得
到单独使用模糊控制器时的系统单位阶跃响应变

化规律，如图７所示．

图７　模糊控制器阶跃响应曲线

Ｆｉｇ．７　Ｓｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｆｕｚｚｙｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

由图７可知，单独使用模糊控制器时，对比于
ＰＩＤ控制器系统的超调量明显减小，响应时间显著
缩短，但是系统出现了稳态误差，这是因为缺少了

积分Ｉ的作用．
在以上分析基础上，将模糊控制器与ＰＩＤ控制

器结合在一起，可设计如图８所示的模糊ＰＩＤ双模

图８　模糊ＰＩＤ双模控制器仿真电路

Ｆｉｇ．８　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｉｒｃｕｉｔｏｆｆｕｚｚｙＰＩＤｄｏｕｂｌｅｍｏｄｅｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

０７
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控制器仿真电路，取阈值 ｅ０为０．３
［１７－１８］，即当偏差

｜ｅ｜＞ｅ０时，使用模糊控制器，当偏差｜ｅ｜＜ｅ０时使
用ＰＩＤ控制器．此时系统的单位阶跃响应曲线如图
９所示．

从阶跃响应曲线可看出，在使用模糊ＰＩＤ双
模控制器时，系统的最大超调量为１６．７％，调整时
间为０．２２５秒，上升时间为０．０１９秒，稳态误差为
０％，满足设计要求．

图９　模糊ＰＩＤ双模控制器阶跃响应曲线

Ｆｉｇ．９ＳｔｅｐｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｏｆｆｕｚｚｙＰＩＤｄｏｕｂｌｅｍｏｄｅｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

４　结论

针对新型可控挖掘机构的特点，以一种平面三

自由度可控挖掘机构为例，运用拉格朗日方法建立

了机构的刚体动力学模型，得到了各主动杆的系统

广义力，进而针对其半闭环控制系统的控制策略进

行研究，基于机构驱动元件交流控制电机及其驱
动器的数学模型，运用模糊算法设计了一种模糊
ＰＩＤ双模控制器，并与传统 ＰＩＤ控制器进行了对比
研究．结果表明：基于模糊算法的控制器在超调量，
调节时间，上升时间和抗干扰能力等控制性能方面

均强于ＰＩＤ控制器，满足系统的控制要求．
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ｔｒｏｌｌａｂｌｅｅｘｃａｖａｔｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｏｒｃｅｓｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｄｒｉｖｅｎｂａｒｓ，ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｔｒａｔ
ｅｇｙｏｆｔｈｅｓｅｍｉｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｗａｓｓｔｕｄｉｅｄ．ＡＦｕｚｚｙＰＩＤｄｕａｌｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄａｎｄａｎ
ａｌｙｚｅｄｂｙｕｓｉｎｇｆｕｚｚｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｄｒｉｖｅｎｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓＡＣｓｅｒｖｏｍｏ
ｔｏｒｓ．Ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｈａｓｂｅｔｔｅｒｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｏｖｅｒｓｈｏｏｔ，ａｄｊｕｓｔｉｎｇ
ｔｉｍｅ，ｒｉｓｅｔｉｍｅａｎｄａｎｔｉｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅａｂｉｌｉｔｙ，ｗｈｉｃｈｃａｎｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｍｕｌｔｉｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ，　ｅｘｃａｖａｔｏｒ，　ｄｙｎａｍｉｃｓ，　ｆｕｚｚｙＰＩＤｃｏｎｔｒｏｌ

２７
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附录

Ｔｉ＝ｍｉ（ｘ
２
ｉ＋ｙ

２
ｉ）＋Ｉｉθ

·２
ｉ的具体表达式为：

Ｔ１＝（ｍ１ｓ
２
１＋Ｊ１）θ

·２
１

Ｔ２＝［ｍ２ｌ
２
１＋２ｍ２ｌ１ｓ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ａ＋ｍ２ｓ２Ａ

２＋

　Ｊ２Ａ
２］θ·２１＋［２ｍ２ｌ１ｓ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ｂ＋２ｍ２ｓ２ＡＢ＋

　２Ｊ２ＡＢ］θ
·

１θ
·

４＋（ｍ２ｓ２Ｂ
２＋Ｊ２Ｂ

２）θ·２４
Ｔ３＝（ｍ３ｓ３Ｄ

２＋Ｊ３Ｄ
２）θ·２１＋［２ｍ３ｌ４ｓ３ｃｏｓ（θ４－θ３）Ｄ＋

　２ｍ３ｓ３ＣＤ＋２Ｊ３ＣＤ］θ
·

１θ
·

４＋［２ｍ３ｌ
２
４＋

　２ｍ３ｌ４ｓ３ｃｏｓ（θ４－θ３）Ｃ＋ｍ３ｓ３Ｃ
２＋Ｊ３Ｃ

２］θ·２４
Ｔ４＝（ｍ４ｓ

２
４＋Ｊ４）θ

·２
４

Ｔ５＝｛ｍ５ｌ
２
１＋２ｍ５［ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）＋ｌ１ｓ５ｃｏｓ·

　（θ２－θ１－φ）］Ａ＋（ｍ５ｌ
２
２＋２ｍ５ｌ２ｓ５ｃｏｓφ＋

　ｍ５ｓ
２
５）Ａ

２｝θ·２１＋｛２ｍ５［ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）＋

　ｌ１ｓ５ｃｏｓ（θ２－θ１－φ）］Ｂ＋２ｍ５（ｌ
２
２＋２ｌ２ｓ５ｃｏｓα＋

　ｓ２５）ＡＢ｝θ
·

１θ
·

４＋（ｍ５ｌ
２
２＋２ｍ５ｌ２ｓ５ｃｏｓφ＋ｍ５ｓ

２
５）Ｂ

２θ·２４
Ｔ６＝（ｍ６ｓ

２
６＋Ｊ６）θ

·２
５

Ｔ７＝（ｍ３ｓ７＋Ｊ７）Ｅ
２θ·２１＋（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）Ｇ

２θ·２４＋［ｍ７ｌ
２
６＋

　２ｍ７ｌ６ｓ７ｃｏｓ（θ６－θ５）Ｈ＋ｍ７ｓ７Ｈ
２＋Ｊ７Ｈ

２］θ·２５＋

　２（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）ＥＧθ
·

１θ
·

４＋［２ｍ７ｌ６ｓ７ｃｏｓ（θ６－θ５）Ｅ＋

　２（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）ＥＨ］θ
·

１θ
·

５＋［２ｍ７ｌ６ｓ７ｃｏｓ（θ６－θ５）Ｇ＋

　２（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）ＧＨ］θ
·

４θ
·

５

Ｔ８＝［ｍ８ｌ１＋（ｍ８ｌ
２
２＋ｍ８ｌ

２
５）Ａ

２＋ｍ８ｓ
２
８Ｉ
２＋

　２ｍ８ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ａ＋２ｍ８ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１－φ）Ａ＋

　２ｍ８ｌ１ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ１）Ｉ＋２ｍ８ｌ２ｌ５ｃｏｓφＡ
２＋

　２ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＡＩ＋２ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＡＩ＋

　＋Ｊ８Ｉ
２］θ·２１＋［（ｍ８ｌ

２
２＋ｍ８ｌ

２
５）Ｂ

２＋ｍ８ｓ
２
８Ｍ
２＋

　２ｍ８ｌ２ｌ５ｃｏｓφＢ
２＋２（ｍ８ｌ２ｓ８）ｃｏｓ（θ７－θ２）ＢＭ＋

　２ｍ８ｌ５ｌ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＢＭ＋Ｊ８Ｍ
２］θ·２４＋

　（ｍ８ｓ
２
８Ｎ
２＋Ｊ８Ｎ

２）θ·２５＋［２（ｍ８ｌ
２
２＋ｍ８ｌ

２
５）ＡＢ＋

　２ｍ８ｓ
２
８ＩＭ＋２ｍ８ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ｂ＋

　２ｍ８ｌ１ｌ５ｃｏｓ（θ２－θ１－φ）Ｂ＋
　２ｍ８ｌ１ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ１）Ｍ＋４ｍ８ｌ２ｌ５ｃｏｓφＡＢ＋
　２ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）（ＡＭ＋ＢＩ）＋

　２Ｊ８ＩＭ］θ
·

１θ
·

４＋［２ｍ８ｓ
２
８ＩＮ＋２ｍ８ｌ１ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ１）Ｎ＋

　２ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＡＮ＋２ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＡＮ

　２Ｊ８ＩＮ］θ
·

１θ
·

５＋［２ｍ８ｓ
２
８ＭＮ＋２ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＢＮ＋

　２ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＢＮ＋２Ｊ８ＭＮ］θ
·

４θ
·

５

其中：

θ２
θ１
＝Ａ，
θ２
θ４
＝Ｂ，
θ３
θ１
＝Ｃ，
θ３
θ４
＝Ｄ，
θ６
θ１
＝Ｅ，

θ６
θ４
＝Ｇ，
θ６
θ５
＝Ｈ，
θ７
θ１
＝Ｉ，
θ７
θ４
＝Ｍ，

θ７
θ５
＝Ｎ

等效转动惯量的具体表达式为：

Ｊ１１＝ｍ１ｓ
２
１＋Ｊ１＋ｍ２ｌ

２
１＋２ｍ２ｌ１ｓ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ａ＋

　ｍ２ｓ２Ａ
２＋Ｊ２Ａ

２＋ｍ３ｓ３Ｄ
２＋Ｊ３Ｄ

２＋ｍ５ｌ
２
１＋

　２ｍ５［ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）＋ｌ１ｓ５ｃｏｓ（θ２－θ１－φ）］Ａ

　＋（ｍ５ｌ
２
２＋２ｍ５ｌ２ｓ５ｃｏｓφ＋ｍ５ｓ

２
５）Ａ

２＋

　（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）Ｅ
２＋ｍ８ｌ１＋（ｍ８ｌ

２
２＋ｍ８ｌ２ｓ５）Ａ

２＋

　ｍ８ｓ
２
８Ｉ
２＋２ｍ８ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ａ＋２ｍ８ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－

　θ１－φ）Ａ＋２ｍ８ｌ１ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ１）Ｉ＋

　２ｍ８ｌ２ｌ５ｃｏｓφＡ
２＋２ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＡＩ＋

　２ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＡＩ＋Ｊ８Ｉ
２

Ｊ４４＝ｍ２ｓ２Ｂ
２＋Ｊ２Ｂ

２＋ｍ３ｌ
２
４＋２ｍ３ｌ４ｓ３ｃｏｓ（θ４－

　θ３）Ｃ＋ｍ３ｓ３Ｃ
２＋Ｊ３Ｃ

２＋ｍ４ｓ
２
４＋Ｊ４＋

　（ｍ５ｌ
２
２＋２ｍ５ｌ２ｓ５ｃｏｓφ＋ｍ５ｓ

２
５）Ｂ

２＋

　（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）Ｇ
２＋（ｍ８ｌ

２
２＋ｍ８ｌ

２
５）Ｂ

２＋ｍ８ｓ
２
８Ｍ
２＋

　２ｍ８ｌ２ｌ５ｃｏｓφＢ
２＋２ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＢＭ＋

　２ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＢＭ＋Ｊ８Ｍ
２

Ｊ５５＝ｍ６ｓ
２
６＋Ｊ６＋ｍ７ｌ

２
６＋２ｍ７ｌ６ｓ７ｃｏｓ（θ６－θ５）Ｈ＋

　ｍ７ｓ７Ｈ
２＋Ｊ７Ｈ

２＋ｍ８ｓ
２
８Ｎ
２＋Ｊ８Ｎ

２

Ｊ１４＝ｍ２ｌ２ｓ２ｃｏｓ（θ２－θ１）Ｂ＋ｍ２ｓ２ＡＢ＋Ｊ２ＡＢ＋
　ｍ３ｌ４ｓ３ｃｏｓ（θ４－θ３）Ｄ＋ｍ３ｓ３ＣＤ＋Ｊ３ＣＤ＋
　ｍ５［ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－θ１）＋ｌ１ｓ５ｃｏｓ（θ２－θ１－φ）］Ｂ＋

　ｍ５（ｌ
２
２＋２ｌ２ｓ５ｃｏｓφ＋ｓ

２
５）ＡＢ＋（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）ＥＧ＋

　（ｍ８ｌ
２
２＋ｍ８ｌ

２
５）ＡＢ＋ｍ８ｓ

２
８ＩＭ＋ｍ８ｌ１ｌ２ｃｏｓ（θ２－

　θ１－φ）Ｂ＋ｍ５ｌ１ｌ５ｃｏｓ（θ２－θ１－φ）Ｂ＋
　ｍ８ｌ１ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ１）Ｍ＋２ｍ８ｌ２ｌ５ｃｏｓφＡＢ＋
　ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）（ＡＭ＋ＢＩ）＋ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－
　θ２＋φ）（ＡＭ＋ＢＩ）＋Ｊ８ＩＭ
Ｊ１５＝ｍ７ｌ６ｓ７ｃｏｓ（θ６－θ５）Ｅ＋（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）ＥＨ＋

　ｍ８ｓ
２
８ＩＮ＋ｍ８ｌ１ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ１）Ｎ＋

　ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＡＮ＋ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－
　θ２＋φ）ＡＮ＋Ｊ８ＩＮ
Ｊ４５＝ｍ７ｌ６ｓ７ｃｏｓ（θ６－θ５）Ｇ＋（ｍ７ｓ７＋Ｊ７）ＧＨ＋

　ｍ８ｓ
２
８ＭＮ＋ｍ８ｌ２ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２）ＢＮ＋

　ｍ８ｌ５ｓ８ｃｏｓ（θ７－θ２＋φ）ＢＮ＋Ｊ８ＭＮ

３７


