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摘要　提出用样条有限点法分析拱的自振频率，采用３次 Ｂ样条函数的线性组合作为位移振型函数，以曲

杆变形理论为基础，根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了考虑恒载效应影响时拱的振动频率方程．计算分析了恒载效

应对拱结构自振频率的影响．结果表明恒载效应会使拱结构自振频率减小；影响大小与结构自身刚度有关；

拱结构截面刚度一定时，拱矢跨比、径厚比越大，恒载效应对自振频率的影响越大．
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引言

拱结构在振动时，同时承受着恒载的作用．因
此拱结构在振动时，将从由恒载产生的初始变形状

态下开始变形，使结构的后续变形减小，这就是恒

载效应．恒载效应必将对拱的振动特性产生影响．
周世军［１－４］等研究了恒载效应对直梁和曲梁

的自振频率的影响，发现恒载效应引起的初始弯曲

应力会使梁自振频率增大．这一结论是基于纯弯曲
简支梁得出的．众所周知，拱在竖向恒载作用下截
面以受轴压力为主，弯矩和剪力均较小，这和梁的

受力特点是完全不同的，因此这一结果并不适用于

一般的拱结构．关于拱结构自振频率的研究很
多［５－６］，但考虑恒载影响的很少．李保［７］等利用哈

密顿原理推导出圆弧拱振动控制微分方程，用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法研究了自重对拱自振频率的影响，但
并没有分析这种影响与拱刚度、矢跨比、径厚比等

因素的关系，也未考虑上覆荷载的影响．
曾有学者用样条小波有限元法分析结构的自

振频率［８］，本文提出用样条有限点法，根据哈密尔

顿原理建立拱振动频率方程，其中考虑了恒载效应

的影响，推导出了样条有限点法的计算格式．编程
计算分析了恒载效应对拱结构自振频率的影响．结
果表明恒载效应会使拱结构自振频率减小，但对于

一般的拱结构，自重对其自振频率的影响较小；影

响大小与结构自身刚度有关；拱结构截面刚度一定

时，拱矢跨比 ｆ／ｌ、径厚比 ｒ／ｄ越大，恒载效应对自
振频率的影响越大．

１　基本方程

１．１　基本假定
（１）基于平面变形假设，变形前垂直于中线的

直线，变形后仍垂直于中线；（２）忽略剪切变形的
影响；（３）材料是均匀、连续、各向同性的；（４）振
动是弹性的．
１．２　曲杆变形几何关系

分析时以拱的恒载变形状态作为参考状态，见

图１．

图１　拱结构样条离散化

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｌｉｎｅｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｏｆａｒｃｈ

ｕ ＝ｕ＋ｕ

ｖ ＝ｖ＋ｖ
（１）

式中，ｕ是拱结构某一点的切向位移，以绕曲率中
心顺时针转动为正，ｕ和 ｕ分别表示恒载和动力活
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载引起的切向位移；ｖ是拱结构某一点的径向位
移，以指向极点为正，ｖ和ｖ分别表示恒载和动力活
载引起的径向位移．

根据曲杆变形理论，应变位移具有下述关系：

ε ＝
εｓ

χ{ }
＝ε０ ＋ε１ （２）

式中，ε０ ＝

ｕ

ｓ
－ｋｖ

２ｖ

ｓ２
＋（ｋｕ

）


{ }

ｓ

，ε１ ＝
１
２
ｖ

( )ｓ
２

{ }０
，

ε０、ε１ 分别为线性应变部分和为非线性应变部

分；其中，εｓ 为拱轴向应变，以伸长为正，χ为曲率
应变．
１．３　拱振动时的泛函

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，精确解使下列泛函取驻值．

ＩＩ＝∫
ｔ２

ｔ１

（Ｕ ＋Ｖ－Ｔ）ｄｔ （３）

式中，Ｕ为拱结构的应变能；Ｖ为外荷载作用下产
生的势能；Ｔ为体系的动能．

在振动时，拱结构的应变能可以写为：

Ｕ ＝Ｕ＋Ｕ （４）
式中，Ｕ和Ｕ分别为恒载ｑ和动力活载ｑ作用下由
于变形ｕ、ｖ所产生的应变能，分别定义为

Ｕ＝∫
ｌ

０

εＴＤεｄｓ （５ａ）

Ｕ＝１２∫
ｌ

０

εＴＤεｄｓ （５ｂ）

式中，ε为动荷载产生的应变，ε为恒载作用下
产生的应变．在计算Ｕ时使用方程（２）给出的线性
应变位移关系；而在计算 Ｕ时，使用方程（２）给出
的线性应变位移关系以引入恒载效应．Ｄ＝ｄｉａｇ
（ＥＡ，ＥＩ），Ｅ为弹性模量，Ａ为截面面积．

作用在结构上的恒载产生的势能为：

Ｖ＝－∫
ａ

０

（ｑｕｕ＋ｑｖｖ）ｄｓ （６）

式中，ｑｕ为恒载ｑ的切向分量，ｑｖ为恒载的法向分
量．

忽略剪力，转动惯量的影响，动能可以写为：

Ｔ＝∫
ａ

０

ρＡ
２（ｕ

２＋ｖ２）ｄｓ （７）

１．４　位移振型函数
拱自由振动时切向位移和径向位移可分别表

示为：

ｕ（ｓ，ｔ）＝ｕ（ｓ）ｓｉｎ（ωｔ＋ａ） （８ａ）
ｖ（ｓ，ｔ）＝ｖ（ｓ）ｓｉｎ（ωｔ＋ａ） （８ｂ）

式中ｕ（ｓ）、ｖ（ｓ）分别为切向、径向位移振型函数，
用三次 Ｂ样条函数拟合（具体做法参见文献
［８］）．

ｕ（ｓ）＝φａ　ｖ（ｓ）＝φｂ （９）

Ｗ＝
ｕ（ｓ）
ｖ（ｓ{ }） ＝Ｎδ （１０）

式中：

φ＝ φ－１ φ０ φ１ … φＮ－１ φＮ φＮ＋[ ]１ ，
ａ＝ ｕ０ ０ ａ１ … ａＮ－１ ０ ｕ[ ]Ｎ Ｔ

ｂ＝ ｖ０ ｖ′０ ｂ１ … ｂＮ－１ ｖ′Ｎ ｖ[ ]Ｎ Ｔ
，

δ＝{ }ａｂ，Ｎ＝ φ ０
０[ ]φ

其中φｉ（ｓ）为三次Ｂ样条函数构成的样条基函数．
ｕ０、ｖ０、ｖ′０，ｕＮ、ｖＮ、ｖ′分别为拱左端（ｓ０）和右端（ｓＮ）
处的切向位移和径向位移及转角，由位移边界条件

确定．
样条基函数的构造类似于有限元法中形函数

的构造，根据拱结构位移边界条件：

ｕ（ｓ０）＝ｕ０　ｖ（ｓ０）＝ｖ０　θ（ｓ０）＝ｋｕ０＋ｖ′０　

ｕ（ｓＮ）＝ｕＮ　ｖ（ｓＮ）＝ｖＮ　θ（ｓＮ）＝ｋｕＮ＋ｖ′{
Ｎ

得满足边界条件的样条基函数如下式所示（具体做

法参见相关文献）．

φ－１（ｓ）＝
３
２φ３（

ｓ
ｈ）

φ０（ｓ）＝
ｈ
２φ３（

ｓ
ｈ）－２ｈφ３（

ｓ
ｈ＋１）

φ１（ｓ）＝φ３（
ｓ
ｈ－１）－

１
２φ３（

ｓ
ｈ）＋φ３（

ｓ
ｈ＋１）

φ２（ｓ）＝φ３（
ｓ
ｈ－２）



φＮ－２（ｓ）＝φ３（
ｓ
ｈ－Ｎ＋２）

φＮ－１（ｓ）＝φ３（
ｓ
ｈ－Ｎ＋１）－

１
２φ３（

ｓ
ｈ－Ｎ）＋

　φ３（
ｓ
ｈ－Ｎ－１）

φＮ（ｓ）＝
ｈ
２φ３（

ｓ
ｈ－Ｎ）－２ｈφ３（

ｓ
ｈ－Ｎ＋１）

φＮ＋１（ｓ）＝
３
２φ３（

ｓ
ｈ－Ｎ































 ）

３６



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１４年第１２卷

其中φ３（ｓ）为三次样条函数，这组基函数有下
列特点：

φｉ（０）＝０（ｉ≠－１） φ－１（０）＝１

φ＇ｉ（０）＝０（ｉ≠０） φ′０（０）＝１

φ＇ｉ（ｓ）＝０（ｉ≠Ｎ） φ′Ｎ（ｓ）＝１

φｉ（ｓ）＝０（ｉ≠Ｎ＋１） φＮ＋１（ｓ）＝











 １

１．５　频率方程
将位移振型函数式（９）代入曲杆位移与应变

的几何关系式（２），得如下式：

ε０＝Ｂ０δ　
ｖ
ｓ{ }
０
＝Ｂ１δ （１１）

式中：Ｂ０＝
φ′ －ｋφ
（ｋφ）′ φ[ ]″ 　Ｂ１＝

０ φ′[ ]０ ０
；将以上

各式代入式（５）可得

Ｕ ＝１２δ
ＴＫ０δ＋δ

ＴＫ０δ＋
１
２δ

ＴＫｑδ＋Ｋ１δ （１２）

其中Ｋ０ ＝∫
ａ

０

Ｂ０
ＴＤＢ０ｄｓ，

Ｋｑ ＝∫
ａ

０

ＥＡ（［ｕ′－ｋｖ＋１２（ｖ′）
２］Ｂ１

ＴＢ１ｄｓ，

Ｋ１＝∫
ａ

０

ＥＡ
２（ｖ′）

２Ｂ０ｄｓ，

Ｋ０为一般的线性刚度矩阵；Ｋｑ和Ｋ１为由于恒载的
影响而产生的刚度矩阵．

作用在结构上的恒载产生的势能为：

Ｖ＝－Ｆｅｑδ （１３）

其中，Ｆｅｑ ＝∫
ａ

０

ｑＴＮｄｓ，ｑＴ＝ ｑｕ ｑ{ }ｖ ．

假定积分时间取为一个周期，根据变分原理可

得下列方程：

Ｋ０＋Ｋ( )ｑδ＝ω
２Ｍδ （１４）

式中，Ｍ ＝∫
ａ

０

ρＡＮＴＮｄｓ为质量矩阵；刚度矩阵

由两个矩阵叠加而成，其中的一个矩阵 Ｋ０就是一

般的线性刚度矩阵；而另一个矩阵 Ｋｑ就是恒载影
响刚度矩阵．

（Ｋ０）１１ ＝∫
ａ

０
（ＥＡφ′Ｔφ′＋ＥＩｋ２φ′Ｔφ′＋ＥＩｋｋ′φＴφ′＋

　　ＥＩｋｋ′φ′Ｔφ＋ＥＩ（ｋ′）２φＴφ）ｄｓ

（Ｋ０）１２ ＝∫
ａ

０
（－ＥＡｋφ′Ｔφ＋ＥＩｋφ′Ｔφ″＋

　　ＥＩｋ′φＴφ″）ｄｓ

（Ｋ０）２１ ＝（Ｋ０）
Ｔ
１２

（Ｋ０）２２ ＝∫
ａ

０
（ＥＡｋ２φＴφ＋ＥＩφ″Ｔφ″）ｄｓ

Ｋｑ ＝
０ ０
０ Ｋ( )

ｑ
[ ]

２２

（Ｋｑ）２２ ＝∫
ａ

０
ＥＡ（ｕ′－ｋｖ＋１２（ｖ′）

２φ′Ｔφｄｓ

为了使计算简便，假设 ｕ、ｖ在单元内线性变

化，即ｕ＝ｕｉ＋
ｕ（ｉ＋１）－ｕｉ

ｈ ｓ，ｖ＝ｖｉ＋
ｖ（ｉ＋１）－ｖｉ
ｈ ｓ

则

ｕ′＝
ｕ（ｉ＋１）－ｕｉ

ｈ 　　ｖ′＝
ｖ（ｉ＋１）－ｖｉ
ｈ （１５）

式中：ｈ为第 ｉ单元的弧长，ｓ为第 ｉ曲杆单元内某
点距端点ｉ的弧长；ｕ、ｖ是由外荷载引起的，由样条
有限点法求得．

２　频率计算分析

当曲率ｋ→０时，式（１４）即转化为梁在恒载影
响下的振动频率方程．为了验证本文方法的正确
性、通用性和使用精度，对文献［２］中的简支梁进
行了计算．材料为１６Ｍｎ钢，梁跨度 Ｌ＝１０ｍ，矩形
截面Ａ＝ｂ×ｈ＝０．３ｍ×０．４ｍ，ＥＩ＝３．３６×１０８Ｎ·

ｍ２，外荷载 ｑ＝１５０ｋＮ／ｍ．ω１为考虑恒载效应的最

小频率，ω０１为不考虑恒载效应的最小频率．ω１／ω０１
的计算结果为１．１０５４，文献［２］的结果为１．０９１８，
文献［１］的结果为１．１０８１．由此说明本文方法具有
足够的精度，且具有通用性．考虑横载效应会使梁
自振频率增大．

下面以混凝土两铰拱为例分析恒载效应对最

小频率的影响．拱截面为矩形，拱带宽１ｍ，混凝土
密度取为 γ＝２５００ｋｇ／ｍ３，弹性模量 Ｅ＝３．１５×

１０４Ｎ／ｍｍ２．下图中 ｒ／ｄ为拱的径厚比，横坐标 ｆ／ｌ

为矢跨比（０．０２≤ｆ／ｌ≤０．５），纵坐标Δ＝
ω０１－ω１
ω０１

×

１００％为恒载效应对频率的影响百分比．无外荷载
只有自重作用时，两铰圆拱在不同径厚比时的计算

结果如图２所示．
一般工程中，拱结构上除了自重还有外荷载作

用．设拱为矩形截面Ａ＝ｂ×ｈ＝１ｍ×０．５ｍ，均布质
量ｍ＝１２５０ｋｇ／ｍ，自重ｑ１＝１２．５ｋＮ／ｍ，其他参数与

４６
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上述拱相同．外荷载为ｑ＝ａｑ１．恒载效应对自振频
率的影响随失跨比的变化关系如图３所示．图４为
ａ＝６，即外荷载为自重荷载的６倍，不同径厚比（自
重各不相同）时的计算结果．

图２　不同径厚比时恒载效应对拱最小频率的影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｅａｄｌｏａｄｓｏｎｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆａｒｃｈ

图３　不同外荷载时恒载效应对最小频率的影响（ｒ／ｄ＝３０）

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｅａｄｌｏａｄｓｏｎｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆａｒｃｈ

图４　恒载效应对最小频率的影响（ａ＝６）

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｅａｄｌｏａｄｓｏｎｍｉｎｉｍｕｍｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆａｒｃｈ

从图２中可以看出，考虑自重使拱的自振频率
减小．减小的幅度随着矢跨比、径厚比的增大而增
大．但总的来说，若没有上覆荷载，拱自重对最小频
率的影响较小．若径厚比 ｒ／ｄ＜７０，矢跨比 ｆ／ｌ＜
０５，不计自重的影响引起的误差不超过５％．

从图３可以看出，外荷载越大，频率减小得越
多．当然外荷载不能无限制增大，当外荷载增大到
使结构刚度矩阵出现负值时，这实为拱结构静力稳

定的动力判据，这时的外荷载实为拱结构静力稳定

极限承载力．ａ≤４时，恒载效应引起的频率误差不
超过５％．若这时的外荷载叫临界外荷载，则径厚
比、矢跨比越大，临界外荷载越小．

从图４中可以看出，即使外荷载很大（ａ＝６），
当失跨比ｆ／ｌ＜０．１时，恒载效应对拱结构的最小频
率影响很小．事实上恒载效应对拱自振频率的影响
大小主要取决于轴向力对自振频率的影响．这时拱
的曲率很小，拱的振动主要以横向振动（弯曲）为

主，拱纵向振动（拉压）的影响很小，类似于梁的横

向振动，因此轴向压力对最小自振频率的影响很

小．当ｆ／ｌ→０即 ｋ→０时，方程（１３）化为两个完全
独立的方程，分别代表梁的横向振动和纵向振动，

从刚度矩阵?Ｋｑ」２２的计算即可发现，恒载效应（横
向）会使梁自振频率增大，与文献［２］的结论一致．

３　结论

本文用样条有限点法分析拱的动力问题，采用

３次Ｂ样条函数的线性组合作为位移振型函数，以
曲杆变形理论为基础，根据哈密尔顿原理建立了考

虑恒载效应影响时拱的振动频率方程．编程计算分
析了恒载效应对拱结构自振频率的影响，本文方法

对梁具有通用性．结果表明恒载效应会使拱结构自
振频率减小；拱上恒载越大，频率减小得越多；但对

于一般的拱结构，自重对其自振频率的影响较小；

影响大小与结构自身刚度有关；当外荷载增大到使

拱结构刚度方程出现负值时，这实为拱结构静力稳

定的动力判据；拱结构截面刚度一定时，拱矢跨比

ｆ／ｌ、径厚比ｒ／ｄ越大，恒载效应对自振频率的影响
越大，这种影响总是减小了拱的自振频率．
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