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摘要　对于中厚板或层合板而言，横向剪切变形的影响是显著的，采用三阶剪切变形理论比采用经典薄板

理论和一阶剪切变形理论能更好的满足精度的要求，而且能更好地描述板的剪切变形和剪应力沿厚度方向

的分布情况．本文用解析的方法研究了简支、自由和固定三种边界条件的任意组合下三阶剪切变形板的自

由振动问题．首先应用哈密顿原理建立自由振动方程，再通过引入中间变量使得原来耦合的自由振动方程

得到解耦和简化，基于分离变量法，利用边界条件得到基函数的表达式，利用ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法，求得三阶剪切

变形板在任意边界条件下的固有频率和振型．本文得到的结果可以为厚板在工程中的应用提供理论依据，

具有较高的工程实际应用价值．
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引言

在关于板振动问题的研究中，主要是基于经典

薄板理论［１］、一阶剪切变形理论［２］和三阶剪切变

形理论［３］这几种理论进行研究．对于厚板和层合
板，采用三阶剪切变形理论比采用克希霍夫的经典

薄板理论和一阶剪切变形理论能更好的满足精度

的要求，而且能更好地描述板的剪切变形和剪应力

沿厚度方向的分布情况．通常不同的板理论适用于
不同厚度的板，一般来说，经典薄板理论适用于薄

板，一阶剪切变形理论适用于中厚板，而三阶剪切

变形理论适用于厚板和层合板．
对于经典薄板理论，以往许多文献研究的都是

两对边简支薄板的自由振动问题．但是 Ｌｅｉｓｓａ［４］给
出了任何边界条件组合下薄板振动的精确解析解．
对于中厚板，横向剪切变形和转动惯量的影响不能

忽略，许多学者［５－７］基于一阶剪切变形理论用能量

法［８－１２］来研究板的振动问题．最近，Ａｋｈａｖａｎｅｔ
ａｌ．［１３］用这种方法研究了钟阳［１４］等人基于此理论

将中厚板自由振动问题导入哈密顿体系，然后利用

辛几何中的分离变量和本征函数展开的方法求出

了对边简支板自由振动的精确解．在弹性地基上受

面内载荷作用的矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ板．然而一阶剪切变
形理论里的剪切修正因子的选取不仅与板的几何

参数有关，还与边界条件和载荷有关．
对于三阶剪切变形理论，Ｒｅｄｄｙ和 Ｐｈａｎ［１５］基

于此理论给出了四边简支各向同性、各向异性和层

合矩形板自由振动和屈曲问题的精确解．Ｄｏｎｇ［１６］

基于三阶剪切变形理论运用了平均应力法简支矩

形板的振动问题．Ｈａｎｎａ和 Ｌｅｉｓｓａ［１７］又用此理论研
究了完全自由的矩形板振动问题．Ｍａｔｓｕｎａｇａ［１８］基
于三阶剪切变形理论通过哈密顿原理和 Ｎａｖｉｅｒ方
法研究了简支矩形板的稳定性和自由振动问题．但
是到目前为止，对于任意边界条件下基于三阶剪切

理论的板振动问题的解析方法还没有人研究．
本文介绍了一种基于三阶剪切变形理论来研

究厚板横向振动问题的解析方法，给出了求解不同

边界条件下的固有频率和振型函数的过程．

１　建立自由振动方程

基于三阶剪切变形理论，位移函数的表达式可

以写成：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｚφｘ（ｘ，ｙ，ｔ）－χｚ
３（φｘ＋

ｗ０
ｘ
）（１ａ）
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ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｚφｙ（ｘ，ｙ，ｔ）－χｚ
３（φｙ＋

ｗ０
ｙ
）（１ｂ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ） （１ｃ）

其中χ＝４
３ｈ２
（在一阶剪切变形理论中，χ＝０）．

（１）式中 ｗ０为板中面内任意点（ｘ，ｙ）的横向
位移，φｘ，φｙ分别为板中面的法线绕 ｙ轴和 ｘ轴的
转角．

对曲率和应变进行以下定义：

κ０ｘ＝
φｘ
ｘ
，κ０ｙ＝

φｙ
ｙ
，κ０ｘｙ＝

φｘ
ｙ
＋
φｙ
ｘ

（２）

κ２ｘ＝－χ
φｘ
ｘ
＋
２ｗ０
ｘ( )２ ，κ２ｙ＝－χφｙｙ＋

２ｗ０
ｙ( )２ ，

κ２ｘｙ＝－χ
φｘ
ｙ
＋
φｙ
ｘ
＋２
２ｗ０
ｘ( )ｙ （３）

γ０ｘｚ＝φｘ＋
ｗ０
ｘ
，γ０ｙｚ＝φｙ＋

ｗ０
ｙ

（４）

γ２ｘｚ＝－３χφｘ＋
ｗ０
( )ｘ，γ２ｙｚ＝－３χφｙ＋ｗ０( )ｙ （５）

则得到广义内力 Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｑｘ，Ｑｙ，Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｘｙ，
Ｒｘ，Ｒｙ和转动惯量Ｉｉ（ｉ＝０，３，５，７）的表达式：

Ｍｘ＝Ｄ（κ
０
ｘ＋υκ

０
ｙ）＋Ｆ（κ

２
ｘ＋υκ

２
ｙ）

Ｍｙ＝Ｄ（κ
０
ｙ＋υκ

０
ｘ）＋Ｆ（κ

２
ｙ＋υκ

２
ｘ）

Ｍｘｙ＝
１－υ
２ （Ｄκ

０
ｘｙ＋Ｆκ

２
ｘｙ）） （６）
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０
ｘｚ＋Ｇｄγ

２
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０
ｙｚ＋Ｇｄγ

２
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ｘ＋υκ

０
ｙ）＋Ｈ（κ

２
ｘ＋υκ

２
ｙ）

Ｐｙ＝Ｆ（κ
０
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０
ｘ）＋Ｈ（κ

２
ｙ＋υκ

２
ｘ）

Ｐｘｙ＝
１－υ
２ （Ｆκ

０
ｘｙ＋Ｈκ

２
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Ｒｘ＝Ｇｄγ
０
ｘｚ＋Ｇｆγ

２
ｘｚ，Ｒｙ＝Ｇｄγ

０
ｙｚ＋Ｇｆγ

２
ｙｚ （９）

（Ｉ０，Ｉ３，Ｉ５，Ｉ７）＝∫
ｈ
２

ｈ
２
ρ（１，ｚ２，ｚ４，ｚ６）ｄｚ （１０）

其中

（Ｄ，Ｆ，Ｈ）＝∫
ｈ
２

ｈ
２

Ｅ
１－υ

（ｚ２，ｚ４，ｚ６）ｄｚ （１１ａ）

（Ｇａ，Ｇｄ，Ｇｆ）＝∫
ｈ
２

π２
１２

π２
１２Ｇ（１，ｚ

２，ｚ４）ｄｚ （１１ｂ）

Ｅ，Ｇ，ｈ分别为板的弹性模量，剪切模量和厚度．
运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，得到自由振动的方程：
Ｑｘ
ｘ
＋
Ｑｙ
ｙ
－３χ

Ｒｘ
ｘ
＋
Ｒｙ
( )ｙ ＋ (χ２Ｐｘｘ２ ＋２

２Ｐｘｙ
ｘｙ

＋

　
２Ｐｙ
ｙ )２ ＝Ｉ０ｗ̈０－χ

２Ｉ７Δ̈ｗ０＋χＩ５
２

ｔ２
φｘ
ｘ
＋
φｙ
( )ｙ
（１２ａ）

Ｍｘ
ｘ
＋
Ｍｘｙ
ｙ
－Ｑｘ＋３χＲｘ－χ

Ｐｘ
ｘ
＋
Ｐｘｙ
( )ｙ ＝

　Ｉ３φ̈ｘ－χＩ５
３ｗ０
ｘｔ２

（１２ｂ）

Ｍｘｙ
ｘ
＋
Ｍｙ
ｙ
－Ｑｙ＋３χＲｙ－χ

Ｐｙ
ｙ
＋
Ｐｘｙ
( )ｘ ＝

　Ｉ３φ̈ｙ－χＩ５
３ｗ０
ｙｔ２

（１２ｃ）

边界条件包括位移边界条件和力的边界条件

两类：

位移边界条件：ｗ０，　
ｗ０
ｎ
，　φｘ，　φｙ

力的边界条件：Ｍｎ，　Ｍｎｓ，　Ｐｎ，　Ｖｎ
这里有：Ｍｎ＝Ｍｎ－χＰｎ　（ｎ＝ｘ，ｙ）

Ｖｎ＝Ｑｎ－３χＲｎ　（ｎ＝ｘ，ｙ）

Ｍｎｓ＝Ｍｎｓ－χＰｎｓ　（ｎ，ｓ＝ｘ，ｙ）
可以看出每个边上有四个边界条件，任意边界条件

是指位移和力边界条件的任意组合，工程上常用的

是固定、简支和自由三种情况的任意组合．

２　自由振动方程的求解

通过得到的三阶剪切变形板自由振动方程

（１２）式可以看出：这是３个变量 ｗ０，φｘ和 φｙ相互
耦合的偏微分方程组．对于四边简支的情况，已有
文献［１４］直接给出了其振型函数的表达式．但是，对
于任意边界条件，三阶剪切变形板自由振动解的形

式不能通过分离变量的方法直接求得，因此本文通

过引入中间变量，经过一系列的推导，使得原来耦

合的振动方程得到解耦和简化，然后精确给出理论

解的表达式．首先为了进行解耦，这里引入一个中
间变量ｆｘｙ，令

ｆｘｙ＝
φｘ
ｘ
＋
φｙ
ｙ

（１３）

则（１２ａ）式可以写为：
Ｃ１ｆｘｙ＋Ｃ２Δｆｘｙ＋Ｃ３Δｆ

¨
ｘｙ＝Ｃｗ１ （１４）

其中

Ｃ１＝Ｇａ－６χＧｄ＋９χ
２Ｇｆ，Ｃ２＝χＦ－χ

２Ｈ，Ｃ３＝－χＩ５，

Ｃｗ１（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｉ０ｗ̈０－χ
２Ｉ７Δ̈ｗ０－Ｃ１Δｗ０＋χ

２ＨΔΔｗ０
拉普拉斯算子Δ的表达式为：

Δ＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
，ΔΔ＝

４

ｘ４
＋２ ４

ｘ２ｙ２
＋

４

ｙ４
（１５）

由方程（１２ｂ－ｃ）和（１３）式，方程（１２ａ）还可以

１５
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改写成下面的形式：

Ｃ４Δｆｘｙ＋Ｃ５ｆ
¨
ｘｙ＝Ｃｗ２ （１６）

其中

Ｃ４＝Ｄ－χＦ，Ｃ５＝－Ｉ３－χＩ５
Ｃｗ２（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｉ０ｗ̈０－（χＩ５＋χ

２Ｉ７）Δ̈ｗ０＋χＦΔΔｗ０
联立（１４）和（１６）两个方程，通过变换消去中

间变量ｆｘｙ，则可以得到只含挠度ｗ０的方程：
ｅ１ｗ̈０＋ｅ２Δｗ····０＋ｅ３ｗ····０＋ｅ４Δ̈ｗ０＋ｅ５ΔΔ̈ｗ０＋
　ｅ６ΔΔｗ０＋ｅ７ΔΔΔｗ０＝０ （１７）

其中

ｅ１＝Ｉ０Ｃ１　ｅ２＝χ
２Ｉ７Ｃ５－（χ

２Ｉ７＋χＩ５）Ｃ３
ｅ３＝Ｉ０Ｃ３－Ｉ０Ｃｋ
ｅ４＝Ｃ２Ｉ０－Ｃ１（χ

２Ｉ７＋χＩ５）－Ｉ０Ｃ４＋Ｃ５Ｃ１
ｅ５＝Ｃ４χ

２Ｉ７－Ｃ５χ
２Ｈ－Ｃ２（χＩ５＋χ

２Ｉ７）＋Ｃ３χＦ

ｅ６＝Ｃ１Ｃ４＋χＦＣ１，ｅ７＝Ｃ２χＦ－Ｈχ
２Ｃ４

下面我们就对解耦后的方程（１７）进行求解．
首先将挠度ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ）中的空间和时间变量分离，
则得到解的表达式为：

ｗ０＝Ｗ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ＋θ） （１８ａ）
同样对于另外两个变量φｘ，φｙ有

φｘ＝ｘ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ＋θ）

φｙ＝ｙ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ＋θ） （１８ｂ）
Ｗ（ｘ，ｙ），ｘ（ｘ，ｙ），ｙ（ｘ，ｙ）是振型函数，ω是

振动的固有频率，其中这些振型函数可以由 ｘ和 ｙ
方向一系列基函数的组合来表示：

Ｗ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｉ＝１
∑
∞

ｊ＝１
ＡｉｊＸｉ（ｘ）Ｙｊ（ｙ） （１９）

为了得到振型函数，我们需要分别求解基函数

Ｘｉ（ｘ）和Ｙｊ（ｙ）．本文将 ｘ和 ｙ方向分开考虑，以 ｙ
方向为例，假设板在 ｘ方向上无限长，所有变量只
与ｙ有关，（１７）式则化为

－ｅ１ω
２Ｙ＋ｅ２ω

４ｄ２Ｙ
ｄｙ２
＋ｅ３ω

４Ｙ－ｅ４ω
２ｄ２Ｙ
ｄｙ２
－

　ｅ５ω
２ｄ４Ｙ
ｄｙ４
＋ｅ６
ｄ４Ｙ
ｄｙ４
＋ｅ７
ｄ６Ｙ
ｄｙ６
＝０ （２０）

假设上式解的形式为Ｙ（ｙ）＝ｅｓｙ，将其代入，于
是得到一个关于ｓ的特征方程

ｅ７ｓ
６＋（ｅ６－ｅ５ω

２）ｓ４＋（ｅ２ω
４－ｅ４ω

２）ｓ２＋

　ｅ３ω
４－ｅ１ω

２＝０ （２１）
±ｓ１，±ｓ２，±ｓ３是特征方程的根，且它们是与

固有频率ω相关的．则基函数的表达式可以得到：
Ｙ（ｙ）＝Ａｙｃｏｓｈ（ｓ１ｙ）＋Ｂｙｓｉｎｈ（ｓ１ｙ）＋Ｃｙｃｏｓｈ（ｓ２ｙ）＋

　Ｄｙｓｉｎｈ（ｓ２ｙ）＋Ｅｙｃｏｓ（ｓ３ｙ）＋Ｆｙｓｉｎ（ｓ３ｙ） （２２）
其中Ａｙ，Ｂｙ，Ｃｙ，Ｄｙ，Ｅｙ，Ｆｙ是待定系数．将上式代入
ｙ方向相应的边界条件中

简支：ｗｙ＝０，Ｍｙ＝０，Ｐｙ＝０ （２３ａ）
自由：Ｍｙ＝０，Ｐｙ＝０，Ｑｙ＝０ （２３ｂ）

固定：ｗｙ＝０，φｙ＝０，
ｗｙ
ｙ
＝０ （２３ｃ）

在ｙ＝０和ｙ＝ｂ处，任取上述两个边界条件，就
构成了由６个边界条件方程得到６个关于系数Ａｙ，
Ｂｙ，Ｃｙ，Ｄｙ，Ｅｙ，Ｆｙ的线性代数方程组，由方程组有非
零解的条件，即这６个方程的系数行列式为零，从而
求出各阶固有频率ωｉ的值．把求得的各阶固有频率
代入到边界条件方程中，就求得待定系数 Ａｙｉ，Ｂｙｉ，
Ｃｙｉ，Ｄｙｉ，Ｅｙｉ，Ｆｙｉ，从而得到ｙ方向基函数Ｙｉ（ｙ）．

对于ｘ方向，基函数 Ｘ（ｘ）的形式与 ｙ方向相
同，有

Ｘ（ｘ）＝Ａｘｃｏｓｈ（ｓ１，ｘ）＋Ｂｘｓｉｎｈ（ｓ１ｘ）＋
　Ｃｘｃｏｓｈ（ｓ２ｘ）＋Ｄｘｓｉｎｈ（ｓ２ｘ）＋
　Ｅｘｃｏｓ（ｓ３ｘ）＋Ｆｘｓｉｎ（ｓ３ｘ） （２４）

同样，ｘ方向的边界条件有
简支：ｗｘ＝０，Ｍｘ＝０，Ｐｘ＝０ （２５ａ）
自由：Ｍｘ＝０，Ｐｘ＝０，Ｑｘ＝０ （２５ｂ）

固定：ｗｘ＝０，φｘ＝０，
ｗｘ
ｘ
＝０ （２５ｃ）

同样方法可以得到 ｘ方向各阶基函数的表达
式Ｘｉ（ｘ）．

通过解耦，并利用边界条件，挠度ｗ０的振型函
数Ｗ（ｘ，ｙ）就可以由求得的ｘ和ｙ方向基函数代入
（１９）式得到．下面我们开始推导转角φｘ和φｙ的振
型函数．

首先求出ｙ方向的转角基函数 Φｙ（ｙ）和挠度
基函数 Ｙ（ｙ）的关系．运用单向厚板的表达式，在
（１４）式中只考虑 ｙ方向（假设板在 ｘ方向无限
长），所有变量只与ｙ有关，可以得到：

Ｃ１
ｄφｙ
ｄｙ＋Ｃ２

ｄ３φｙ
ｄｙ３
＋Ｃ３

ｄ̈φｙ
ｄｙ＝Ｃｗ３ （２６）

其中

Ｃｗ３＝Ｉ０ｗ̈０－χ
２Ｉ７
ｄ２ｗ̈０
ｄｙ２
－Ｃ１

ｄ２ｗ０
ｄｙ２
＋χ２Ｈ

ｄ４ｗ０
ｄｙ４

由（１２ｃ），可得：

Ｃ７
ｄ２φｙ
ｄｙ２
－Ｃ１φｙ＋Ｃ６φ̈ｙ＝Ｃｗ４ （２７）

２５
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其中

Ｃｗ４＝－χＩ５
ｄ̈ｗ０
ｄｙ＋（χＦ－χ

２Ｈ）
ｄ３ｗ０
ｄｙ３
＋Ｃ１

ｄｗ０
ｄｙ，

Ｃ６＝－Ｉ３，Ｃ７＝Ｄ－Ｆ（χ＋υ）＋Ｈχ
２

为了得到Φｙ（ｙ）与 Ｙ（ｙ）的关系，对（２６）式和
（２７）式做了如下一系列变换和推导：

令（２６）式对ｙ求积分并移项得：

ｄ２φｙ
ｄｙ２

＝
∫Ｃｗ３ｄｙ－Ｃ３φ̈ｙ－Ｃ１φｙ

Ｃ２
（２８）

将上式得到的
ｄ２φｙ
ｄｙ２
的表达式代入（２７）式，得

到：

Ｃ７∫Ｃｗ３ｄｙ－Ｃ３φ̈ｙ－Ｃ１φ( )ｙ －Ｃ２Ｃ１φｙ＋
　Ｃ２Ｃ６φ̈ｙ ＝Ｃ２Ｃｗ４ （２９）
将表达式φｙ（ｙ，ｔ）＝Φｙ（ｙ）·ｓｉｎ（ωｔ＋θ）和ｗ０

（ｙ，ｔ）＝Ｙ（ｙ）·ｓｉｎ（ωｔ＋θ）代入（２９）式，就可以得
到Ｙ（ｙ）和Φｙ（ｙ）的关系式：

Φｙ ＝ａ１
Ｙ
ｙ
＋ａ２

３Ｙ
ｙ３
＋ａ３∫Ｙｄｙ （３０）

其中

ａ１＝
Ｃ１Ｃ７＋Ｃ１Ｃ２－Ｃ７χ

２Ｉ７ω
２＋χＩ５ω２Ｃ２

－Ｃ１Ｃ７－Ｃ１Ｃ２－Ｃ２Ｃ６ω
２＋Ｃ３Ｃ７ω

２

ａ２＝
χ（Ｃ２Ｆ－（Ｃ７＋Ｃ２）Ｈχ）

－Ｃ１Ｃ７－Ｃ１Ｃ２－Ｃ２Ｃ６ω
２＋Ｃ３Ｃ７ω

２

ａ３＝
Ｃ７Ｉ０ω

２

－Ｃ１Ｃ７－Ｃ１Ｃ２－Ｃ２Ｃ６ω
２＋Ｃ３Ｃ７ω

２

把前面得到的ｙ方向各阶基函数Ｙｉ（ｙ）的表达式代
入到（３０）式，就得到各阶 ｙ方向转角的基函数
Φｙｉ（ｙ）．同样方法可以得到 Ｘ（ｘ）和 Φｘ（ｘ）的关系
式：

Φｘ ＝ａ１
Ｘ
ｘ
＋ａ２

３Ｘ
ｘ３
＋ａ３∫Ｘｄｘ （３１）

３　ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法求固有频率和模态

对于三阶剪切变形板的自由振动问题，势能和

动能的表达式可以写成：

Ｕ＝１２Ａ（Ｍｘκ０ｘ＋Ｍｙκ０ｙ＋Ｍｘｙκ０ｘｙ＋Ｐｘκ２ｘ＋
　Ｐｙκ

２
ｙ＋Ｐｘｙκ

２
ｘｙ＋Ｑｘγ

０
ｘｚ＋Ｑｙγ

０
ｙｙ＋

　Ｒｘγ
２
ｘｚ＋Ｒｙγ

２
ｙｚ）ｄＡ （３２ａ）

Ｔ＝１２ρＡ（（ｕｔ）２＋（ｖｔ）２＋（ｗｔ）２）ｄＡ
（３２ｂ）

位能函数

Π＝Ｕｍａｘ－Ｔｍａｘ （３３）
ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法中的试函数可以选择满足边界

条件的振型函数表达式：

Ｗ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ＡｉｊＸｉ（ｘ）Ｙｊ（ｙ） （３４ａ）

ｘ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ＢｉｊΦｉ（ｘ）Ｙｊ（ｙ） （３４ｂ）

ｙ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ＣｉｊＸｉ（ｘ）Φｊ（ｙ） （３４ｃ）

其中基函数表达式 Ｘｉ（ｘ）和 Ｙｊ（ｙ）由（２２）和（２４）
式得到．Ａｉｊ，Ｂｉｊ和Ｃｉｊ为待定系数．把（１８）式代入动
能的表达式（３２ｂ）式中，得到最大动能表达式

Ｔｍａｘ＝
ρω２
２ ( ｚｘ－χｚ

３（ｘ＋
Ｗ
ｘ( )）２

＋

　 ｚｙ－χｚ
３（ｙ＋

Ｗ
ｙ( )）２

＋Ｗ )２ ｄｚｄＡ （３５）

把曲率和应变的表达式（２－５）式，以及广义
内力的表达式（６－８）式以及（１８）式代入到势能的
表达式（３２ａ）中，得到最大势能的表达式为：

Ｕ＝( (
Ａ

Ｇａ＋９Ｇｆχ
２－６Ｇｄ )χ

( (　 ｘ＋
Ｗ
 )ｘ

２ (＋ ｙ＋
Ｗ
 )ｙ )２ ＋

　（－２Ｆχ＋Ｈχ２＋Ｄ ( (）
ｘ
 )ｘ

２ (＋ ｙ
 )ｙ )２ ＋

　Ｈχ( (２ ｘ
ｘ
＋

２Ｗ
ｘ )２

２ (＋ ｙ
ｙ
＋

２Ｗ
ｙ )２ )２ ＋

　２μＨχ(２ ｘｘ＋
２Ｗ
ｘ ) (２

ｙ
ｙ
＋

２Ｗ
ｙ )２ －

　２Ｆ (χｘ (ｘ ｘ
ｘ
＋

２Ｗ
ｘ )２ ＋

ｙ
 (ｙ ｙ

ｙ
＋

２Ｗ
ｙ ) )２ ＋

　（－２μＦχ＋２μＨχ２ (） ｘ (ｘ ｙ
ｙ
＋

２Ｗ
ｙ )２ ＋

　
ｙ
 (ｙ ｘ

ｘ
＋

２Ｗ
ｘ ) )２ ＋（－４μＦχ＋

　２μＨχ２＋２μＤ (） ｘ ) (ｘ
ｙ
 )ｙ ＋

　 １２Ｄ（１－μ (） ｘｘ＋ｙ )ｙ
２

＋

　 １２Ｈχ
２（１－μ (） ｘｙ＋ｙｘ＋２

２Ｗ
ｘ )ｙ

２

－

　 －Ｆχ（１－μ (） ｘｙ＋ｙ ) (ｘ
ｘ
ｙ
＋
ｙ
ｘ
＋

３５
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　２
２Ｗ
ｘ ) )ｙ ｄＡ （３６）

由最小位能原理，得：

δ（Ｕｍａｘ－Ｔｍａｘ）＝０ （３７）
由于待定系数 Ａｉｊ，Ｂｉｊ和 Ｃｉｊ相当于独立的广义

坐标，所以变分式可以简化为多元函数的极值条

件：

Ｕｍａｘ
Ｍｉｊ

－
Ｔｍａｘ
Ｍｉｊ

＝０　
（Ｍｉｊ＝ＡｉｊａｎｄＣｉｊ）

（ｉ＝１，２，…，ｍ　ｊ＝１，２，…，ｎ）
（３８）

将最大动能（３５）式和最大势能（３６）式代入到
上式中，就得到一个关于待定系数Ａｉｊ，Ｂｉｊ和Ｃｉｊ的代
数方程组，一共３×ｍ×ｎ个．由方程组有非零解的
条件，令其系数行列式为零则可以求得板振动的各

阶固有频率，将求得的相应各阶固有频率数值带回

原方程组（３７）式中，就可以求得相应各阶的模态
函数．

经过验证发现，当（１）式中 χ＝０时，自由振动
方程（１２ａ－ｃ）中没有与 χ有关的项，即由基于
Ｒｅｄｄｙ板理论所推导得到结果退化为基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ
板理论推导得到的结果．此时（２２）和（２４）式中的
ｓ１＝０，且所得到的基函数解的形式和边界条件与

曹志远［１８］基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ板理论研究板自由振动问
题所得到的结果一致，因此可以验证本文所述的方

法和推导过程的正确性．

４　结论

本文对于在不同边界条件下矩形厚板的自由

振动问题给出了精确的解析解．基于三阶剪切变形
理论，建立了自由振动方程，通过引入中间变量和

分离变量法将三个偏微分方程转化成只含一个变

量的常微分方程．将所求振型函数写成一系列ｘ和
ｙ方向基函数的组合，再由边界条件得到基函数的
表达式，代入 ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法中，得到了三阶剪切
变形板在不同边界条件下固有频率和振型函数的

解析表达式．
由推导的过程和结果可以得出以下结论：

１）由基于三阶剪切变形理论建立的振动方程
（１２ａ）式以及解耦后的方程（１７）式可以看出，最高
阶偏导是 ６次，所以求得的有关挠度的基函数
Ｙ（ｙ）和Ｘ（ｘ）的表达式（２２）和（２４）式中共有六项，
待定系数的个数也有六个．这是由于三阶剪切变形

理论假设的位移场表达式（１ａ，ｂ）中含有
ｗ０
ｘ
和
ｗ０
ｙ

导致的，而经典板理论和一阶剪切变形理论基函数

的项数则是４项．
２）由所求得的挠度基函数Ｙ（ｙ）（或Ｘ（ｘ））与

转角基函数Φｙ（ｙ）（或Φｘ（ｘ））之间的关系可以看
出，Φｙ（ｙ）（或Φｘ（ｘ））的表达式中包含一个 Ｙ（ｙ）
（或Ｘ（ｘ））的积分形式，这也是区别于经典薄板理
论和Ｍｉｎｄｌｉｎ板理论所得出的结果．

综上，本文提出的基于三阶剪切变形理论研究

厚板自由振动的方法和结果，可以为强迫振动或非

线性振动的研究提供理论基础，也为厚板的实际工

程应用提供理论指导．
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