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摘要　主要研究了在滑动轴承支承下转子间具有平行不对中故障的柔性联转子系统非线性动力学行为．首

先，在考虑到联轴器的连接刚度后，基于两转子间运动的几何关系和位移约束条件推导了在非线性油膜力

作用下平行不对中转子系统的动力学模型，理论分析表明该系统是一个含有时变系数和强非线性特征的１１

自由度非自治系统．然后采用数值方法重点分析了系统的非线性振动特性，例如，系统的轴心轨迹、频谱相

应，Ｐｏｉｎｃａｒé截面等．结果表明：在较低转速时，转子的涡动轨迹在较小的范围内作同步振荡；随着转速的提

高，系统出现倍周期分叉现象，以及准周期、混沌运动等复杂的非线性动力学行为．最后讨论了联轴器的连

接刚度对系统运动特性的影响．

关键词　转子不对中，　联轴器刚度，　约束关系，　非线性油膜力

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０７３

引言

转子不对中是引起机械故障最为重要的原因

之一．据报道，在所测得的旋转机械故障中，６０％是
由转子的不对中引起的［１］．因此研究不对中联轴器
柔性转子系统的动力学行为对系统的故障诊断和
状态监测具有重要的理论及工程意义．

多年来，国内外研究学者对具有平行不对中故

障的转子系统动力学问题已做了大量研究，取得了

一些重要的研究成果．例如，文献［２］利用有限元
法分析了一个简化的不对中转子模型，并指出二倍

频分量是这类转子系统的特征频率．进入二十世纪
后，随着日益增长的工业和国防建设需求，各种新

型飞行器、车辆、舰船的出现，以致转子趋于大型、

高速、重载，而转子与定子间的间隙却相对缩小，因

此不对中引起的各种振动也就变得更加严重．在文
献［３］中，ＡｌＨｕｓｓａｉｎ采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ方法分析了由
一个不对中的刚性联轴器连接的两个 Ｊｅｆｆｅｃｏｔｔ转
子系统的动力学特性，其中的不对中效应主要体现

在系统的弹性力上，而在系统的动态力中未予以考

虑，因此系统的动力学方程中只存在弹性耦合，而

惯性项是解耦的；而文献［４］通过分析刚性联轴器
的不对中问题，建立了刚度随时间变化的线性系统

模型；文献［５－６］考虑到转子刚度的非对称和圆
盘的不平衡等因素后，分别研究了转子不对中和轴

承不对中系统的非线性动力学行为．近年来，一些
学者则更加关注于振动信号中的谐波响应．文献
［７］通过分析轴心轨迹和频谱图的特点，揭示了不
对中转子系统的一些非线性动力学行为；文献［８］
则利用解析和数值的方法分别分析了一个在弹性

支撑下具有完整约束的不对中转子系统，结果表

明，在系统响应中不仅存在与不平衡响应一致的工

频成分，还存在着倍频以及组合频率的振动分量；

在文献［９］中，作者重点对具有轴承不对中故障的
转子系统做了研究；而文献［１０］从试验的角度分
析了不对中对转子系统的振动特征．

上述研究重点讨论了在非线性油膜力作用下

不对中刚性转子系统的动力学问题，其中相邻转子

间的位移约束关系往往被忽略，而这种约束对系统

整体的动力学行为有时起着相当大的作用．文献
［１１－１２］考虑了两个转子间位移不对中约束关
系，建立了多转子系统的动力学模型．本文在此基
础上，进一步考虑了转子间的运动几何关系和联轴

器连接刚度，重点探讨该柔性转子系统的非线性动

力学行为，以及同时具有平行不对中和质量不平衡

这两种故障时系统的非线性振动特征．
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１　不对中联轴器柔性转子系统动力学模型

１．１　转子系统动力学模型
图１为在滑动轴承支承下柔性转子系统示意

图．由于联轴器的制造精度或安装误差，其相邻转
子的轴线存在不对中偏移，并且两转子在运动过程

中保持大小不变的不对中量 ｄ．为方便问题的讨
论，现作如下基本假设：１）转子间不对中量为小
量；２）转子及圆盘近似做平面运动．图中 ｍ、Ｍ分
别为轴颈和圆盘的集中质量；ｘｉ、ｙｉ为质量集中点的
坐标；ｋ为转子刚度；ａ为圆盘的质量偏心；Ω为转
子的转动角速度，ｔ为时间．

图１　不对中联轴器柔性转子系统

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆａｆｌｅｘｉｂｌｅｍｉｓａｌｉｇｎｅｄｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

图２为通过４个销钉连接的不对中联轴器的
运动受力图．假设在初始状态下，两转子在 ｘ方向
存在不对中偏差，如图２（ａ）所示．其中，Ｒｊ为第１
个转子上联轴器中心到第ｊ个销钉的距离；ｒ为第２
个转子上销钉的运动半径．

当两转子１和转子２分别绕其轴线旋转时，如
图２（ｂ）所示，转子１上第ｊ个销钉在固定坐标系下
的坐标能够表示为

ｘ１ｊ＝ｘ３＋Ｒｊｃｏｓ（φｊ＋ωｔ）

ｙ１ｊ＝ｙ３＋Ｒｊｓｉｎ（φｊ＋ωｔ{ ）
（１）

其中

Ｒｊ＝ ［ｒｃｏｓ（ｊ）＋δ］
２＋［ｒｓｉｎ（ｊ）］槡

２

φｊ＝ａｒｃｔａｎ
ｒｓｉｎｊ
ｒｃｏｓｊ＋δ

　ｊ＝（ｊ－１）
２π
Ｎ

图２　不对中联轴器运动形式

Ｆｉｇ．２　Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｉｓａｌｉｇｎｅｄｃｏｕｐｌｉｎｇ

同样，转子２上第ｊ个销钉的坐标可以表示为
ｘ２ｊ＝ｘ４＋ｃｏｓ（ｊ＋ωｔ）

ｙ２ｊ＝ｙ４＋ｓｉｎ（ｊ＋ωｔ{ ）
（２）

１．２　运动方程
由于平行不对中量的存在两转子之间的位移

是相互耦合的，其约束关系可以表示为

　ｆ（ｘ３，ｙ３，ｘ４，ｙ４）＝（ｘ３－ｘ４）
２＋（ｙ３－ｙ４）

２－δ２＝０ （３）
基于分析力学理论，上式为一完整约束关系，可设

ｘ３－ｘ４＝δｃｏｓΨ

ｙ３－ｙ４＝δｓｉｎ{ Ψ
（４）

其中ψ具有明显的物理含义，它是两个转子连心线
与ｘ轴之间的夹角．

引入上述约束条件，并记在固定坐标系下系统

的广义坐标为ｑ＝（ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，ｘ４，ｙ４，ｘ５，ｙ５，
ｘ６，ｙ６，ψ），得到系统的动能和势能表达式为

Ｔ＝１２ｍ［ｘ１
２＋ｙ１

２］＋（ｘ４－δψ
·ｓｉｎψ）２＋

　（ｙ４＋δψ
·ｃｏｓψ）２＋ｘ４

２＋ｙ４
２＋ｘ６

２＋ｙ６
２］＋

　１２Ｍ［（ｘ２－ａΩｓｉｎΩｔ）
２＋（ｙ２＋ａΩｃｏｓΩｔ）

２）＋

１３
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　（ｘ５－ａΩｓｉｎ（Ωｔ＋β））
２＋（ｙ５＋ａΩｃｏｓ（Ωｔ＋

　β））２］＋１２Ｊ１Ω
２＋１２Ｊ２Ω

２ （５）

Ｕ＝１２ｋ１（ｘ１－ｘ２）
２＋１２ｋ１（ｙ１－ｙ２）

２＋

　１２ｋ２（ｘ４－ｘ５）
２＋１２ｋ２（ｙ４－ｙ５）

２＋

　１２ｋ１（ｘ２－ｘ４－δｃｏｓψ）
２＋１２ｋ１（ｙ２－ｙ４－

　δｓｉｎψ）２＋１２ｋ２（ｘ５－ｘ６）
２＋１２ｋ２（ｙ５－ｙ６）

２＋

　１２∑
Ｎ

ｊ＝１
ｋｂ［ｘ４＋δｃｏｓψ＋Ｒｊｃｏｓ（φｊ＋Ωｔ）－ｘ４－

　ｒｃｏｓ（ｊ＋Ωｔ）－δ］
２＋１２∑

Ｎ

ｊ＝１
ｋｂ［ｙ４＋δｓｉｎψ＋

　Ｒｊｓｉｎ（φｊ＋Ωｔ）－ｙ４－ｒｓｉｎ（ｊ＋Ωｔ）］－
　ｍｇ（ｘ１＋ｘ４＋δｃｏｓψ＋ｘ４＋ｘ６）－
　Ｍｇ（ｘ２＋ａｃｏｓΩｔ＋ｘ５＋ａｃｏｓΩｔ） （６）

系统的广义力即除了有势力外的主动力为 Ｑ＝
（Ｆｊｘ，Ｆｊｙ），ｊ＝１，３，４，６．进而由第２类 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程可得到系统的运动微分方程为

ｍ̈ｘ１＝－ｋ（ｘ１－ｘ２）＋Ｆ１ｘ＋ｍｇ （７）
ｍ̈ｙ１＝－ｋ（ｙ１－ｙ２）＋Ｆ１ｙ （８）
Ｍｘ２＝－ｋ（ｘ２－ｘ１）－ｋ（ｘ２－ｘ４－δｃｏｓψ）＋
　ＭａΩｔｃｏｓΩｔ＋Ｍｇ （９）
Ｍｙ２＝－ｋ（ｙ２－ｙ１）－ｋ（ｙ２－ｙ４－δｓｉｎψ）＋
　ＭａΩ２ｓｉｎΩｔ （１０）

ｍ̈ｘ４＝
－ｋ（２ｘ４＋δｃｏｓψ－ｘ５－ｘ２）＋（Ｆ３ｘ＋Ｆ４ｘ）

２ ＋

　δψ
′２ｃｏｓψ
２ ＋δψ

″ｓｉｎψ
２ ＋ｍｇ （１１）

ｍ̈ｙ４＝
－ｋ（２ｙ４＋δｓｉｎψ－ｙ５－ｙ２）＋（Ｆ３ｙ＋Ｆ４ｙ）

２ ＋

　δψ
′２ｓｉｎψ
２ －δψ

″ｃｏｓψ
２ （１２）

Ｍｘ̈５＝－ｋ（ｘ５－ｘ４）－ｋ（ｘ５－ｘ６）＋
　ＭａΩ２ｃｏｓ（Ωｔ＋β）＋ｍｇ （１３）
Ｍｙ̈５＝－ｋ（ｙ５－ｙ４）－ｋ（ｙ５－ｙ６）＋
　ＭａΩ２ｓｉｎ（Ωｔ＋β） （１４）
ｍ̈ｘ６＝－ｋ（ｘ６－ｘ５）＋Ｆ６ｘ＋ｍｇ （１５）
ｍ̈ｙ６＝－ｋ（ｙ６－ｙ５）＋Ｆ６ｙ （１６）

ψ″＝
－ｋ（ｙ５－ｙ２）ｃｏｓψ＋ｋ（ｘ５－ｘ２）ｓｉｎψ

ｍδ
＋

　
２ｋｂ（Ａｓｉｎψ－Ｂｃｏｓψ）－（Ｆ３ｘ－Ｆ４ｘ）ｓｉｎψ

ｍδ
＋

　
（Ｆ３ｙ－Ｆ４ｙ）ｃｏｓψ

ｍδ
（１７）

其中参数

Ａ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
［δｃｏｓ（ψ）＋Ｒｊｃｏｓ（φｊ＋Ωｔ）－

　ｒｃｏｓ（ｊ＋Ωｔ）－δ］

Ｂ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
［δｓｉｎ（ψ）＋Ｒｊｓｉｎ（φｊ＋Ωｔ）－

　ｒｓｉｎ（ｊ＋Ωｔ）－δ］
Ｆｊｘ，Ｆｊｙ（ｊ＝１，３，４，６）分别为作用于转子１和转子２
上的４个轴承非线性油膜力在 ｘ和 ｙ方向上的分
量；ａ为圆盘的质量偏心距；β为两圆盘偏心距间初
始夹角；Ω为转子的转速；δ为平行不对中量．根据
文献［１３］所述油膜力表达式，采用短轴承假设，当
相邻转子间具有的平行不对中量δ时，其油膜力分
量可表示为

Ｆ３ｘ＝Ｆ３ｘ（ｘ４＋δｃｏｓψ，ｙ４＋δｓｉｎψ，

ｘ４－δψ
·ｓｉｎψ，ｙ４＋δψ

·ｃｏｓψ）

Ｆ３ｙ＝Ｆ３ｙ（ｘ４＋δｃｏｓψ，ｙ４＋δｓｉｎψ，

ｘ４－δψ
·ｓｉｎψ，ｙ４＋δψ

·ｃｏｓψ













）

（１８）

１．３　无量纲运动方程
为使所研究的内容具有更广泛的适用性，利用

滑动轴承的特征尺寸 －轴承的间隙 ｃ，轴颈集中质
量ｍ，时间ｔ，将方程（７）～（１７）进行无量纲化，为
此引入无量纲量

Ｘｉ＝ｘｉ／ｃ，Ｙｉ＝ｙｉ／ｃ，ｎ＝Ｍ／ｍ，α＝ａ／ｃ
Δ＝δ／ｃ，Ｋ＝ｋｃ／ｍｇ，Ｋｂ＝ＫｂＣ／ｍｇ，
ｆｋｘ＝Ｆｋｘ／ｍｇ，ｆｋｙ＝Ｆｋｙ／ｍｇ，ｆｋｒ＝Ｆｋｘ／ｍｇ
ｆｋｔ＝Ｆｋｔ／ｍｇ，Ｒｊ＝Ｒｊ／ｃ，ｒ＝ｒ／ｃ，τ＝Ωｔ，

ω＝Ω槡ｃ／ｇ，ｉ＝１，２，…，６，ｊ＝１，２，…，Ｎ，
ｋ＝１，３，４，６

并记 ｄｘ／ｄｔ＝ｘ，ｄｘ／ｄτ＝ｘ′，…，则无量纲后的运动
方程为

Ｘ″１＝－
Ｋ
ω２
（Ｘ１－Ｘ２）＋

ｆ１ｘ
ω２
＋１
ω２

（１９）

Ｙ″１＝－
Ｋ
ω２
（Ｙ１－Ｙ２）＋ｆ１ｙ （２０）

Ｘ″２＝－
Ｋ
ｎω２
（Ｘ２－Ｘ１）－

Ｋ
ｎω２
（Ｘ２－Ｘ３）＋

　αｃｏｓ（τ）＋１
ω２

（２１）

Ｙ″２＝－
Ｋ
ｎω２
（Ｙ２－Ｙ１）－

Ｋ
ｎω２
（Ｙ２－Ｙ３）＋αｓｉｎ（τ）

（２２）

Ｘ″４＝
－Ｋ（２Ｘ４＋Δｃｏｓ（ψ）－Ｘ５－Ｘ２）＋（ｆ３ｘ＋ｆ４ｘ）

２ω２
＋

２３
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　Δψ
′２ｃｏｓ（ψ）
２ ＋Δψ

″ｓｉｎ（ψ）
２ ＋１

ω２
（２３）

Ｙ″４＝
－Ｋ（２Ｙ４＋Δｓｉｎ（ψ）－Ｙ５－Ｙ２）＋（ｆ３ｙ＋ｆ４ｙ）

２ω２
＋

　Δψ
′２ｓｉｎ（ψ）
２ －Δψ

″ｃｏｓ（ψ）
２ （２４）

Ｘ″５＝－
Ｋ
ｎω２
（Ｘ５－Ｘ４）－

Ｋ
ｎω２
（Ｘ５－Ｘ６）＋

　αｃｏｓ（τ＋β）＋１
ω２

（２５）

Ｙ″５＝－
Ｋ
ｎω２
（Ｙ５－Ｙ４）－

Ｋ
ω２
（Ｙ５－Ｙ６）＋

　αｓｉｎ（τ＋β） （２６）

Ｘ″６＝－
Ｋ
ω２
（Ｘ６－Ｘ５）＋

ｆ６ｘ
ω２
＋１
ω２

（２７）

Ｙ″６＝－
Ｋ
ω２
（Ｙ６－Ｙ５）＋

ｆ６ｙ
ω２

（２８）

ψ″＝ １
Δω２
［－Ｋ（Ｙ５－Ｙ２）ｃｏｓ（ψ）＋Ｋ（Ｘ５－

　Ｘ２）ｓｉｎ（ψ）＋２Ｋｂ（Ａ
－
ｓｉｎ（ψ）－Ｂｃｏｓ（ψ））－

　（ｆ３ｘ－ｆ４ｘ）ｓｉｎ（ψ）＋（ｆ３ｙ－ｆ４ｙｃｏｓ（ψ））］（２９）
其中ω、ｎ、α分别表示为无量纲转速、质量比和质
量偏心率，Ｋ和 Ｋｂ分别为无量纲转轴刚度和销钉
刚度，Δ为无量纲不对中量，ｆｊｘ、ｆｊｙ分别是 ｘ和 ｙ方
向的无量纲轴承油膜力分量

ｆｋｘ＝－ｆｋｒｃｏｓθｋ－ｆｋｔｓｉｎθｋ
ｆｋｙ＝－ｆｋｒｓｉｎθｋ＋ｆｋｔｃｏｓθ{

ｋ

　ｋ＝１，３，４，５ （３０）

径向和切向的无量纲轴承油膜力分量

ｆｋｒ＝σλ
２ω［（１－２φ′ｋ）Ｇｋ１＋２ε

′
ｋＧｋ２］／３

ｆｋｔ＝σλ
２ω［（１－２φ′ｋ）Ｇｋ３＋２ε

′
ｋＧｋ４］／{ ３　ｋ＝１，３，５

（３１）

其中 σ＝ σ
槡ｍ ｇｃ
，σ＝６μＢＲ

３

ｃ２
为轴承的 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ

数，λ＝Ｂ２Ｒ为轴承的长径比．

２　非线性动力学分析

由以上分析可知，方程（１９）～（２９）是一个具
有强非线性特征的１１自由度非自治系统，方程中
含有非线性油膜力及 ｓｉｎψ、ｃｏｓψ这样的非线性函
数，因此得到方程的解析解或近似解是十分困难

的．为了研究其动力学特性，比较可行的是采用数
值方法求解．取σ＝３．０，α＝０．０５，并令两圆盘偏心
距间初始夹角β＝０，无量纲转轴刚度 Ｋ＝２０．０，销

钉刚度Ｋｂ＝１５．０，圆盘质量ｎ＝１０．０，其中 Δ＝０．１
表示不对中量为轴承间隙的十分之一，即为微小不

对中量情况．使用稳态响应、轴心轨迹、Ｐｏｉｎｃａｒé截面
和最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为判定系统稳定性的方法．

图３为采用４－５阶变步长ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法，经
过充分衰减后求得的转子系统稳态响应随无量纲

转速变化的分叉图．从图中可以看出，在较低转速
时系统运行较为稳定，做周期１运动，此时转子不
平衡力对系统的作用处于主导地位．随着转速的提
高，转子的振幅逐渐增大并呈现出倍周期以及准周

期分叉现象．当无量纲转速ω≈４．１１时，系统进入
混沌运动，此时转子振幅迅速变大．

图３　不对中转子系统的稳态响应随转速变化分叉图

ω＝１．０→５．０，Δ＝０．１

Ｆｉｇ．３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒω＝１．０→５．０ｗｈｅｎΔ＝０．１

图４（ａ）为ω＝１．５０时转子的稳态位移响应及
相应的频谱图、轴心轨迹图及其 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图，
由图中可见其轴心轨迹在某些位置曲率变化较大，

时域内表现为拍振，频谱图中在 ｆ／２，ｆ，３ｆ／２，２ｆ，３ｆ
等处有离散谱峰，倍频成分明显．通过计算该转速
下的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为 －０．０６８９５，表明在该转
速下系统呈现周期２特性．

图４（ｂ）为ω＝４．５０时结合多种方法判断系统
的运动情况．从图中能够看出系统响应中有谐波分
量产生，并形成连续谱成分，其中某些低频成分较

大．另外，Ｐｏｉｎｃａｒé截面呈现出具有自相似结构的奇怪
吸引子，在该转速下的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０．０３６６９，
由此可以判断系统在该转速下已经进入混沌．

下面主要讨论联轴器的连接刚度对系统响应

的影响情况．图５为当转速ω＝２．０时，不对中转子
系统的稳态响应随销钉刚度变化的分叉图．从图５
可以看出，当转子的连接刚度较小时，系统的稳态

响应表现为混沌振荡，其振幅较大；随着销钉刚度

３３
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图４　不同转速时转子系统的位移响应、位移响应频谱图、轴心轨迹图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面图

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｄｉａｇｒａｍ，ｏｒｂｉｔｓ，ＰｏｉｎｃａｒéｍａｐｓｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔΩ

图５　不对中转子系统的稳态响应随联轴器销钉刚度变化分叉图

Ｋｂ＝３．０→１８．０，Δ＝０．１

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｈｅｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒＫｂ＝３．０→１８．０ｗｈｅｎΔ＝０．１

的增加，转子系统呈现出周期２，周期３等倍周期
分叉现象以及混沌运动的复杂非线性动力学行为，

其频域上低频谐波分量较为明显；当转子间的连接

刚度较大时，系统响应经历逆倍周期分叉而表现为

周期１运动，同时在该参数下系统的振幅也较之前
明显减小．

３　结论

主要研究了在滑动轴承支承下不对中联轴器
柔性转子系统的非线性动力学行为．考虑到联轴器
的连接刚度以及两转子间运动的几何关系和位移

约束条件，推导了在非线性油膜力作用下具有平行

不对中的多转子系统的动力学模型．然后采用数值
方法，重点分析了在不同转速和连接刚度下系统的

非线性振动特征．主要结论如下：

（１）在低转速时，系统以周期运动为主，频谱
中除存在与不平衡故障同步的工频外，还存在由于

不对中引起的倍频振动分量，这正是转子不对中故

障所具有的典型特征．
（２）随着转子转速的提高，系统发生了一系列

分叉现象，出现２倍周期、准周期等．并且在较高转
速时，系统响应逐渐过渡到混沌状态，同时振幅也

随之增大．
（３）联轴器销钉刚度使影响系统动力学行为

的重要因素．在一定转速下，较小的销钉刚度使转
子系统呈现出十分复杂的振动现象，多次出现倍周

期分叉和混沌等．
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