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摘要　首先，根据 Ｒｅｄｄｙ给出的考虑高阶剪切效应的层合理论，气动弹性活塞理论，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，对

考虑采用基于活塞理论的一阶非线性气动力和面内参数激励的联合作用下的轴向可伸缩复合材料悬臂梁

进行非线性动力学进行建模，得到其偏微分动力学控制方程．然后对控制方程无量纲化，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

对控制方程进行了截断，得到三个可反映可伸缩悬臂梁横向振动的无量纲形式的常微分非线性动力学方

程，只要选取适合的复合材料及其相关参数，使用数值方法就对模型在外伸和回收过程中的相关振动特性

进行了分析．
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引言

轴向可伸缩机翼是可变体机翼中的一种，它通

过变展弦比来实现机翼变形以适应不同的飞行环

境．和传统机翼相比，可以进行光滑无缝变形的轴
向可伸缩机翼机具有以下优点：

１）、更大限度的提升飞行包络线，更好的适应
具体的飞行环境．
２）、变形的灵活性及变形的可控制性，可使飞

行器的飞行性能获得最大限度的提升．
３）、可以降低飞行阻力，提高飞行距离．
但是，人们尚未对轴向可伸缩机翼伸缩过程中

的动力学特性完全清楚．一方面，机构的轴向伸缩
运动极易诱发其产生横向振动及失稳．另一方面，
系统常处于高速的工作环境中，在外界扰动下将不

可避免的带来非线性振动问题．因此，在轴向可伸
缩机翼设计过程中，考虑并分析其伸缩过程的结构

非线性以及空气动力的非线性特性对机翼振动的

影响在工程应用中具有非常重要的价值．
由于轴向可伸缩机翼所具有的优势，近年来，

轴向可伸缩机翼的研究受到越来越多学者关注．前
苏联的Ｂａｋａｓｈａｅｖ设计了一架伸缩翼飞机［１］，命名

为ＲＫ．其伸缩部分外伸长度可达到未伸展时翼展
长度的２／３．Ｇｅｖｅｒｓ飞机公司申请了一个伸缩翼的
专利［２］．该机翼的翼展可以改变１００％．雷声公司
提出“压缩机翼”方案［３］．弗吉尼亚理工大学（Ｖｉｒ
ｇｉｎｉａＴｅｃｈ）设计了可变后掠角的伸缩翼飞行器［４］．
孙麟、张伟对可变体机翼的非线性动力学进行了建

模、理论分析与数值模拟研究［５］．张谦、张伟设计、
制作了轴向可伸缩机翼结构，并对其振动情况进行

实验研究［６］．关于可伸缩翼研究主要集中在对它进
行设计、制作和试飞．理论研究相对较少．

在研究中，可伸缩机翼可简化为可伸缩系统进

行研究，对于可伸缩系统，一般可简化为可伸缩梁

模型进行研究，Ｔａｂａｒｒｏｋ等人［７］对轴向运动悬臂梁

的动力学行为进行了研究，推导其动力学方程，得

到四个非线性偏微分方程和一个代数方程．１９９５
年，ＹｕｊｉＭａｔｓｕｚａｋｉ等人［８］分别从理论分析和实验

的角度对悬臂梁的外伸和回收过程中的振动进行

了研究．李山虎等人［９］对轴向运动悬臂梁的独立模

态振动控制进行了研究．王亮等人［１０］使用哈密顿

原理建立了端部带主动振子和跨内含有主动控制

力的轴向运动悬臂梁的振动方程．
现有的研究，大多只针对伸出部分进行研究．
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由于可伸缩机翼结构较一般伸缩系统复杂，外伸部

分也会对固定部分的振动产生影响，同时，目前机

翼的选材上，也大多使用复合材料．因而，针对可伸
缩机翼，本文将以其视为实际工程背景，以在一定

速度下运动的复合材料悬臂梁作为其力学模型，利

用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法即可得到该模
型常微分形式的非线性动力学方程，然后只要选取

适合的复合材料及其相关参数，使用数值方法就可

对模型的在外伸和收缩时的相关特性进行分析．

１　可伸缩复合材料悬臂梁动力学方程的建立

图１所示为一矩形截面复合材料层合梁，该梁
左侧固定，右端自由．梁的初始长度为 ｌ０，总厚度为
ｈ，ｕ０（ｘ（ｔ），ｔ）为梁中面沿ｘ轴正方向的位移，ｗ０（ｘ
（ｔ），ｔ）为梁的中面横向位移，即沿 ｚ轴正方向位
移，梁的瞬时长度ｌ（ｔ）为

ｌ（ｔ）＝ｌ０＋∫
ｌ

０

ｄｌ（ｔ）
ｄｔｄｔ，

其中，
ｄｌ（ｔ）
ｄｔ ＝

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ，梁的外伸回收速度为

ｄｌ（ｔ）
ｄｔ，梁

的中面横向速度为

ｄｗ０（ｘ（ｔ），ｔ）
ｄｔ ＝

ｗ０
ｔ
＋
ｗ０
ｘ
ｘ（ｔ）
ｔ
，

梁在外伸和收缩过程中受到结构阻尼 Ｆ＝－ｃ
ｄｗ０
ｄｔ

和一阶活塞气动弹性力 Δｐ＝－
４ｑｄγ
Ｍ∞

１
Ｖａｉｒ
ｄｗ０
ｄｔ的作

用．其中，ｑｄ为动压，具体形式为 ｑｄ＝
１
２ρａｉｒＶ

２
ａｉｒ，ρａｉｒ

单位体积气流密度，Ｖａｉｒ为超音速气流流速，γ＝
Ｍ∞
Ｍ２∞ －槡 １

为修正系数，Ｍ∞为马赫数．

图１　悬臂梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

考虑模型做大变形振动，利用Ｒｅｄｄｙ的高阶剪切变

形理论，几何方程为

ｕ１（ｘ，ｚ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｔ）＋ｚ（ｘ，ｔ）－

　ｚ３ｃ１（ｘ＋
ｗ０（ｘ，ｔ）
ｘ

） （１ａ）

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｗ０（ｘ，ｔ） （１ｂ）

其中，ｘ＝ｘ（ｔ），ｃ１＝
４
３ｈ２
；ｘ（ｘ，ｔ）为梁弯曲引起的转

角．
在图一所建坐标系下，该层合梁上任意一点的

坐标可以表示如下：

Ｒ→ ＝（ｘ＋ｕ０＋ｚｘ－ｚ
３ｃ１（ｘ＋

ｗ０
ｘ
））ｉ→＋

　（ｚ＋ｗ０）ｋ
→

（２）
ｘ，ｚ是梁上任意一点在笛卡尔坐标系下的表示．

应变与位移关系考虑为几何非线性
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ｗ０
ｘ
＋１２

ｗ
( )ｘ

２

（３ａ）

γｘｚ＝
ｕ
ｚ
＋ｗ
ｘ

（３ｂ）

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，得到系统广义力形式动力学方
程：

ｄＮｘ
ｄｘ＝Ｉ０

ｄ２ｘ
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＋Ｉ０
ｄ２ｕ０
ｄｔ２
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¨
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根据系统中广义力和广义位移的关系，对应系统广

义位移形式的偏微分动力学方程可表示为

－Ｉ０
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其中，ｃ１＝
４
３ｈ２
，ｃ为横向振动阻尼系数，

（Ａ１１，Ｂ１１，Ｄ１１，Ｅ１１，Ｆ１１，Ｈ１１）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
∫
ｚｋ＋１

ｚｋ
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将（５ａ）式求解可得
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代入（５ｃ），同时综合（５ｂ）可得
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２
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２
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ｘ２
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引入以下无量刚变量

ｕ０→
ｕ０
ｌ，ｗ０→

ｗ０
ｈ，ｘ→

ｘ
ｌ，ｌ→

ｌ
ｈ，ｘ→ｘ，

Ｉ０→
Ｉ０
ρｈ
，Ｊ１→

Ｊ１
ρｈ２
，ｃ→
ｃｈτ
Ｑ１１
，ｃ１Ｉ３→

ｃ１Ｉ３
ρｈ２
，

ｃ１Ｊ４→
ｃ２Ｊ４
ρｈ３
，ｃ２１Ｉ６→

ｃ２１Ｉ６
ρｈ３
，Ｋ２→

Ｋ２
ρｈ３
，Ａ１１→

Ａ１１
Ｑ１１ｈ
，

Ｄ１１→
Ｄ１１
Ｑ１１ｈ

３，Ｆ１１→
Ｆ１１
Ｑ１１ｈ

５，Ｈ１１→
Ｈ１１
Ｑ１１ｈ

７，Ａ５５→
Ａ５５
Ｑ１３ｈ
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Ｄ５５→
Ｄ５５
Ｑ１３ｈ

３，Ｆ５５→
Ｆ５５
Ｑ１３ｈ

５，ｔ→
Ｑ１１Ｉｙｚ
Ｉ０ｂｌ槡 ４

０
→τｔ

将无量纲变量代入（６）式，可得无量纲形式的动力
学方程如下：

２ｘ
ｘ２
＋ａ２
３ｗ０
ｘ３
－ａ２ｘ－ａ３

ｗ０
ｘ
＝

　ａ４
ｄ２ｘ
ｄｔ２
－ａ５

３ｗ０
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ｘ
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＋ｂ３
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＋ｂ４
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－ｂ５
４ｗ０
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＋ｂ６
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ｘ
＋

　ｂ７
２ｗ０
ｘ２

＋ｂ８
ｗ０
ｔ
＋ｂ９

ｗ０
ｘ
＋ｂ１０（

ｗ
ｔ
）３＋

　ｂ１１（
ｗ
ｔ
）２（
ｗ
ｘ
）＋ｂ１２（

ｗ
ｔ
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ｗ
ｘ
）２＋ｂ１３（

ｗ
ｘ
）３＝

　ｂ１４
ｄ２ｗ０
ｄｔ２
－ｂ１５

４ｗ０
ｘ２ｔ２

＋ｂ１６
３ｘ
ｘｔ２

（８ｂ）

２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散

为了后续研究和分析，需要将偏微分方程（７）
离散为常微分方程，在这里直接使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ原理
将（７）进行离散．设横向位移的模态函数为

Ｘｎ（ｘ）＝［ｃｏｓｈ（λｎｘ）－ｃｏｓ（λｎｘ）］－
　σｎ［ｓｉｎｈ（λｎｘ）－ｓｉｎ（λｎｘ）］ （９）

转角ｘ的模态函数为

Ｙｎ（ｘ）＝ｓｉｎ（
１
２（２ｎ－１）πｘ） （１０）

其中

σｎ＝
（ｃｏｓｈ（λｎ）＋ｃｏｓ（λｎ））
（ｓｉｎｈ（λｎ）＋ｓｉｎ（λｎ））

，

λｎ则是由超越方程１＋ｃｏｓｈλｎｃｏｓλｎ＝０的根给出
的长期项

λｎ＝

１．８７５　　　ｎ＝１
４．６９４　　　ｎ＝２
７．８５５　　　ｎ＝３
（ｎ－０．５）π　ｎ≥










４

．

设轴向外伸梁横向位移的形式

ｗ０∑
ｎ

ｎ＝１
Ｘｎ（ｘ）ｗｎ（ｔ） （１１）

转角ｘ的表达形式为

６２
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ｘ＝∑
ｎ

ｎ＝１
Ｙｎ（ｘ）γｎ（ｔ） （１２）

对（８ａ）做一阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断，对（８ｂ）做二阶Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ截断，利用三角函数的正交性，得到常微分形式
的非线性动力学方程为

ｃ１γ̈１＋ｃ２γ１＋ｃ３ｗ１＋ｃ４ｗ２＋ｃ５ｗ１＋ｃ６ｗ２＋
　ｃ７ｗ̈１＋ｃ８ｗ̈２＝０ （１３ａ）

ｄ１ｗ１＋ｄ２ｗ２＋ｄ３ｗ
２
１ｗ２＋ｄ４ｗ１ｗ

２
２＋ｄ５ｗ

３
１＋ｄ６ｗ

３
２＋

　ｄ７ｗ１＋ｄ８ｗ２＋ｄ９ｗ̈１＋ｄ１０ｗ̈２＋ｄ１１ｗ
３
１＋ｄ１２ｗ

３
２＋

　ｄ１３ｗ１ｗ
２
１＋ｄ１４ｗ１ｗ

２
２＋ｄ１５ｗ

２
１ｗ１＋ｄ１６ｗ

２
１ｗ２＋

　ｄ１７ｗ２ｗ
２
２＋ｄ１８ｗ２ｗ

２
１＋ｄ１９ｗ

２
２ｗ２＋ｄ２０ｗ１ｗ

２
２＋

　ｄ２１ｗ
２
１ｗ２＋ｄ２２ｗ１ｗ

２
２＋ｄ２３ｗ１ｗ２ｗ２＋

　ｄ２４ｗ１ｗ２ｗ２＋ｄ２８γ１＋ｄ２９γ̈１＝０ （１３ｂ）

ｅ１ｗ１＋ｅ２ｗ２＋ｅ３ｗ
２
１ｗ２＋ｅ４ｗ１ｗ

２
２＋ｅ５ｗ

３
１＋ｅ６ｗ

３
２＋

　ｅ７ｗ１＋ｅ８ｗ２＋ｅ９ｗ̈１＋ｅ１０ｗ̈２＋ｅ１１ｗ
３
１＋ｅ１２ｗ

３
２＋

　ｅ１３ｗ１ｗ
２
１＋ｅ１４ｗ１ｗ

２
２＋ｅ１５ｗ

２
１ｗ１＋ｅ１６ｗ

２
１ｗ２＋

　ｅ１７ｗ２ｗ
２
２＋ｅ１８ｗ２ｗ

２
１＋ｅ１９ｗ

２
２ｗ２＋ｅ２０ｗ１ｗ

２
２＋

　ｅ２１ｗ
２
１ｗ２＋ｅ２２ｗ１ｗ

２
２＋ｅ２３ｗ１ｗ２ｗ２＋ｅ２４ｗ１ｗ１ｗ２＋

　ｅ２５ｗ１ｗ２ｗ２＋ｅ２６ｗ１ｗ１ｗ２＋ｅ２７ｗ１ｗ２ｗ２＋
　ｅ２８γ１＋ｅ２９γ̈１＝０ （１３ｃ）

３　结果分析

取初始长度 ｌ０＝２ｍ，宽 ｂ＝０．２ｍ，厚 ｈ＝０．

００１ｍ，飞行速度Ｖａｉｒ＝８６５ｍ／ｓ，阻尼系数ｃ＝３００Ｎ·
ｓ／ｍ的等直截面复合材料层合梁进行研究，对应无
量纲初始条件选取如下

ｗ１＝０．１，ｗ１＝０．０１，ｗ２＝０．５，ｗ２＝０．５
对应拉伸弹性模量，剪切弹性模量及密度给出如下

Ｑ（１）１１ ＝Ｑ
（３）
１１ ＝３．７１２ＧＰａ，

Ｑ（２）１１ ＝０．８４１ＧＰａ，

Ｑ（１）１３ ＝Ｑ
（２）
１３ ＝Ｑ

（３）
１３ ＝０．４１４ＧＰａ，

ρ（１）＝ρ（２）＝ρ（３）＝１８００ｋｇ／ｍ３，
其中ρ（１），ρ（２）和ρ（３）代表层合梁上，中，下三层材料
的密度，Ｑ（１）１１，Ｑ

（２）
１１，Ｑ

（３）
１１ 代表机翼上，中，下三层材

料的拉伸弹性摸量；Ｑ（１）１３，Ｑ
（２）
１３，Ｑ

（３）
１３ 代表机翼上、

中、下三层材料的简切弹性摸量．
３．１　伸缩梁由２米外伸至４米时端点的振动情况

图２－４表示的是给定相同初速度 ｖ０＝０．

００１ｍ／ｓ，不同加速度时，机翼外伸的振动图象，对应
的加速度分别为 ａ１＝０．００１ｍ／ｓ

２，ａ２＝０．００２ｍ／ｓ
２，

ａ３＝０．００４ｍ／ｓ
２．在图２－４中，梁端点振动的振幅

均有增大的趋势，并且加速度越大，振动的振幅越

大．
３．２　伸缩梁由４米回收至２米时端点的振动情况

在梁回收过程中，给定相同初速度 ｖ０＝－０．

２ｍ／ｓ，不同减加速度ａ１＝０．００１ｍ／ｓ
２，ａ２＝０．００２ｍ／

ｓ２，ａ３＝０．００３ｍ／ｓ
２以后，通过数值模拟可得梁端点

的振动情况，分别由图５－７表示．由图５－７可以
看出，梁端点的振幅在整体上呈下降趋势，将图５
－７进一步对比得出梁在回收过程中，减加速度越
大，回收速度减小得越快，机翼的振幅也衰减得越

快．

图２　机翼端点的波形图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｐｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｗｉｎｇ

图３　机翼端点的波形图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｐｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｗｉｎｇ

图４　机翼端点的波形图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｐｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｗｉｎｇ

７２
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图５　机翼端点的波形图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｉｐｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｗｉｎｇ

图６　机翼端点的波形图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｔｉｐｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｗｉｎｇ

图７　机翼端点的波形图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｔｉｐｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｗｉｎｇ

４　结论

本文以可伸缩机翼为实际工程背景，以在一定

速度下运动的复合材料悬臂梁作为其力学模型，建

模中考虑高阶剪切效应的层合理论，气动弹性活塞

力的影响，引入Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理对可伸缩机翼进行建
模，得到其非线性运动控制方程，为了进一步对其

进行数值分析并尽量保证结果的完整性，运用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法分别对关于转角的控制方程做一阶
Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断和关于横向位移的控制方程进行了
二阶离散，得到常微分形式的非线性动力学方程．

然后通过数值模拟得到以下结论：

１）、在梁加速外伸过程中，端点的振幅越来越
大，梁的外伸速度对振动的影响较大，外伸速度越

大，对机翼振动的影响越大；

２）、在梁减速回收过程中，端点的振幅越来越
小，梁的回收速度对振动的影响较大，回收速度越

大，对机翼振动的影响越大．
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