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摘要　以单晶悬臂梁压电发电装置为研究对象，在考虑压电材料非线性的情况下，利用广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理、

Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ法、Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论及压电元件恒定电场假设建立了悬臂梁压电发电装置的分布式机

电耦合模型，通过数值计算分析谐振频率附近解的特性与系统参数及初始条件的关系，揭示了压电材料非

线性、外激励参数对系统响应的影响规律，并通过实验验证了解析解的正确性．结果表明，压电材料的非线

性特性会导致近似解的共振峰向左偏移，呈现软特性的非线性特征；当激励频率变化时，系统响应存在多

解、跳跃等现象，主共振解的真正实现与初始条件的选取有关．

关键词　压电发电悬臂梁，　非线性建模，　主共振，　跳跃现象
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引言

微机电系统（ＭＥＭＳ）的发展开辟了一个全新
的技术领域，系统或产品微型化、智能化、集成化的

发展方向势必要求其供电部分应具有体积小、能量

密度高、集成度高、寿命长甚至长期无需更换等特

点．传统的供电电池不仅质量大，体积大，供能寿命
有限，需要定期更换，而且还会带来材料浪费，环境

污染等问题．目前用于向ＭＥＭＳ供电的振动能量采
集装置主要有电磁式、静电式和压电式，相对于其

他发电方式，压电发电装置利用压电材料的正压电

效应将周围环境中的振动动能转化成可利用的电

能具有明显优势［１］，其结构简单、绿色环保、能量密

度大、无电磁干扰，可直接输出较高电压，易于加工

和实现微型化、集成化等，因此备受关注［２］．
压电发电装置的核心元件是压电振子，双晶或

单晶悬臂梁是压电振子常用的结构形式［３］．压电振
子的工作模式可分为 ｄ３１和 ｄ３３两种，其中 ｄ３１模式
下压电振子的谐振频率较低，更符合悬臂梁压电发

电装置低频的工作环境要求［４］．
ＳｏｄａｎｏＨＡ等［５］针对无附加质量的压电双晶

悬臂梁，建立了机电耦合动力学和电学模型，并利

用数值方法和实验方法对理论模型进行了验证．

ＲｏｕｎｄｙＳ等［６］制备了双晶悬臂式压电发电模型，

并在梁的末端添加质量块以降低结构频率，应用等

效电路法对该模型进行了建模分析，并通过实验给

出了输出电压、功率与负载电阻的关系．ｄｕＴｏｉｔ
ＮＥ［７］应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理、Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ法及压电
元件恒定电场假设，对带集中质量的悬臂梁进行了

建模分析．ＪｉｔｓａｒｉａＪＡ等［８］同样将双晶压电悬臂梁

发电装置作为研究对象，分别采用等效电路法、能

量法以及Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ与Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ相结合的
梁理论分析法对模型进行了描述，并通过数值模拟

和实验对上述三种方法进行了对比分析．ＥｒｔｕｒｋＡ
等［９］分别对串、并联的双晶压电悬臂梁进行了理论

建模，分别给出了基础平动和转动激励下系统的单

模态及多模态频响方程，并通过实验予以验证．阚
君武等［１０］建立了单、双晶压电梁发电能力的仿真

分析模型，研究了结构尺寸、激励方式及材料性能

等对其发电能力的影响规律．袁江波等［１１］对悬臂

梁压电振子进行了有限元分析，并对其发电性能进

行了实验研究．
然而上述文献中所有压电材料均假设为线性

材料．事实上，非线性是压电材料的本质特征，即使
在低场下也有明显的非线性现象［１２］．在压电发电
研究中，压电材料非线性却几乎被忽略［１３］．ｄｕＴｏｉｔ
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ＮＥ［７］研究发现，共振区内线性模型预测的结果与
实验结果相差较大，并预测是忽略材料非线性所

致．目前在压电发电研究中，只有少数文献考虑到
压电材料非线性．ＳｔａｎｔｏｎＳＣ等［１４］考虑压电材料三

次非线性本构关系，通过理论建模分析了压电悬臂

梁的发电特性，指出在较大激励振幅下，线性结果

与实验结果相差较大，说明线性结果的局限性．
本文以带集中质量的单晶悬臂梁压电发电系

统为研究对象．考虑非线性压电效应，即电致弹性
和电致伸缩效应，利用广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理及 Ｒａｙ
ｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ法建立其机电耦合模型；通过数值计算
分析了压电材料非线性及外激励条件等对系统响

应的影响．为深入研究材料非线性对压电俘能结构
发电性能的影响规律提供一定的理论依据．

１　非线性动力学建模

针对基础激励下具有附加质量的单晶悬臂梁

压电振子，考虑其 ｄ３１工作模式下的振动，如图 １
示．梁长为Ｌ，宽为ｂ，厚为ｔ０，单晶悬臂梁的上层为
压电层（厚度为ｔｐ），下层为弹性金属结构层（厚度
为ｔｓ），极化方向（Ｐ方向）沿３方向，ｘ表示轴向坐
标（沿着梁的长度方向，即１方向），ｙ表示纵向坐
标（沿着梁的厚度方向，即３方向）．

图１　悬臂式压电发电系统模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｎｇｍｏｄｅｌｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｗｉｔｈｂａｓｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

对于弹性金属梁结构而言，其应力－应变具有
如下线性关系：

Ｔ１＝ｃ
ｓ
１１Ｓ１ （１）

其中，ｃｓ１１为刚度系数矩阵，Ｔ１及 Ｓ１表示沿梁长度
方向的应力、应变．

考虑非线性压电效应，压电材料的非线性本构

关系可以表示为［１５］
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式中，Ｅ３和Ｄ３表示沿梁厚度方向的电场强度和电

位移，ｃＥ１１为刚度系数，ｅ３１为压电系数，ε
Ｓ
１１为介电常

数，ＣＥ１１１为二次非线性刚度系数，γ１１３为电致弹性系

数，β１３３为电致伸缩系数．ν３３３为二次非线性介电常
数．

基础激励下，压电悬臂梁存在机械能和电能的

转换，适于机电耦合系统的广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原
理［７］

∫
ｔ２

ｔ１

［δ（Ｔｋ－Ｕ＋Ｗｅ）＋δＷ］ｄｔ＝０ （３）

其中，Ｔｋ为系统动能，Ｕ为系统势能，Ｗｅ为压电陶

瓷的电能，δＷ为外力做功的变分．
考虑梁的一阶模态，并将压电元件上下表面两

金属电极看作一个电极对，应用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ
法，Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论及压电元件恒定电场假
设

ｕ（ｘ，ｔ）＝ψｒ（ｘ）ｒ（ｔ） （４）

Ｓ１＝－ｙ
２ｕ（ｘ，ｔ）
ｘ２

＝－ｙψ＂ｒｒ（ｔ） （５）

Ｅ３＝－
ψｖ（ｙ）
ｙ

ｖ（ｔ）＝－ψ′ｖｖ（ｔ）＝
１
ｔｐ
ｖ（ｔ） （６）

其中，ｕ（ｘ，ｔ）为梁的横向相对位移，Ψｒ（ｘ）表示悬
臂梁的一阶弯曲模态振型函数，ｒ（ｔ）表示梁横向振
动位移模态坐标，Ψｖ（ｘ）表示电势分布函数，ｖ（ｔ）
表示广义电压模态坐标．

从而得到系统的运动方程

Ｍ̈ｒ＋Ｃｒ＋Ｋｒ－θｖ＋３２Ｎ１ｒｖ＋
３
４Ｎ２ｖ

２－３２Ｎ３ｒ
２＝

－Ｂｆ̈ｗＢ （７）

θｒ＋Ｃｐｖ－
３
４Ｎ１ｒ

２－３２Ｎ２ｒｖ－
３
２Ｄｐｖ

２＋ｑ＝０（８）

其中，Ｍ和 Ｋ分别是层合梁振子的模态质量和模

态刚度，θ和 Ｃｐ分别是机电耦合系数和压电元件

的电容，Ｎ１、Ｎ２及Ｎ３是方程非线性项的系数，Ｂｆ为
外部激励项系数．

设外加基础激励 ｗ̈Ｂ＝ＺｅｃｏｓΩｅｔ），并假设负载

电阻为纯电阻ＲＬ，于是（７）、（８）两式可化为

ｒ̈＋２ζｍω１ｒ＋ω
２
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ＭＺｅｃｏｓ（Ωｅｔ） （９）
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３
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９１
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　３２Ｎ２ｒｖ＋
１
ＲＬ
ｖ＝０ （１０）

其中ω１为一阶固有频率，ζｍ为阻尼比，且

ω１＝
Ｋ
槡Ｍ

ζｍ＝
ｃ

２Ｍω
{

１

（１１）

对上述动力学方程进行无量纲化处理，定义特

征时间、特征长度、特征电压分别为

ｔｃ＝
１
ω１
，ｘｃ＝ｔｐ＋ｔｓ＝ｔ０，ｖｃ＝

ｘｃθ
Ｃｐ

（１２）

代入（９）、（１０）得到无量纲动力学方程：
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ｕ＋ｘ－
３Ｄｐθｔ０
Ｃ２ｐ

ｕｕ－
３Ｎ１ｔ０
２θ

ｘｘ－
３Ｎ２ｔ０
２Ｃｐ

ｘｕ－

　
３Ｎ２ｔ０
２Ｃｐ

ｘｕ＋ １
ＲＬＣｐω１

ｕ＝０ （１４）

引入无量纲小参数ε，令

κ２＝ θ２

ＭＣｐω
２
１
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３Ｎ１ｔ０
２εθ
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２，Ω＝
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
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
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１

（１５）
方程（１３）、（１４）又可进一步化为

ｘ̈＋ｘ－κ２ｕ＋２ε２ζｍｘ＋ε（κ
２α１ｘｕ＋

１
２κ

２α２ｕ
２－

　α４ｘ
２）＝ε２ｆｃｏｓ（Ωτ） （１６）

ｕ＋α３ｕ＋ｘ－ε（α１ｘｘ＋α２ｘｕ＋α２ｘｕ＋α５ｕｕ）＝０

（１７）

２　压电层合梁动态响应数值分析

采用四、五阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法对无量纲后的方
程进行数值模拟，分析悬臂式压电发电系统在不同

基础激励及初始条件下的响应特性．
取方程各参数ε＝０．１，κ＝０．１，ζｍ＝１，α１＝１，

α２＝１，α３＝０．１，α４＝３．２，α５＝１，ｆ＝２．５，σ＝－４，
初始条件为（ｘ（０），ｘ（０），ｕ（０），ｕ（０））＝（０，０，０，
０），计算得到原系统稳态解的时间历程图和相图，
如图２所示．

图２　系统的时间历程图（ａ）和相图（ｂ）

Ｆｉｇ．２　ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ（ａ）ａｎｄＰｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ（ｂ）

若（ｘ（０），ｘ（０），ｕ（０），ｕ（０））＝（１，０．５，０，０），
得到原系统稳态解的时间历程图和相图，如图３所
示．

图３　系统的时间历程图（ａ）和相图（ｂ）

Ｆｉｇ．３　ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ（ａ）ａｎｄＰｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ（ｂ）

从图２、图３可以看出，在相同的系统参数和
外激励（σ＝－４）下，不同的初始条件对应的系统
响应不同．图２中的系统响应 ｘ稳定在振幅为０．
３６６的极限环上；图３中的系统响应 ｘ稳定在振幅
为１．１３７的极限环上，分别对应系统有两个稳定响
应解．由此可以看出，多解支的真正实现与系统的
初始条件有关．

图４　系统主共振的跳跃现象

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅｊｕｍｐｉｎｇｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎｏｆｔｈｅｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅ

为了进一步搞清系统响应的多解、跳跃现象以

及不同解支的稳定性，通过数值的方法对原方程分

别进行升、降频扫描模拟，如图４所示．从该图可以
看出，升频扫描下系统响应在 σ＝－３．７３７时向上
跳跃；降频扫描下则在σ＝－６．１６２处向下跳跃．在

０２
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－３．７３７到－６．１６２区间内系统出现多解现象，上

下两个解支对应两个稳定焦点，对于该区间内的某

一固定 σ而言，响应解落在上解支还是下解支取

决于初始条件的选取．

图５给出了对应线性系统，即不考虑材料非线

性影响时（α１＝α２＝α４＝α５＝０）系统的主共振幅频

响应曲线．对比可以看出，由于压电材料非线性的

影响，系统主共振的幅频响应曲线出现了共振峰偏

移以及共振点附近的多解和跳跃现象，同时共振频

带也明显拓宽．

图５　对应线性系统的主共振幅频响应

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅ

ｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅｆｏｒα１＝α２＝α４＝α５＝０

图６给出系统响应随非线性刚度系数α４的变

化曲线．当 α４＝０时，没有跳跃现象；当 α４不为０

时，则发生跳跃现象，即响应在某一确定激励频率

下存在多解；随着α４的增大，近似解的共振峰向左

偏移增大，呈现软特性的非线性性质，共振区对应

频率减小．

图６　α４变化时稳态主共振的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．６　ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅ

ｐｒｉｍａｒｙｒｅｓｏｎａｎｃｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔα４

３　实验研究

为了验证上述的分析结果，建立悬臂式压电发

电实验装置，如图７所示．主要参数值见表１．

图７　实验装置图

Ｆｉｇ．７　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐ

表１　压电悬臂梁结构参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｌａｍｉｎａｔｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ Ｓｕｂｓｔｒａｔｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｌｅｎｇｈ Ｗｉｄｔｈ Ｅｎｄｍａｓｓ Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ
Ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｐｅｒｍｉｔｔｉｖｉｔｙ

Ｄｅｎｓｉｔｙ
Ｃｏｕｐｌｉｎｇ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｄ３１
Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ Ｄｅｎｓｉｔｙ

Ｖａｌｕｅ ８０ｍｍ １０ｍｍ ５ｇ ０．２３ｍｍ ３５００ ７５００ｋｇ／ｍ３ －２８０×１０－１２Ｃ／Ｎ ０．１９ｍｍ ７５００ｋｇ／ｍ３

　　实验装置主要包括ＰｏｌｙｔｅｃＰＳＶ－４００激光测振
仪、ＹＥ５８７１功率放大器、激振器、ＩＮＶ３０６ＤＦ智能信
号采集处理分析仪等．激光测振仪内置信号发生
器，可输出扫频信号以及频率、幅值可调的正弦信

号．激励信号经功率放大器对激振器进行振动控
制，并采用加速度传感器测得激励幅值的大小，为

悬臂式压电发电装置提供激励源．利用激光测振仪
获得梁的振动响应，同时利用数据采集器采集电压

响应数据．
选取外激励幅值为１．５ｇ（ｇ＝９．８ｍ／ｓ２），频率

为８．２Ｈｚ测得压电发生装置的响应特性如图８所

示，系统做周期运动．不改变激励的幅值，逐渐增大
激励频率，测量系统在不同激励频率下的稳态响应

特性，如图９所示．
从图９可以看出，稳态位移响应的峰值有向左

偏移的趋势，实验结果定性反映出压电发电系统的

软非线性特性，与数值模拟结果的结论一致．综上
分析表明，压电结构固有的材料非线性特性能有效

降低结构的共振频率，这一点更有利于结构适应具

有宽、低频特点的环境振动．非线性是压电材料的
固有特性，在对压电结构的设计中，考虑这一特性

有利于优化结构工作频带与环境振动频带的吻合

１２
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性，从而提高发电效率．

图８　时域图（ａ）及相图（ｂ）

Ｆｉｇ．８　ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｇｒａｐｈ（ａ）ａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍ（ｂ）

图９　不同激励频率下系统的稳态位移响应幅值

Ｆｉｇ．９　ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

４　结论

本文建立了带有集中质量的悬臂式压电发电

系统的非线性动力学模型．通过数值和实验研究了
不同的结构参数数及外激励参数下系统响应特性．
结果表明，压电结构主共振状态下，结构具有较大

的振动幅值，可从外界提取更多的能量．此时压电
材料固有的非线性特性对结构主共振响应的影响

较为突出．系统的响应共振峰向左偏移，对应外激
励频率小于系统的固有频率．当外激励频率变化时
响应振幅发生跳跃现象，响应解的真正实现取决于

解的稳定性条件及初始条件的选取．
本文结论为研究压电悬臂式发电系统的非线

性动力学机理奠定了一定的基础，为结构设计中参

数的选择及发电性能的优化提供一定的理论依据．
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