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谐振子的辛欧拉分析方法
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摘要　针对理想简谐振子力学模型，研究了其守恒律，并利用辛欧拉格式分析简谐振子振动过程．首先给出

了谐振子系统的平方守恒律、周期守恒律和相差守恒律．构造了谐振子的普通欧拉格式和辛欧拉格式，研究

了两种格式下三种守恒律各自的保持情况．模拟结果显示：辛欧拉格式能够精确保持时域守恒律（平方守恒

律），但无法保持频域守恒律（周期守恒律和相差守恒律）．如要克服辛欧拉格式的不足，需按邢誉峰教授提

出的方法进行校正．
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引言

简谐振子是固体力学领域最简单的理想力学

模型之一．由于忽略系统的阻尼等耗散因素，简谐
振子的振动过程是一个典型的保守系统，振动能量

应该是守恒的，这一点在理论上早已得到了学术界

的公认，但是从数值分析中研究这类问题具有更广

阔的工程应用背景．
１９８４年，保结构几何积分算法创始人在双微

国际会议上作了题为“Ｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓａｎｄ
ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｇｅｏｍｅｔｒｙ”的大会报告［１］，首次为物理力

学领域的数值算法提出了在数值求解过程中应该

充分关注物理力学系统的固有几何性质的保持，得

到了国际同行的广泛认同，冯康先生也因此获得了

１９９７年自然科学一等奖．此后，辛算法在诸多领域
得到了应用：钟万勰院士将辛算法引入应用力学领

域的研究，并创造性地提出了精细积分算法用于时

间历程的积分运算［２］；秦孟兆等人继承了冯康先生

辛算法思想，提出了多步辛算法的构造方法，并将

其应用于波动问题的数值分析过程，得到了一些有

意义的结果［３，４］；Ｈａｉｒｅｒ教授等人全面总结辛算法
研究成果，系统提出了针对常微分方程的保结构几

何积分算法理论体系［５］；Ｂｕｄｄ和 Ｐｉｇｇｏｔｔ在 Ｈａｍｉｌ

ｔｏｎ框架下，系统阐述了保结构算法的基本思想，为
后续保结构算法的发展指明了方向［６］；正是受保结

构算法思想的启发，Ｂｒｉｄｇｅｓ教授等人将针对有限
维Ｈａｍｉｌｔｏｎ动力学系统的辛算法推广至无限维，创
立了多辛算法［７］；邓子辰教授等人针对非保守系统

给出了广义多辛算法［８－１１］．
本文针对简谐振子模型，研究了简谐振子的固

有几何性质及其对应的守恒律，构造辛欧拉格式模

拟简谐振子的振动过程，通过与常规欧拉格式的模

拟结果进行对比，充分展现辛欧拉格式的保结构特

点和长时间数值稳定性特点．

１　简谐振子的守恒律

考虑以下简谐振子谐振问题

ｄｕ
ｄｔ＝ｖ，

ｄｖ
ｄｔ＝－ｕ （１）

这是一个极其简单的数学物理问题，其精确解

可以很容易地得到，其中一个最为简单的精确解

为：

ｕ＝ｓｉｎｔ，ｖ＝ｃｏｓｔ （２）
这个精确解很显然是周期有界的，结合代数理

论，得到其满足的守恒律如下：

① 平方守恒律：
ｕ２＋ｖ２＝１ （３）
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这一守恒律表明谐振子的振动应该始终都在

一个闭合的圆上．

② 周期守恒律：

Ｔ（ｕ）＝Ｔ（ｖ）＝２π （４）

其中Ｔ（ｕ）和 Ｔ（ｖ）分别表示两个广义位移分

量的振动周期．这一守恒律表明谐振子的两个广义

位移分量的振动周期均是２π；

③ 相差守恒律：

ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）＝π２ （５）

其中ｆ（ｕ）和ｆ（ｖ）分别表示两个广义位移分量

的振动相位．这一守恒律表明谐振子的两个广义位

移分量的相差是
π
２．

需要说明的是以上守恒律是不依赖时间的，也

就是说，按照保结构思想，经过无限长的时间后，以

上三个守恒律仍然是应该得到精确满足的．

２　谐振问题的辛欧拉离散格式

令时间步长为ｈ，依照差分理论，谐振问题（１）

的普通欧拉差分离散格式为：

ｕｎ＋１＝ｕｎ＋ｈｖｎ
ｖｎ＋１＝ｖｎ－ｈｕ{

ｎ

（６）

与严格保能量的欧拉中点辛差分［１２］格式相

比，格式（６）是一个显式格式，计算速度会更快．从

这一差分格式中很容易就可以得到第ｎ＋１步的结

果与第ｎ步的结果之间的代数关系为：

ｕ２ｎ＋１＋ｖ
２
ｎ＋１＝（１＋ｈ

２）（ｕ２ｎ＋ｖ
２
ｎ） （７）

这一代数关系不仅不依赖于时间，而且不依赖

于初始条件和边界条件．代数关系（７）从根本上与

平方守恒律（３）相背．同时，无论时间步长多么小，

由普通欧拉格式（６）得到的谐振子的振动将是无

界的，即，随着时间的演化，振动幅值趋近于无穷

大，这从根本上破坏了原系统的周期性，更谈不上

数值解能满足周期守恒律（４）和相差守恒律（５）

了．

注意到系统（１）是一个典型的分离形式的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，其Ｈａｍｉｌｔｏｎ数为：

Ｈ（ｕ，ｖ）＝１２（ｕ
２＋ｖ２） （８）

采用辛欧拉离散方法［５］，离散系统（１），得到

离散辛格式：

ｕｎ＋１＝ｕｎ－ｈｖｎ
ｖｎ＋１＝ｖｎ＋ｈｕｎ＋１＝ｖｎ＋ｈ（ｕｎ－ｈｖｎ{ ）

（９）

其迭代雅克比矩阵为：

Ｊ＝
１ －ｈ

ｈ １－ｈ[ ]２ （１０）

容易验证该雅克比矩阵是辛的．

３　数值试验

假定谐振子的初始条件为：

ｕ（０）＝０，ｖ（０）＝１ （１１）

图１　谐振子两个广义位移分量变化情况

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄ

图２　平方守恒律保持情况对比

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｑｕａｒｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗ

取时间步长ｈ＝０．０５ｓ，分别采用普通欧拉格式
（６）和辛欧拉格式（９）模拟谐振子的振动过程，得
到两个广义位移分量结果如图１，同时得到三个守
恒律的保持情况如图２和图３（后两种守恒律的保
持情况只能给出辛欧拉格式的结果，因为普通欧拉

０１
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格式得到的结果是非周期的）．
图２给出了两种格式得到的数值结果在平方

守恒律方面的结果对比，从对比结果不难发现：普

通欧拉格式得到的结果满足方程（７），即 ｕ２＋ｖ２的
数值线性增长；而辛欧拉格式的 ｕ２＋ｖ２数值始终
保持为１．

图３　周期守恒律和相差守恒律结果

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｏｆｐｅｒｉｏｄａｎｄｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

从周期守恒律和相位差守恒律结果可以看出：

随着模拟的进行，谐振子两个广义位移分量的周期

缓慢线性增长，同时两个广义位移之间的相位差也

缓慢线性增长，这说明辛算法不能精确保持系统的

频域特性．这一点与邢誉峰教授关于辛算法的相位
误差的研究结果［１３］吻合，如果要精确保持系统的

频域特性，需要按照邢誉峰教授建议的方法进行校

正．

４　结论

本文针对谐振子理想模型，分析其多种守恒

律，并从理论和数值模拟结果两个方面分别比较了

谐振子模型普通欧拉格式和辛欧拉格式在保持守

恒律方面的差异．对比结果表明：辛欧拉格式能够
较好的长时间模拟谐振子的振动过程，同时长时间

精确保持谐振子时域内的平方守恒律，但是不能精

确保持频域内的周期守恒律和相位差守恒律，若要

求其能够精确保持频域内的相关守恒律，还需要对

辛欧拉格式进行校正．
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ｑｕａｔｉｏｎｓ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００７，３９（５）：１００～１０５

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１３　邢誉峰，杨蓉．单步辛算法的相位误差分析及修正．

力学学报，２００７，３９（５）：６６８～６７１（ＸｉｎｇＹＦ，ＹａｎｇＲ．

Ｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｓａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｉｎｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｉｍｐｌｉｃｉｔｓｉｎ
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ｇｌｅｓｔｅｐａｌｇｏｒｉｔｈｍ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００７，３９（５）： ６６８～６７１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２１Ｊａｎｕａｒｙ２０１３，ｒｅｖｉｓｅｄ２９Ａｕｇｕｓｔ２０１３．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１１７２２３９，１１００２１１５，１１３７２２５３），ｔｈｅＤｏｃｔｏｒａｌＰｒｏｇｒａｍＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆ
ＥｄｕｃａｔｉｏｎＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＣｈｉｎａ（２０１２６１０２１１００２３）ａｎｄｔｈｅＯｐｅｎＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＥｑｕｉｐｍｅｎｔ
（ＧＺ０８０２）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：７６９４８２４４８＠ｑｑ．ｃｏｍ

ＳＹＭＰＬＥＣＴＩＣＥＵＬＥＲＭＥＴＨＯＤＦＯＲＨＡＲＭＯＮＩＣＯＳＣＩＬＬＡＴＯＲ

ＱｉｎＹｕｙｕｅ１　ＤｅｎｇＺｉｃｈｅｎ１，２　ＨｕＷｅｉｐｅｎｇ１

（１ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＮｏｒｔｈｗｅｓｔｅｒｎＰｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ’ａｎ　７１００７２，Ｃｈｉｎａ）

（２ＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＥｑｕｉｐｍｅｎｔ，ＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｄａｌｉａｎ　１１６０２３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｆｏｃｕｓｉｎｇｏｎｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ，ｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＥｕｌｅｒｓｃｈｅｍｅｏｆｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｗａｓ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｉｔｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｒｅｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇｔｈｅｓｑｕａｒｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ
ｌａｗ，ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗａｎｄｔｈｅｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗ，ｗｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｆｏｒｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｏｓ
ｃｉｌｌａｔｏｒ．Ａｎｄｔｈｅｎ，ｔｈｅｃｏｍｍｏｎＥｕｌｅｒｓｃｈｅｍｅａｎｄｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＥｕｌｅｒｓｃｈｅｍｅｗｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅａ
ｂｏｖｅｔｈｒｅｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓ．ＴｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｉｍｐｌｙｔｈａｔｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＥｕｌｅｒｓｃｈｅｍｅｃａｎｐｒｅｓｅｒｖｅｔｈｅｃｏｎ
ｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｉｎｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ（ｔｈｅｓｑｕａｒｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗ）ｅｘａｃｔｌｙ，ｂｕｔｃａｎ’ｔｐｒｅｓｅｒｖｅｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｓｉｎ
ｐｈａｓｅｄｏｍａｉｎ（ｔｈｅｐｅｒｉｏｄｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗａｎｄｔｈｅｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗ），ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｓｈｏｒｔｃｏｍｉｎｇ
ｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｂｕｔｃａｎｂｅｏｖｅｒｃｏｍｅｂｙｔｈｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙＰｒｏｆ．Ｘｉｎｇ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓ，　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ－ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，　ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃＥｕｌｅｒ，　ｈａｒｍｏｎｉｃｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ，　ｃｏｎ
ｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗ
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