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摘要　分析力学的发展涉及理论的和应用的诸多方面．本文在分析力学与数学交缘的三个问题上综述分析

力学的近代发展．第一是利用Ｌｉｅ群和Ｌｉｅ代数的一些成果来研究分析动力学方程的积分问题．第二是将分

析力学的经典和近代积分方法应用于一般微分方程的积分问题．第三是将分析动力学方程在一定条件下化

成梯度系统的方程，再用梯度系统的性质来研究力学系统的动力学行为．

关键词　分析力学，　Ｌｉｅ群，　Ｌｉｅ代数，　梯度系统，　动力学方程积分

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３１０６

引言

分析力学从它诞生开始就与数学结下不解之

缘．分析力学历史上做出重要贡献的学者，如 ｄ’
Ａｌｅｍｂｅｒｔ，Ｌａｇｒａｎｇｅ，Ｈａｍｉｌｔｏｎ，Ｊａｃｏｂｉ，Ｐｏｉｎｃａｒé，
Ｌｙａｐｕｎｏｖ等，既是力学家，又是数学家．１９８２年在
意大利都灵由 ＩＵＴＡＭ－ＩＳＩＭＭ联合举办的“分析
力学近代发展讨论会”上，会议主席 Ｌｉｃｈｎｅｒｏｗｉｃｚ
在开幕式上说“十九世纪末某些聪明的人去想，我

们的物理学知识除了某些细节外已经很完全了，

Ｌａｇｒａｎｇｅ，Ｈａｍｉｌｔｏｎ，Ｊａｃｏｂｉ，Ｐｏｉｎｃａｒé，Ｌｙａｐｕｎｏｖ的
工作也引导人们去想再也没有什么本质的东西可

以补充到有限自由度系统去了”．“近三十年来，分
析力学发生了根本变化．两个因素：一个是大范围
微分几何的进步，另一个是数学分析，特别是流形

上泛函分析的进步，促进了这种变化”［１］．Ａｒｎｏｌｄ
指出：“事实上，许多数学方法和概念都在经典力学

中得到应用，如微分方程和相流，光滑映射和流形，

Ｌｉｅ群和Ｌｉｅ代数，辛几何和各态历经理论．许多现
代数学理论产生于力学中的问题，只有后来才达到

抽象的公理形式，并且使得它们难以理解”［２］．
几何动力学是分析力学的一个近代发展方向，

并已取得重要进展，例如文献［２－１５］．文献［１６］
综述了Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统动力学的研究进展，文献［１７］
研究了非完整系统稳定性的若干进展，文献［１８］

研究了对称性与守恒量研究进展，文献［１９］对非
完整力学给出一些评论．本文试图从分析力学与数
学的交缘的几个方面叙述分析力学的近代发展．一
是Ｌｉｅ群和Ｌｉｅ代数对分析力学的应用；二是微分
方程的力学化；三是分析力学与梯度系统．

１　Ｌｉｅ群和Ｌｉｅ代数的应用

１．１　Ｌｉｅ代数的应用
１）基本概念
Ｌｉｅ代数有丰富的内容，这里列出对分析力学

最有用的部分．
Ｌｉｅ代数是域 Ｆ上的代数 Ｌ，元素 ａ，ｂ，ｃ满足

规律［２０］

ａｂ＋ｂａ＝０，ａ（ｂｃ）＋ｂ（ｃａ）＋ｃ（ａｂ）＝０ （１）
前一式表示积具有反对称性，后一式表示积满

足Ｊａｃｏｂｉ恒等式．
Ｌｉｅ容许代数是域 Ｆ上的代数 Ｕ，使得附属代

数Ｕ－是一个Ｌｉｅ代数，由积
［ａ，ｂ］Ｕ＝ａｂ－ｂａ （２）

表征的与Ｕ是同一向量空间．
２）动力学方程的代数结构
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程和Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程具有Ｌｉｅ代数结

构．特殊非完整系统的方程，包括其相应完整系统
的方程具有 Ｌａｇｒａｎｇｅ形式的非完整系统，具有
Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ势的Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ系统［２１］，实现非完整系统
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自由运动的非完整有势系统［２２，２３］，自治和半自治

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统［２０，２４］等，都具有Ｌｉｅ代数结构［２５］．
对Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，将其表示为逆变形式

ａμ－ωμνＨ
ａν
＝０（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （３）

其中

ａμ＝
ｑμ　　（μ＝１，２，…，ｎ）

ｐμ－ｎ　（μ＝ｎ＋１，ｎ＋２，…，２ｎ{ ）
，

（ωμν）＝
０ｎ×ｎ １ｎ×ｎ
－１ｎ×ｎ ０( )

ｎ×ｎ

数学工作者侧重研究代数本身，力学和物理学

工作者侧重构造代数，并使代数有用．研究某函数
Ａ（ａ），将按方程（３）求得的对时间的导数Ａ· 定义为
一个积ＡＨ：

Ａ
ａμ
ωμνＨ
ａν
＝ｄｅｆ＝ＡＨ （４）

这个积满足 Ｌｉｅ代数公理．对更复杂的力学系统，
一般没有Ｌｉｅ代数结构，但有Ｌｉｅ容许代数结构．
３）Ｐｏｉｓｓｏｎ方法及其推广
具有Ｌｉｅ代数结构的动力学方程，可直接应用

Ｐｏｉｓｓｏｎ积分法来求系统的积分；对于具有Ｌｉｅ容许
代数结构的动力学方程，可以用推广的 Ｐｏｉｓｓｏｎ积
分法来求系统的积分［２５］．
４）问题
对更复杂的动力学系统进一步应用广义 Ｐｏｉｓ

ｓｏｎ方法求积分仍需深入研究．对于文献［２０］中提
到的Ｊｏｒｄａｎ代数，Ｊｏｒｄａｎ容许代数以及交错代数，
怎样应用于动力学方程还有待研究．
１．２　Ｌｉｅ群的应用

Ｌｉｅ群是很重要的一类群，有极丰富的内容和
广泛的应用．自 Ｎｏｅｔｈｅｒ的工作以来［２６］，群的无限

小变换用来研究动力学系统的对称性与守恒量取

得重要进展．
１）Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性是Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在无限小变

换下的一种不变性，由 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性可直接导出
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量［２７－３３］．
２）Ｌｉｅ对称性与守恒量
Ｌｉｅ对称性是微分方程在群的无限小变换下的

不变性，利用 Ｌｉｅ对称性可求得 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒
量［３３－３６］，在一定条件下可求得 Ｈｏｊｍａｎ型守恒
量［３７－４０］．

３）形式不变性与守恒量
形式不变性是指微分方程中的动力学函数在

无限小变换后仍满足原来方程的一种不变性［４１］，

利用形式不变性在一定条件下可导出系统的守恒

量［４２－４７］．
４）问题
以上三种对称性以Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性简单、易用，

以形式不变性最不易用．用已有对称性继续深入研
究更复杂力学系统的守恒量，并发现新的对称性方

法是一个重要问题．用计算机寻求近似守恒量也有
待开发．

２　微分方程的力学化

微分方程历史的第一个时期是由 Ｎｅｗｔｏｎ和
Ｌｅｉｂｎｉｚ的工作开始的，……，质点动力学和刚体动
力学以及某些几何问题的研究用微积分方法很快

就化为一阶或二阶常微分方程中的一类最简单的

方程［４８］．可见，力学是微分方程的起源之一．同时，
力学也促进了微分方程的发展．力学上的难题，往
往成为数学上的难题．

分析力学在其发展过程中形成了一整套积分

方法，如积分 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ降阶法［４９］

和Ｒｏｕｔｈ降阶法，积分 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的 Ｐｏｉｓｓｏｎ方
法和Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ方法，积分不变量方法，场方
法［５０－５２］，势积分方法［５３］，Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性方法，Ｌｉｅ
对称性方法，形式不变性方法，Ｊａｃｏｂｉ最终乘子法，
Ｌａｇｒａｎｇｅ对称性方法［５４］，共形不变性方法［５５－５８］

等．这些方法对解一般的微分方程也是有效的．为
利用分析力学的方法求解微分方程，需将微分方程

化成力学系统的方程．
２．１　微分方程的Ｈａｍｉｌｔｏｎ化与求解

研究２ｎ个一阶方程
ｘμ＝ｆμ（ｔ，ｘ）　（μ＝１，２，…，２ｎ） （５）

将其两端乘以

（ωμν）＝
０ｎ×ｎ －１ｎ×ｎ
１ｎ×ｎ ０( )

ｎ×ｎ

并对ν求和，得
ωμνｘν＝Ｆμ（ｔ，ｘ），　Ｆμ＝ωμνｆν

如果函数满足

Ｆμ
ｘν
＝
Ｆν
ｘμ

（６）

则可Ｈａｍｉｌｔｏｎ化为

２
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ωμνｘν＝
Ｈ
ｘμ

（７）

其中

Ｈ＝ｘμ∫
１

０
Ｆμ（ｔ，τｘ）ｄτ （８）

这样，有不少方法可求解方程（７），如，Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ方法［５９］，Ｐｏｉｓｓｏｎ方法，场方法，Ｎｏｅｔｈｅｒ

方法等［６０］．

２．２　微分方程的部分Ｈａｍｉｌｔｏｎ化与求解
如果方程不满足条件（６），可令

ｑｓ＝ｘｓ，　ｐｓ＝ｘｎ＋ｓ　（ｓ＝１，２，…，ｎ）
则方程可表示为

ｑｓ＝
Ｈ
ｐｓ
，ｐ＝－Ｈｑｓ

＋Ｑｓ（ｔ，ｑ，ｐ） （９）

其中Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为

Ｈ＝ｐｓ∫
１

０
ｆｓ（ｔ，ｑ，τｐ）ｄτ （１０）

而广义力Ｑｓ为

Ｑｓ＝
Ｈ
ｑｓ
＋ｆｎ＋ｓ（ｔ，ｑ，ｐ） （１１）

方程（９）是一般微分方程（５）的力学表达，它代表
一个一般的完整力学系统．

这样，便可利用一般完整系统的积分方法来求

解微分方程（５），例如，广义 Ｐｏｉｓｓｏｎ方法，场方法，
Ｎｏｅｔｈｅｒ方法，Ｌｉｅ对称性方法等．
２．３　微分方程的Ｌａｇｒａｎｇｅ化与求解

研究二阶微分方程

Ａｓｋ（ｔ，ｑ，ｑ）̈ｑｋ＋Ｂｓ（ｔ，ｑ，ｑ）＝０
　　（ｓ，ｋ＝１，２，…，ｎ） （１２）
方程（１２）在一定条件下可表示为 Ｌａｇｒａｎｇｅ方

程［６１，６２］

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝０　（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１３）

这就是所谓 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学逆问题．文献［５５］称之
为Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ系统．

对方程（１３）在一定条件下可用降阶法降阶，
可将方程（１３）表示为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程，进而可用
Ｐｏｉｓｓｏｎ方法，Ｈａｍｉｌｔｏｎ－Ｊａｃｏｂｉ方法等来求解．还可
用场方法，Ｌｉｅ方法，Ｎｏｅｔｈｅｒ方法等求解．
２．４　微分方程的部分Ｌａｇｒａｎｇｅ化与求解

研究二阶微分方程组

ｑ̈ｓ＝αｓ（ｔ，ｑ，ｑ）　（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１４）
令

Ｌ＝１２ｑｓｑｓ，　Ｑｓ＝αｓ（ｔ，ｑ，ｑ） （１５）

则方程（１４）可部分Ｌａｇｒａｎｇｅ化为

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝Ｑｓ　（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１６）

对方程（１６）可用广义Ｐｏｉｓｓｏｎ方法，Ｎｏｅｔｈｅｒ方
法，Ｌｉｅ方法，形式不变性方法等来求积分．同时，可
用Ｈｏｊｍａｎ方法，场方法，势积分方法等直接积分方
程（１６）．
２．５　微分方程的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ化与求解

微分方程（５）在一定条件下可化为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方

程

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－Ｒμｔ＝０

　（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （１７）
当然，为构造出 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ）和

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ）还是很难的．
微分方程 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ化后，便可利用 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系

统的一系列积分方法来求解方程（１７），例如，广义
Ｐｏｉｓｓｏｎ方法，Ｎｏｅｔｈｅｒ方法，Ｌｉｅ方法，形式不变性方
法等．

２．６　微分方程的部分Ｂｉｒｋｈｏｆｆ化与求解
文献［６３］提出如下方程

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－Ｒμｔ＝－Λμ

　（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （１８）

并称之为广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程，其中 Λμ＝Λμ（ｔ，ａ）为
附加项．将方程（５）化成方程（１８）称为微分方程的
部分Ｂｉｒｋｈｏｆｆ化．显然，将方程（５）化成方程（１８）要
比化成方程（１７）容易得多．

如果能够对方程（１８）提出并建立积分方法，
那么就可解决一般微分方程（５）的积分问题．

关于用分析力学方法求解微分方程的工作见

文献［６４－６６］．
２．７　问题

１）以方程（１８）为基础构建广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统

动力学已有少许结果，仍需进一步深入下去．
２）发展分析力学新的积分方法．

３　动力学系统与梯度系统

专著［６７］第９章“大范围的非线性技巧”中研

究了两类重要系统：一个是梯度系统，另一个是

３
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．梯度系统是微分方程和动力系统中
的重要问题，梯度系统有许多好的性质，特别适合

用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来研究．如果动力学方程能够成
为梯度系统的方程，那么便可利用梯度系统的特性

反过来研究力学系统的动力学行为．
３．１梯度系统

梯度系统的微分方程有形式

ｘｉ＝－
Ｖ
ｘｉ
　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （１９）

其中Ｖ＝Ｖ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）称为势函数．注意到，这个
势函数并不是力学系统中的势能．方程（１９）可表
示为矢量形式

Ｘ· ＝－ｇｒａｄＶ（Ｘ） （２０）
其中

Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），

ｇｒａｄＶ＝ Ｖ
ｘ１
，
Ｖ
ｘ２
，…，

Ｖ
ｘ( )
ｎ

梯度系统有如下重要性质［６７］：
１）函数Ｖ是系统（２０）的一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，

并且Ｖ
·

＝０，当且仅当Ｘ是一个平衡点；
２）设Ｚ是一个梯度流的 α极限点或 ω极限

点，则Ｚ为平衡点；
３）对梯度系统（２０），任一平衡点处的线性化

系统都只有实特征根．
如果动力学系统的方程能够成为梯度系统的

方程，那么就可利用梯度系统的以上三条性质来研

究力学系统的动力学行为，特别是稳定性分析．首
先，由梯度系统可找到力学系统的平衡位置；其次，

如果能够成为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，那么就可利用 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ定理研究系统的稳定性，用 Ｒｕｍｙａｔｓｅｖ定
理［６８］研究部分变量稳定性；最后，可直接用第三条

性质来判断稳定性．
３．２　斜梯度系统

文献［６９］指出，给出一个或几个积分，或 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数，则常微分方程可写成线梯度系统．斜梯
度系统是线梯度系统的一个重要的特殊情形．如果
一个力学系统可以成为斜梯度系统，那么就可利用

斜梯度系统的性质来研究力学系统的积分和稳定

性．
斜梯度系统的微分方程可表示为

ｘｉ＝ａｉｊ（ｘ）
Ｖ
ｘｊ
　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ） （２１）

其中ａｉｊ＝－ａｊｉ．斜梯度系统有如下重要性质
［６９］：

１）函数Ｖ是斜梯度系统（２１）的积分；
２）若函数Ｖ是一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，则零解是

稳定的．
以上两条性质可用来研究可化成斜梯度系统

的力学系统的积分和稳定性．
３．３　动力学方程的梯度化

１）完整系统
假设系统是定常的，非奇异的，则动力学方程

可表示为

ｑ̈ｓ＝ｆｓ（ｑ，ｑ）　（ｓ＝１，２，…，ｎ）
令

ａｓ＝ｑｓ，ａ
ｎ＋ｓ＝ｑｓ　（ｓ＝１，２，…，ｎ）

则方程表示为

ａμ＝Ｆμ（ａ） （２２）
其中

Ｆｓ＝ａ
ｎ＋ｓ，Ｆｎ＋ｓ＝ｆｓ（ａ）

如果满足条件

Ｆμ
ａν
＝
Ｆν
ａμ

（２３）

则方程（２１）是一梯度系统．
２）非完整系统
将定常非完整系统化成相应完整系统，可按上

述方法讨论相应完整系统的梯度化．
３）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的方程可表示为

ａμ＝ΩμνＢ
ａν
　（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （２４）

其中

ΩμνΩνρ＝δ
μ
ρ，Ωνρ＝

Ｒρ
ａν
－
Ｒν
ａρ

如果满足条件


ａρ

ΩμνＢ
ａ( )ν ＝ａμ ΩρνＢａ( )ν

（μ，ν，ρ＝１，２，…，２ｎ） （２５）
则Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统可表示为梯度系统．

３．４　动力学方程的斜梯度化
１）Ｌａｇｒａｎｇｅ系统和Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
假设Ｌａｇｒａｎｇｅ系统和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统都不包含

时间ｔ，则方程可表示为

ａμ＝ωμνＨ
ａν
　（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （２６）

４
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其中

ａｓ＝ｑｓ，ａ
ｎ＋ｓ＝ｐｓ，（ωμν）＝

０ｎ×ｎ １ｎ×ｎ
－１ｎ×ｎ ０( )

ｎ×ｎ

显然，系统（２６）是一个斜梯度系统．
２）Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
自治情形的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程有形式（２４），它是一

个斜梯度系统．
广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的方程有形式［６３］

ａμ＝Ωμν Ｂ
ａν
＋
Ｒν
ｔ
－Λ( )ν

　（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （２７）
对自治情形，有

Ｒμ＝Ｒμ（ａ），Ｂ＝Ｂ（ａ），Λν＝Λν（ａ）
方程（２７）可表示为

ａμ＝Ωμν 
Ｂ
ａν
－Λ( )ν （２８）

如果存在函数Ｂ
～
＝Ｂ
～
（ａ），使得

Ｂ
ａμ
－Λμ＝

Ｂ
～

ａμ
（２９）

则方程（２８）成为

ａμ＝ΩμνＢ
～

ａν
（３０）

显然，方程（３０）是一个斜梯度系统．
３）广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
广义Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的方程为

ｘｉ＝Ｊｉｊ（ｘ）
Ｈ
ｘｊ
　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｍ） （３１）

其中Ｊｉｊ＝－Ｊｊｉ．显然，广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（３１）是一
个斜梯度系统．
３．５　积分和稳定性分析

１）如果梯度系统的势函数可以成为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数，则可利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理来研究系统的稳定
性；

２）如果梯度系统的势函数可以成为 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数，则可利用Ｒｕｍｙａｔｓｅｖ定理［６８］来研究部分变量

稳定性；

３）根据梯度系统的第三条性质，对已化成梯
度系统的力学系统，可判断不稳定性．
４）斜梯度系统的函数 Ｖ是一个积分，如果它

可以成为Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，则其零解是稳定的．
３．６　问题

１）对非定常系统，能否与怎样化成梯度系统？

２）研究更多更复杂力学系统的梯度化和斜梯
度化．

４　结束语

分析力学学科的发展涉及理论的和应用的诸

多方面．分析力学２００多年的发展历程始终与数学
紧密关联着．一方面，数学的进步促进了分析力学
的发展．正如ＩＵＴＡＭ前主席，工程出身的荷兰著名
力学家Ｋｏｉｔｅｒ指出的，要想使力学进步，一定要用
更加抽象更加精密的数学．应用数学的成果来发展
分析力学还有待开发．另一方面，分析力学的进步
也促进了数学的发展．本文涉及的三个问题，都是
分析力学与数学的交缘．第一个问题是将 Ｌｉｅ群和
Ｌｉｅ代数的一些结果应用于动力学方程的积分．第
二个问题是将分析力学的积分方法应用于微分方

程的积分．第三个问题是将动力学方程化成梯度系
统的方程，再用梯度系统的特性来研究力学系统的

行为．最后，用如下框图表示本文的基本思路．
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