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宽翼 Ｔ形梁桥动力学理论与特性分析
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摘要　考虑了剪滞翘曲应力自平衡条件、剪切变形和剪力滞后效应等因素的影响，本文提出了一种对宽翼薄

壁Ｔ形梁动力学特性的分析方法．分析中为了准确反应Ｔ形梁翼板的动位移变化，三个广义动位移被引入，且

以能量变分原理为基础建立了Ｔ形梁动力反应的控制微分方程和自然边界条件，据此对Ｔ形梁的动力反应特

性进行了分析，揭示了Ｔ形梁桥动力反应的规律．算例中，对比了考虑和不考虑剪滞翘曲应力自平衡条件对Ｔ

形梁动力反应的影响，结果显示考虑剪滞翘曲应力自平衡条件的计算方法与有限元数值解吻合更好．

关键词　Ｔ形梁，　剪力滞后，　自平衡条件，　动力反应，　能量变分原理

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０５４

引言

随着材料科学的发展，在桥梁工程中宽翼薄壁

Ｔ形梁桥的应用前景更加广阔 ．但是在对称弯曲
状态下，宽翼薄壁Ｔ形梁存在剪力滞后效应现象 ，
设计中如对其考虑不周，往往会在结构中产生一些

横向、竖向和斜裂纹等病害 ．在对Ｔ形梁桥的力学
分析中，由于国内外学者的不懈努力该类结构静力

分析的解析法日趋完善，但是考虑剪滞翘曲应力自

平衡条件、剪力滞后和剪切变形效应等因素，Ｔ形
梁桥动力反应分析的解析法尚不充分．运营中，由
于Ｔ形梁桥可能受到各种动荷载的作用，因而其动
力学特性的研究更具理论和工程实际意义．但是，Ｔ
形梁桥受剪力滞后效应的影响，经典强迫振动理论

已不适用，因而动力学分析难度加大 ．本文以能量
变分原理为基础，运用直接解法对Ｔ形梁桥的动力
反应进行了分析，本文理论为揭示Ｔ形梁桥动力反
应规律奠定了一定的理论基础．

１　控制微分方程和自然边界条件

１．１　不计剪滞翘曲应力自平衡条件影响
１．１．１　体系的动能和势能

图１力系作用下图２所示的Ｔ形截面梁，在对
称弯曲状态下，若结构的跨度为 Ｌ，截面上的竖向

动挠度为ｗ１（ｘ，ｔ），轴向动位移 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）满足下

式［３，１０］：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝－ｚ［θ１＋ωｓ（ｙ）ｕ１（ｘ，ｔ）］ （１）

ωｓ（ｙ）＝１－（（ｂ－ｙ）／ｂ）
２；０≤ｙ≤ｂ （２）

Ｔ形梁稳态振动时的各项势能

Ｔ形截面梁的荷载势能Ｖｐ为：

Ｖｐ＝－∫
Ｌ

０
ｑ（ｘ，ｔ）ｗ１（ｘ，ｔ）ｄｘ－［Ｑ（ｘ，ｔ）ｗ１（ｘ，ｔ）］

Ｌ

０
＋

　［Ｍ１ｘ（ｘ，ｔ）ｕ１（ｘ，ｔ）＋ＭｘＡ（ｘ，ｔ）θ１（ｘ，ｔ）］
Ｌ

０
（３）

腹板和翼板的动应变能Ｖｙ为
［２，６］：

Ｖｙ ＝
１
２∫

Ｌ

０
ＥＩ（
θ１
ｘ
）２ｄｘ＋１２∫

Ｌ

０
ｋＧＡ（θ１－

ｗ１
ｘ
）２ｄｘ＋

　 １
２∫

Ｌ

０
Ｉｓ
４Ｇ
３ｂ２
ｕ２１ｄｘ＋

　 １
２ＥＩｓ∫

Ｌ

０

４
３
θ１
ｘ
ｕ１
ｘ
＋８１５（

ｕ１
ｘ
）[ ]２ ｄｘ （４）

总势能为：ＶＡ＝Ｖｐ＋Ｖｙ （５）

结构总动能ＴＡ为
［１，１１］：

Ｔ＝１２∫
ｌ

０

（
ｗ１
ｔ
）２ρＡｄｘ＋１２ρＩｓ∫

ｌ

０

（ｕ１）
２ｄｘ＋

　 １２ρＩ∫
ｌ

０

（θ１）
２ｄｘ （６）

式中：ｘ，ｚ，ｙ分别为通过截面形心的轴向、竖向和横

向坐标；θ１（ｘ，ｔ）为Ｔ形截面绕ｙ轴动转角；ｕ１（ｘ，ｔ）
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为振动时剪力滞后效应引起翼板的纵向动位移差

函数；Ｉ为全截面对中性轴的惯性矩；Ｉｓ为翼缘板对
中性轴的惯性矩；Ｅ，Ｇ分别为材料的杨氏弹性模量
和剪切弹性模量；Ｍ１ｘ（ｘ，ｔ）为翼板剪滞效应产生的
动弯矩；ＭｘＡ（ｘ，ｔ）为梁段端产生竖向转角 θ１（ｘ，ｔ）
的动弯矩；ｋ为截面形状系数；Ａ为 Ｔ形梁截面面
积；ρ为材料的质量密度；ｑ（ｘ，ｔ）为分布简谐力．

图１　坐标及荷载系统

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｎｄｌｏａｄｓｙｓｔｅｍ

图２　Ｔ形梁截面

Ｆｉｇ．２　ＣｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆＴｂｅａｍ

１．１．２　Ｔ形梁强迫振动微分方程及自然边界条件

由哈密顿原理δ∫
Ｌ

０
（ＴＡ－ＶＡ）ｄｔ＝０，可推导出Ｔ

形梁动力反应控制微分方程和自然边界条件为［１２］：

－ρＡ̈ｗ１－ｋＧＡ（θ
′
１－ｗ

″
１）＋ｑ（ｘ，ｔ）＝０ （７）

－ρＩ̈θ１＋ＥＩθ
″
１＋
２
３ＥＩｓｕ

″
１－ｋＧＡ（θ１－ｗ

′
１）＝０

（８）

－ρＩｓ̈ｕ１＋
２
３ＥＩｓθ

″
１＋
８
１５ＥＩｓｕ

″
１－
４ＧＩｓ
３ｂ２
ｕ１＝０ （９）

［－ＥＩθ′１－
２
３ＥＩｓｕ

′
１＋ＭｘＡ］δθ１

Ｌ

０
＝０ （１０）

［－ｋＧＡ（θ１－ｗ
′
１）－Ｑ（ｘ，ｔ）］δｗ１

Ｌ

０
＝０ （１１）

［
２
３ＥＩｓθ

′
１＋
８
１５ＥＩｓｕ

″
１－Ｍ１ｘ］δｕ１

Ｌ

０
＝０ （１２）

式（６）～（１２）中，符号“．”和“′”分别表示对时
间ｔ和对坐标ｘ求偏导数．
１．１．３　Ｔ形梁强迫振动微分方程的求解

若Ｔ形梁的强迫振动频率为ω０，即

ｑ（ｘ，ｔ）＝ｑ０（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ），

可令：ｗ１（ｘ，ｔ）＝Ｗｘ（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ）；
　ｕ１（ｘ，ｔ）＝Ｕ１（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ）；
　θ１（ｘ，ｔ）＝ψ１（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ），

由方程（８）得 ｕ（３）１ 、ｕ
（５）
１ 的表达式，对方程（９）三次

求导，将ｕ（３）１ 、ｕ
（５）
１ 代入可得关于ｗ１和θ１项的微分

方程，将方程（７）代入，最后得新微分方程为：

Ｗ（６）１ ＋Ｗ
（４）
１ ［
ρω２０
ｋＧ－ｎ（ρω

２
０－
４Ｇ
３ｂ２
）
３Ｉ
２Ｉｓ
－
４ρｎＩω２０
５Ｉｓ
］＋

　Ｗ（２）１ ｎ［
４
５
ρω２０（ｋＧＡ－ρω

２
０）

ｋＧＩｓ
－

　（ρω２０－
４Ｇ
３ｂ２
）
３ρＩω２０
２Ｉｓ

ｋＧ＋Ｅ
ｋＧＥ］＋

　Ｗ１ｎ（ρω
２
０－
４Ｇ
３ｂ２
）
３ρω２０（ｋＧＡ－ρＩω

２
０）

２ＥＩｓｋＧ

＝ｎ（ρω２０－
４Ｇ
３ｂ２
）
３（ｋＧＡ－ρＩω２０）
２ｋＧＡＥＩｓ

ｑ０ （１３）

式中：ｎ＝２３Ｅ－
４
５
ＥＩ
Ｉｓ
．

对方程（１３）分析可知，其特征方程解可为：
ｒ１，２＝±（α１＋β１ｉ）；ｒ３，４＝±（α２＋β２ｉ）；ｒ５，６＝±

（α３＋β３ｉ）．故方程（１３）的通解为：
Ｗ１（ｘ）＝ｃ１ｃｈ（α１＋β１ｉ）ｘ＋ｃ２ｓｈ（α１＋β１ｉ）ｘ＋
　ｃ３ｃｈ（α２＋β２ｉ）ｘ＋ｃ４ｓｈ（α２＋β２ｉ）ｘ＋

　ｃ５ｃｈ（α３＋β３ｉ）ｘ＋ｃ６ｓｈ（α３＋β３ｉ）ｘ－
１
ρＡω２０

ｑ０

（１４）
根据常微分方程组性质和方程（１４）可以假设

ψ１（ｘ）解的形式，将方程（１４）和 ψ１（ｘ）的假设式代
入方程（７），根据恒等式原理求得ψ１（ｘ）的常系数，
ψ１（ｘ）的解可表示为：

ψ１（ｘ）＝ｃ１Ｂ１ｓｈ（α１＋β１ｉ）ｘ＋ｃ２Ｂ１ｃｈ（α１＋β１ｉ）ｘ＋
　ｃ３Ｂ３ｓｈ（α２＋β２ｉ）ｘ＋ｃ４Ｂ３ｃｈ（α２＋β２ｉ）ｘ＋
　ｃ５Ｂ５ｓｈ（α３＋β３ｉ）ｘ＋ｃ６Ｂ５ｃｈ（α３＋β３ｉ）ｘ （１５）

式中：ｒ＝
ρω２０
ｋＧ；Ｂ１＝

ｒ＋（α１＋β１ｉ）
２

α１＋β１ｉ
；

Ｂ３＝
ｒ＋（α２＋β２ｉ）

２

α２＋β２ｉ
；Ｂ４＝

ｒ＋（α３＋β３ｉ）
２

α３＋β３ｉ
．

同样，根据方程（１５）和常微分方程组性质可
以假设Ｕ１（ｘ）解的形式，将方程（１５）和Ｕ１（ｘ）的假
设式代入方程（９），根据恒等式原理求得 Ｕ１（ｘ）的
常系数，那么Ｕ１（ｘ）的解可表示为：

Ｕ１（ｘ）＝ｃ１
Ｂ１（α１＋β１ｉ）

２

Ｔ２＋Ｔ１（α１＋β１ｉ）
２ｓｈ（α１＋β１ｉ）ｘ＋

１５３
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　ｃ２
Ｂ１（α１＋β１ｉ）

２

Ｔ２＋Ｔ１（α１＋β１ｉ）
２ｃｈ（α１＋β１ｉ）ｘ＋

　ｃ３
Ｂ３（α２＋β２ｉ）

２

Ｔ２＋Ｔ１（α２＋β２ｉ）
２ｓｈ（α２＋β２ｉ）ｘ＋

　ｃ４
Ｂ３（α２＋β２ｉ）

２

Ｔ２＋Ｔ１（α２＋β２ｉ）
２ｃｈ（α２＋β２ｉ）ｘ＋

　ｃ５
Ｂ５（α３＋β３ｉ）

２

Ｔ２＋Ｔ１（α３＋β３ｉ）
２ｓｈ（α３＋β３ｉ）ｘ＋

　ｃ６
Ｂ３（α３＋β３ｉ）

２

Ｔ２＋Ｔ１（α３＋β３ｉ）
２ｃｈ（α３＋β３ｉ）ｘ （１６）

式中：Ｔ１＝－
４
５；Ｔ２＝－

３
２Ｅ（ρω

２
０－
４Ｇ
３ｂ２
）．

１．２　考虑剪滞翘曲应力自平衡条件影响
１．２．１　体系的动能和势能

同样，图１力系作用下图２所示 Ｔ形截面梁，
在对称弯曲状态下，若结构的跨度为 Ｌ，截面上的
动挠度为ｗ２（ｘ，ｔ），则剪滞效应引起翼板的翘曲位

移为η（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），且满足下式［１，１０］：

η（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝［ｗｓ０－ｚｗｓｙ］ｕ２（ｘ，ｔ），且

ｗｓｙ＝１－（（ｂ－ｙ）／ｂ）
２；０≤ｙ≤ｂ （１７）

那么，由剪滞效应产生的动正应力和剪应为：

σｓｘ＝Ｅ［ｗｓ０－ｚｗｓｙ］ｕ
′
２（ｘ，ｔ） （１８）

τｓｘ＝Ｇ
η
ｙ
＝－Ｇ

ｗｓｙ
ｙ
ｚｕ２（ｘ，ｔ） （１９）

式中：ｗｓ０为常量，且ｗｓ０由∫ＡσｓｘｄＡ＝０确定为ｗｓ０＝
（４ｈ１ｔｂ）／（３Ａ）．

式（１９）满足截面平衡条件∫ＡτｓｘｄＡ＝０，那么
剪滞效应产生的竖向动弯矩Ｍｓｙ可表示为：

Ｍｓｙ ＝∫ＡσｓｘｚｄＡ＝－ＥＩｓｙｕ′２（ｘ，ｔ） （２０）

Ｉｓｙ ＝－∫Ａｚ［ｗｓ０－ｚｗｓｙ］ｄＡ （２１）

总的竖向动弯矩及对应的动正应力分别为：

Ｍｙ ＝－ＥＩｙθ
′
２（ｘ，ｔ）－ＥＩｓｙｕ

′
２（ｘ，ｔ） （２２）

σｓａ ＝－Ｅｚθ
′
２＋Ｅ（ｗｓ０－ｚｗｓｙ）ｕ

′
２（ｘ，ｔ） （２３）

那么，垂直弯矩产生的动应变能为：

ｖｚ＝
１
２（

σ２ｓａ
Ｅ ＋

τ２ｓｘ
Ｇ）ｄＡｄｘ

　 ＝１２∫
Ｌ

０
｛Ｅ［Ｉｓ（ｕ

′
２）
２＋２Ｉｓｙθ

′
２ｕ
′
２＋

　　Ｉｙ（θ
′
２）
２］＋Ｇｋｓｙｕ

２
２｝ｄｘ （２４）

式中：Ｉｓ＝∫Ａ（ｗｓ０－ｚｗｓｙ）２ｄＡ；Ｉｙ ＝∫Ａｚ２ｄＡ；

ｋｓｙ ＝∫Ａ（
ｗｓｙ
ｙ
）２ｚ２ｄＡ．

铁木辛柯剪切应变能为：

Ｖ１ ＝
１
２∫

Ｌ

０
ｋＧＡ（θ２－

ｗ２
ｘ
）２ｄｘ （２５）

结构总动能为［１，１１］：

Ｔ＝１２∫
ｌ

０

（
ｗ２
ｔ
）２ρＡｄｘ＋１２ρＩｓ∫

ｌ

０

（ｕ２）
２ｄｘ＋

　 １２ρＩ∫
ｌ

０

（θ２）
２ｄｘ （２６）

Ｔ形梁稳态振动时，考虑剪滞翘曲应力自平衡条
件，其各项势能

Ｔ形截面梁的荷载势能Ｖｑ为：

Ｖｑ＝－∫
Ｌ

０
ｑ（ｘ，ｔ）ｗ２（ｘ，ｔ）ｄｘ－［Ｑ（ｘ，ｔ）ｗ２（ｘ，ｔ）］

Ｌ

０
＋

　［Ｍ１ｘ（ｘ，ｔ）ｕ２（ｘ，ｔ）＋ＭｘＡ（ｘ，ｔ）θ２（ｘ，ｔ）］
Ｌ

０
（２７）

系统总势能为：

ＶＢ＝Ｖｚ＋ＶＩ＋Ｖｑ （２８）
式中：θｚ（ｘ，ｔ）为Ｔ形截面竖向动转角；ｕ２（ｘ，ｔ）为振
动时剪力滞效应引起翼板的纵向动位移差函数；且

Ｉｙ；Ｉｓｙ；ｋｓｙ；Ｉｓ的含义如上表示，其它符号意义与不计
剪滞翘曲应力自平衡条件时相同．
１．２．２　Ｔ形梁强迫振动微分方程及自然边界条件

由哈密顿原理δ∫
Ｌ

０
（ＴＢ－ＶＢ）ｄｔ＝０，可推导出Ｔ

形梁动力反应控制微分方程及自然边界条件为［１２］：

－ρＡ̈ｗ２－ｋＧＡ（θ
′
２－ｗ

″
２）＋ｑ（ｘ，ｔ）＝０ （２９）

－ρＩｓ̈ｕ２＋ＥＩｓｙθ
″
２＋ＥＩｓｕ

″
２－Ｇｋｓｙｕ２＝０ （３０）

－ρＩｙθ
¨
２＋ＥＩｓｙｕ

″
２＋ＥＩｙθ

″
２－ｋＧＡ（θ２－ｗ

′
２）＝０（３１）

［－ＥＩｓｕ
′
２－ＥＩｙθ

′
２＋Ｍ１ｘ（ｘ，ｔ）］δｕ２

Ｌ

０
＝０ （３２）

［－ＥＩｓｙｕ
′
２－ＥＩｙθ

′
２＋ＭｘＡ］δθ２

Ｌ

０
＝０ （３３）

［－ｋＧＡ（θ２－ｗ
′
２）－Ｑ（ｘ，ｔ）］δｗ２

Ｌ

０
＝０ （３４）

同样，式（１８）～（３４）中，符号“．”和“′”分别表
示对时间ｔ和对坐标ｘ求偏导数．
１．２．３　Ｔ形梁强迫振动微分方程的求解

若Ｔ形梁强迫振动频率为ω０，那么
ｑ（ｘ，ｔ）＝ｑ０（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ），

可令：ｗ２（ｘ，ｔ）＝Ｗ２（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ）；
　ｕ２（ｘ，ｔ）＝Ｕ２（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ）；
　θ２（ｘ，ｔ）＝ψ２（ｘ）ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ），

由方程（３１）得ｕ（３）２ 、ｕ
（５）
２ 的表达式，对方程（３０）三次

２５３
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求导，且将ｕ（３）２ 、ｕ
（５）
２ 代入可得关于ｗ２和θ２项的微

分方程，将方程（２９）代入，可得新微分方程为：

　Ｗ（６）２ ＋Ｗ
（４）
２ ［
ρＡω２０Ｅ

２（Ｉ２ｓｙ－ＩｓＩｙ）－ｋＧＡＥＩｙ（ρＩｓω
２
０＋Ｔ）

ｋＧＡＥ２（Ｉ２ｓｙ－ＩｓＩｙ）
］＋

　Ｗ（２）２ ［
ρω２０ｋＧＡ（ＥＩｓＡ－ＩｙＴ）－ρＡω

２
０ＥＩｙ（ρＩｓω

２
０＋Ｔ）

ｋＧＡＥ２（Ｉ２ｓｙ－ＩｓＩｙ）
］＋

　Ｗ２
ρＡω２０Ｔ（ｋＧＡ－ρＩｙω

２
０）

ｋＧＡＥ２（Ｉ２ｓｙ－ＩｓＩｙ）
＝
－Ｔ（ｋＧＡ－ρＩｙω

２
０）

ｋＧＡＥ２（Ｉ２ｓｙ－ＩｓＩｙ）
ｑ０

（３５）
式中：Ｔ＝ρＩｓω

２
０－Ｇｋｓｙ．

对方程（３５）分析可知，其特征方程解可为：
ｒ１，２＝±（α

ｓ
１＋β

ｓ
１ｉ）；ｒ３，４＝±（α

ｓ
２＋β

ｓ
２ｉ）；

ｒ５，６＝±（α
ｓ
３＋β

ｓ
３ｉ）

分析可知，方程（３５）通解形式与方程（１４）相同．且

ψ２（ｘ）与ψ１（ｘ），Ｕ２（ｘ）与 Ｕ１（ｘ）解的表示形式亦
相同，但此时

Ｔ２＝－（ρＩｓω
２
０－Ｇｋｓｙ）／（ＥＩｓｙ）；Ｔ１＝－（Ｉｓ／Ｉｓｙ）．

２　Ｔ形梁动力反应的简支边界条件

分析可知，两种情况下 Ｔ形梁的边界条件相
同，那么将Ｗ１（ｘ），Ｗ２（ｘ）；ψ１（ｘ），ψ２（ｘ）和Ｕ１（ｘ），
Ｕ２（ｘ）统一以Ｗ（ｘ），ψ（ｘ），Ｕ（ｘ）的形式表示，则：
１）简支Ｔ形梁的位移和力学边界条件
Ａ、简谐分布力

Ｗ（ｘ）
Ｌ

０
＝０；ψ′（ｘ）

Ｌ

０
＝０；Ｕ′（ｘ）

Ｌ

０
＝０ （３６）

Ｂ、简谐集中力
对于简支Ｔ形梁，若跨间所受力为一简谐集中

力，且集中力 Ｐｋ＝Ｐ０ｓｉｎ（ω０ｔ＋φ）左右相邻边界距
离为Ｌｋ１和Ｌｋ２．如图３所示，则ｋ点处还须引入下列

连续边界条件为：

图３　算例中坐标系的约定

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｉｘｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｓ

Ｕｋ１（Ｌｋ１）＝Ｕｋ２（０）；Ｕ
′
ｋ１（Ｌｋ１）＝Ｕ

′
ｋ２（０）；

ψｋ１（Ｌｋ１）－ψｋ２（０）＝
－Ｐ０
ｋＧＡ；ψ

′
ｋ１（Ｌｋ１）＝ψ

′
ｋ２（０）；

Ｗｋ１（Ｌｋ１）＝Ｗｋ２（０）；Ｗ
′
ｋ１（Ｌｋ１）＝Ｗ

′
ｋ２（０） （３７）

将方程式 Ｗ１（ｘ），Ｗ２（ｘ）；ψ１（ｘ），ψ２（ｘ）；
Ｕ１（ｘ），Ｕ２（ｘ）或其求导式代入边界条件（３６）～
（３７），然后应用 ＭＡＴＬＡＢ软件和相应剪滞系数公
式便可得到Ｔ形梁翼板简支边界条件下动剪滞效
应的变化规律．

３　算例

对于Ｔ形截面梁，其材料和几何参数为：ρ＝
２５００ｋｇ／ｍ３；Ｅ＝３．５×１０４ＭＰａ；Ｇ＝１．５×１０４ＭＰａ；
ｔｗ＝０．１５ｍ；ｔ＝０．１１ｍ；ｂ＝２．８５ｍ．且梁高为ｈ＝
１ｍ，简谐集中力幅值为 Ｐ０＝９８００Ｎ．则根据本文
推导公式和其它方法可计算出 Ｔ形梁的自振频率
及Ｅ、Ｆ点动应力幅值．

在简支Ｔ形梁自振频率的求解过程中，令简谐
分布力ｑ（ｘ，ｔ）＝０，然后应用ＭＡＴＬＡＢ软件和边界
条件（３６）便可得到表１Ｔ形梁的自振频率值．

表１　简支Ｔ形梁的固有频率（单位：Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ１　ＮａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＴｂｅａｍ（ｕｎｉｔ：Ｈｚ）

Ｓｐａｎｗｉｄｔｈｒａｔｉｏ（Ｌ／２ｂ） Ｎｕｍｂｅｒｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｓ ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒ ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ Ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒ Ｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒ Ｆｉｆｔｈｏｒｄｅｒ
１．７５ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ １２．４０８ ４５．３５４ ９０．５３１ １４１．４７１ １９４．６２４
１．７５ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ １２．１０７ ４３．６５９ ８７．２５０ １３７．０３９ １８９．４５５
１．７５ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ １２．０３５ ４２．２９７ ８３．２７６ １３０．４４８ １８０．９９４
１．７５ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ １１．９３９ ４１．４６３ ７９．４０７  

Ｓｈｅａｒｌａｇｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（％） ３．０１ ６．７４ ８．０１ ７．７９２ ７．００
２．６３ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ ５．６２１ ２１．５１３ ４５．３５４ ７４．５７７ １０７．０６２
２．６３ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ５．５３９ ２０．８３８ ４３．６５９ ７１．７９６ １０３．３７９
２．６３ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ５．５３４ ２０．５５０ ４２．３００ ６８．９０８ ９８．４７２
２．６３ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ ５．４２８ １９．９２９ ４１．４３８ ６５．２３１ 

Ｓｈｅａｒｌａｇｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（％） １．５５ ４．４８ ６．７３ ７．６０ ８．０２
　注：有限元法对于自振频率难以辨识的，本文以符号作了标示．本文理论为同时考虑剪滞翘曲应力自平衡条件和剪滞效

应影响的计算理论；而传统理论则为仅考虑剪滞效应影响的计算理论，下同．
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表１表明：
１）本文Ｔ形梁自振频率计算值小于传统剪滞

理论计算值，而传统剪滞理论计算值又小于铁木辛

柯梁理论值，故由能量最低原理可以判断，在 Ｔ形
梁静、动力学分析中，本文计算理论优于传统剪滞

理论，而传统剪滞理论又优于铁木辛柯梁理论；

２）本文自振特性分析为文献［１］的静力学分
析提供了理论依据，且尽管三种理论自振频率计算

值相差很小，但动力反应分析中本文计算理论有无

实际意义尚需进一步的动力学分析加以验证；

３）Ｔ形梁自振特性受跨宽比的影响，跨宽比
小自平衡条件和剪滞效应影响大，反之相反．

　　同样，简谐集中力作用下，在Ｔ形梁动应力幅值
的求解过程中，应用ＭＡＴＬＡＢ软件和边界条件（３６）、
（３７）可得表２、表３和表４Ｔ形梁的动应力幅值为：

图４　交点Ｅ、Ｆ为所求Ｔ形梁跨中动应力幅值位置

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｍｉｄｄｌｅｓｐａｎｏｆｔｈｅ

ＴｂｅａｍｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｉｎｇｐｏｉｎｔｓＥａｎｄＦ

表２　简支Ｔ形梁Ｅ点的动应力幅值 （单位：１０４Ｐａ）（简谐集中力）

Ｔａｂｌｅ２　ＤｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＴｂｅａｍｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｉｎｇｐｏｉｎｔＥ（ｕｎｉｔ：１０４Ｐａ）

（Ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄ）

Ｓｐａｎｗｉｄｔｈｒａｔｉｏ（Ｌ／２ｂ） Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｌｕｅｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｆｏｒｃｅ（Ｈｚ） １ ２ ３ ４ ５ ６ ７
１．７５ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ ５．７０７２ ５．７９４３ ５．９４７３ ６．１８０１ ６．５１６６ ６．９９７５ ７．６９５８
１．７５ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ）６．０８８４ ６．１８５２ ６．３５５８ ６．６１６６ ６．９９５９ ７．５４３３ ８．３４９５
１．７５ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．０６６８ １．０６７５ １．０６８７ １．０７０６ １．０７３６ １．０７８０ １．０８４９
１．７５ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ） １０．８６０ １０．９９９ １１．２４６ １１．６２３ １２．１７３ １２．９６７ １４．１９８
１．７５ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．９０２９ １．８９８２ １．８９０９ １．８８０７ １．８６８０ １．８５３１ １．８４４９
１．７５ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｖａｌｕｅ（Ｅｐｏｉｎｔ） ９．８９６３ １０．３１３ １０．６２７ １１．１１５ １１．６３８ １２．５６９ １４．１０３
１．７５ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｌｕｅｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｆｏｒｃｅ（Ｈｚ） ８ ９ １０ １１ １２ １２．４
１．７５ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ ８．７５２０ １０．４７４ １３．６８２ ２１．５３３ ６８．１７６ ３６２６．３
１．７５ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ）９．５９４１ １１．６９３ １５．８５１ ２７．６３０ ２６０．２６ ９１．６２８
１．７５ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．０９６２ １．１１６４ １．１５８５ １．２８３２ ３．８１７５ ０．０２５３
１．７５ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ） １５．９６３ １９．０６１ ２５．３００ ４３．７４９ １０９４．５ １０１．３３
１．７５ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．８２３９ １．８１９８ １．８４９１ ２．０３１７ １６．０５４ ０．０２７９
１．７５ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｖａｌｕｅ（Ｅｐｏｉｎｔ） １６．３４８ １９．７２６ ２３．６０４ ３９．１１５８４２．６６２７６．４７６

　（注：根据静剪滞系数定义，动剪滞系数 λＤ＝Ｔ形梁翼板剪滞理论动应力幅值 σＪＤ／Ｔ形梁翼板铁木辛柯梁理论动应力幅值
σＤＴ．且有限元法计算中，按图２Ｔ形梁各交点坐标绘制Ｔ形梁断面，然后应用ＡＮＳＹＳ有限元的Ｅｘｔｒｕｄｅ功能形成体，划分
单元网格，模拟简支边界条件在Ｔ形梁一端节点ｘ，ｙ，ｚ三向施以约束，另一端在节点ｚ，ｙ方向施以约束．下同）

表３　简支Ｔ形梁Ｆ点的动应力幅值 （单位：１０４Ｐａ）（简谐集中力）

Ｔａｂｌｅ３　ＤｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＴｂｅａｍｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｉｎｇｐｏｉｎｔｓＦ（ｕｎｉｔ：１０４Ｐａ）

（Ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄ）

Ｓｐａｎｗｉｄｔｈｒａｔｉｏ（Ｌ／２ｂ） Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｌｕｅｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｆｏｒｃｅ（Ｈｚ） １ ２ ３ ４ ５ ６ ７
１．７５ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ ５．７０７２ ５．７９４３ ５．９４７３ ６．１８０１ ６．５１６６ ６．９９７５ ７．６９５８
１．７５ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｆｐｏｉｎｔ）２．０７８８ ２．１２３５ ２．２０２４ ２．３２２９ ２．４９８３ ２．７５１５ ３．１２４３
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表４　简支Ｔ形梁Ｅ点的动应力幅值（单位：１０４Ｐａ）（简谐集中力）

Ｔａｂｌｅ４　ＤｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＴｂｅａｍｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｉｎｇｐｏｉｎｔＥ（ｕｎｉｔ：１０４Ｐａ）

（Ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄ）

Ｓｐａｎｗｉｄｔｈｒａｔｉｏ（Ｌ／２ｂ） Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｌｕｅｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｆｏｒｃｅ（Ｈｚ） ０．５ １ １．５ ２ ２．５ ３
２．６３ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ ８．５７２１ ８．７３８１ ９．０３３６ ９．４９２３ １０．１７５ １１．１９４
２．６３ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ） ８．９６７２ ９．１４３８ ９．４５８７ ９．９４９０ １０．６８３ １１．７８６
２．６３ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．０４６１ １．０４６４ １．０４７１ １．０４８１ １．０４９９ １．０５２９
２．６３ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ） １３．７２７ １３．９４１ １４．３２１ １４．９１３ １５．８００ １７．１３３
２．６３ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．６０１４ １．５９５４ １．５８５３ １．５７１１ １．５５２８ １．５３０６
２．６３ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｖａｌｕｅ（Ｅｐｏｉｎｔ） １２．８０６ １３．２９７ １３．５９２ １４．４６４ １５．６２９ １７．５５８
２．６３ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖａｌｕｅｏｆｈａｒｍｏｎｉｃｆｏｒｃｅ（Ｈｚ） ３．５ ４ ４．５ ５ ５．５ ５．６
２．６３ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏｂｅａｍｔｈｅｏｒｙ １２．７７２ １５．４１１ ２０．５１３ ３４．０１６ １６１．４３ ９７９．４３
２．６３ Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ） １３．５１４ １６．４５９ ２２．３５８ ３９．４１５ ５０７．９５ ３０５．０１
２．６３ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．０５８１ １．０６８０ １．０８９９ １．１５８７ ３．１４６６ ０．３１１４
２．６３ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｓｅｌｆ－ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ（Ｅｐｏｉｎｔ） １９．２２３ ２２．７８６ ２９．９３９ ５０．７３４ ６９９．１７ ３３７．９０
２．６３ Ｄｙｎａｍｉｃｓｈｅａｒｌａｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ １．５０５１ １．４７８６ １．４５９５ １．４９１５ ４．３３１１ ０．３４５０
２．６３ Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｖａｌｕｅ（Ｅｐｏｉｎｔ） １９．７４６ ２３．５０５ ３１．５２４ ４６．０２８ ５４６．１３６ ２８１．９２６

图５　简支Ｔ形梁跨中Ｅ点动应力幅值比较图（Ｌ＝１０ｍ）

（简谐集中力）

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｍｉｄｄｌｅｓｐａｎｏｆ

ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄＴｂｅａｍｌｏｃａｔｅｄａｔｔｈｅ

ｃｒｏｓｓｉｎｇｐｏｉｎｔｓＥ（Ｌ＝１０ｍ）（Ｈａｒｍｏｎｉｃｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄ）

４　结论

本文理论系统分析了薄壁宽翼 Ｔ形梁桥的动
力学特性，结果显示出剪滞翘曲应力自平衡条件影

响下Ｔ形梁自振频率计算值减小，并且自平衡条件
对翼板正应力幅值计算值的影响更大，与传统剪滞

理论计算值相比较，翼板与腹板相交处本文理论正

应力幅值计算值明显增大，而远离腹板处翼板的正

应力幅值计算值增幅较小．本文理论值与有限元数
值解吻合较好，结果显示出剪滞翘曲应力自力平衡

条件引入的必要性．
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