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摘要　研究了粘弹性夹层圆板的自由振动特性．基于经典弹性薄板理论和ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ粘弹性本构方程，建立

了粘弹性夹层圆板振动控制方程．采用分离变量法导出了粘弹性夹层圆板的自然频率及振型解析表达式，计

算了固支和简支粘弹性夹层圆板的自然频率，并与有限元计算结果进行比较；讨论了粘弹性夹层圆板的夹心

层比率对自然频率及衰减系数的影响．研究表明：（１）随着夹心层厚度的增大，系统频率先增大后减小，高阶时

该趋势表现更为明显；（２）随着夹心层厚度的增大，衰减系数一直增大，高阶时该趋势表现更为明显．

关键词　粘弹性夹层圆板，　自由振动，　ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ，　分离变量法

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０４０

引言

粘弹性夹层板结构通常由刚度较大的上下约

束层和阻尼较大的粘弹性中间层构成．由于其具有
质量轻、强度高、刚度大，减振效果明显等诸多优

点，已广泛应用于航空、航天、船舶等重要工业中．
因此，研究粘弹性夹层板结构的动力特性尤为重

要，尤其是研究自由振动特性．但目前对自由振动
特性的研究主要集中在梁、矩形板、圆形膜、圆形板

和圆柱壳等结构［１－１２］．文献［１］研究了粘弹性地基
上弹性梁的自由振动特性；文献［２］研究了轴向运
动梁在纵向与横向振动耦合下的自由振动特性；文

献［３］和文献［４］研究了矩形薄板在四边固支情况
时自由振动；文献［５］研究了四边简支条件下正交
各向异性蜂窝夹层矩形板的固有特性；文献［６］研
究了粘弹性基础上矩形薄板振动的基本理论与计

算方法；文献［７］研究了圆形薄膜的固有频率及其
振型的理论求解方法；文献［８］研究了弹性地基上
圆形薄板的有阻尼振动问题，给出了计算固有频率

的计算公式；文献［９］讨论了求解 Ｋｅｌｖｉｎ模型粘弹
性基础上圆形薄板自由振动固有频率的方法；文献

［１０］研究了两端简支功能梯度薄壁圆柱壳的自由
振动特性．对于粘弹性夹层圆板结构的自由振动特
性研究还很少见到．

本文拟基于经典弹性薄板理论和 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ
粘弹性本构方程，建立粘弹性夹层圆板的振动控制

方程，采用分离变量法导出粘弹性夹层圆板的自然

频率及振型的理论解，计算固支和简支粘弹性夹层

圆板的自然频率，通过与有限元计算进行比较，说

明方法的正确性．在此基础上，进一步讨论夹层圆
板厚度对自然频率及衰减系数的影响．

１　控制方程

１．１　粘弹性夹层圆板模型
图１为粘弹性夹层圆板模型，上下两层为对称

约束层，中间夹心层为 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ微分本构粘弹
性材料．约束层弹性模量Ｅｃ，泊松比μｃ，密度ρｃ，厚

图１　粘弹性夹层圆板模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ
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度ｈ／２；夹心层弹性模量 Ｅｊ，泊松比 μｊ，密度 ρｊ，厚
度Ｈ，粘弹性阻尼系数η，粘弹性夹层板等效密度ρ
＝（ρｃｈ＋ρｊＨ）／（Ｈ＋ｈ）．

１．２　粘弹性夹层圆板控制方程
假定夹层圆板处于小挠度状态，忽略面内力影

响．由于圆板的形状关系，采用圆柱坐标系来研究
问题较直角坐标系更方便．将静平衡时中面的圆心
Ｏ作为坐标原点（见图１），ｚ为通过圆心 Ｏ且垂直
于中面的方向坐标，ｒ为中面上的点距ｚ轴的距离．
在柱坐标系下，粘弹性夹层圆板的平衡方程为

Ｍｒ
ｒ
＋
Ｍｒθ
ｒθ
＋
Ｍｒ－Ｍθ
ｒ －Ｑｒ＝０
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１
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（１）

其中，Ｑｒ、Ｑθ、Ｍｒ、Ｍθ、Ｍｒθ分别为径向剪力、切向剪
力，径向弯矩、切向弯矩和扭矩，ｗ为板中面位移，ｑ
为横向荷载．

板内任意一点径向位移ｕ和切向位移ｖ分别为

ｕ＝－ｚｗ
ｒ
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夹层板应变与挠度ｗ关系为
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约束层应力与应变关系为
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夹心层应力与应变关系为

σｊｒ＝
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夹层板的弯矩和扭矩分别为

（Ｍｒ，Ｍθ，Ｍｒθ）＝∫
－Ｈ２
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ｃ
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（６）
将（３）代入（４）和（５），将（４）和（５）代入（６），

再将（６）代入平衡方程（１），得粘弹性夹层圆板的
振动方程为

ρ（Ｈ＋ｈ）
２ｗ
ｔ２
＋ ηＨ３

１２（１－μ２ｊ）

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４ｗ＝ｑ （７）
其中，Ｄ１、Ｄ２、

４表达式分别为
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２　对粘弹性夹层圆板振动方程的讨论

２．１　弹性板
当夹心层厚度Ｈ＝０时，方程（７）退化为

ρｈ
２ｗ
ｔ２
＋

Ｅｃｈ
３

１２（１－μ２ｃ）
·４ｗ＝ｑ （９）

当粘弹性阻尼系数 η＝０，且夹心层和约束层
的弹性模量和泊松比均一致时，方程（７）退化为

ρ（Ｈ＋ｈ）
２ｗ
ｔ２
＋
Ｅｃ（Ｈ＋ｈ）

３

１２（１－μ２ｃ）
·４ｗ＝ｑ （１０）

式（９）和（１０）为经典弹性薄圆板的横向振动方
程［１３］．

当粘弹性阻尼系数 η＝０，但夹心层和约束层
弹性模量和泊松比不一致时，方程（７）退化为不同
材料组成的夹层薄圆板振动方程

ρ（Ｈ＋ｈ）
２ｗ
ｔ２
＋（Ｄ１＋Ｄ２）

４ｗ＝ｑ （１１）

２．２　粘弹性板
当约束层厚度 ｈ＝０时，方程（７）退化为粘弹

性薄圆板的横向振动方程：

ρ（Ｈ＋ｈ）
２ｗ
ｔ２
＋ ηＨ３

１２（１－μ２ｊ）

ｔ

４ｗ＋

　Ｄ２·
４ｗ＝ｑ （１２）

７３３
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由上述分析可知，方程（７）是包含了弹性薄圆
板（单层或夹层）和粘弹性薄圆板横向振动的统一

方程，具有通用性．

３　粘弹性夹层圆板振动特性

３．１　粘弹性夹层圆板固有振型
若方程（７）中ｑ＝０，即得粘弹性夹层圆板自由

振动基本方程．采用分离变量求解，令
ｗ（ｒ，θ，ｔ）＝Ｗ（ｒ，θ）Ｔ（ｔ） （１３）

将式（１３）代入方程（７），可导出变量分离的微分方
程

　
４Ｗ－ρ（Ｈ＋ｈ）Ｄ１＋Ｄ２

ω２Ｗ＝０ （１４ａ）

Ｔ¨－ ηＨ３

１２（１－μ２ｊ）（Ｄ１＋Ｄ２）
ω２Ｔ·＋ω２Ｔ＝０ （１４ｂ{ ）

其中，ω为待求的常数．令

α４＝ρ（Ｈ＋ｈ）ω
２

（Ｄ１＋Ｄ２）
（１５）

则（１４ａ）可分解为

（
２Ｗ
ｒ２
＋１ｒ
Ｗ
ｒ
＋１
ｒ２
２Ｗ
θ２
±α）Ｗ＝０ （１６）

对方程（１６）再次采用分离变量法，令
Ｗ（ｒ，θ）＝Ｒ（ｒ）Φ（θ） （１７）

把式（１７）代入方程（１６），得到微分方程

（
ｄ２Ｒ
ｄｒ２
＋１ｒ
ｄＲ
ｄｒ）Φ＋

１
ｒ２
ＲｄΦ

２

ｄθ２
±α２ＲΦ＝０ （１８）

分离变量后得

ｄΦ２

ｄθ２
＋ｍ２Φ＝０ （１９ａ）

ｄ２Ｒ
ｄｒ２
＋１ｒ
ｄＲ
ｄｒ＋（±α

２Ｒ－ｍ
２

ｒ２
）Ｒ＝０ （１９ｂ{ ）

其中ｍ为待求的常数．式（１９ａ）为二阶常系数微分
方程，其解为

Φ（θ）＝Ｅｍｓｉｎｍθ＋Ｆｍｃｏｓｍθ （２０）
式（１９ｂ）为Ｂｅｓｓｅｌ（贝塞尔）方程，其解为

Ｒ（ｒ）＝ＡｍＪｍ（αｒ）＋ＢｍＮｍ（αｒ）＋
　ＣｍＩｍ（αｒ）＋ＤｍＫｍ（αｒ） （２１）

其中Ｊｍ（αｒ）、Ｎｍ（αｒ）、Ｉｍ（αｒ）、Ｋｍ（αｒ）分别为实宗
量的第一类及第二类贝塞尔函数、虚宗量的第一类

及第二类贝塞尔函数．
于是，式（１７）的通解为
Ｗ（ｒ，θ）＝［ＡｍＪｍ（αｒ）＋ＢｍＩｍ（αｒ）＋
　ＣｍＮｍ（αｒ）＋ＤｍＫｍ（αｒ）］ｃｏｓｍθ＋

　［Ａｍ′Ｊｍ（αｒ）＋Ｂｍ′Ｉｍ（αｒ）＋
　Ｃｍ′Ｎｍ（αｒ）＋Ｄｍ′Ｋｍ（αｒ）］ｓｉｎｍθ （２２）
对于完整的夹层圆板，在圆心（ｒ＝０）处 Ｗ应

为有限值，但由于 Ｎｍ（αｒ）、Ｋｍ（αｒ）在圆心时无穷
大，所以必须有Ｃｍ＝Ｄｍ＝Ｃ′ｍ＝Ｄ′ｍ＝０．若夹层圆
板的边界条件以某轴对称，则将 θ＝０坐标轴放在
该轴上，必有以 θ＝０轴对称振型，所以可以取
ｓｉｎｍθ项系数Ａ′ｍ＝Ｂ′ｍ＝０．因此粘弹性夹层圆板
固有振型表达式为

Ｗｍ（ｒ，θ）＝［ＡｍＪｍ（αｒ）＋ＢｍＩｍ（αｒ）］ｃｏｓｍθ

（２３）
其中系数Ａｍ和Ｂｍ由圆板的边界条件确定．
３．２　周边固支粘弹性圆板的自然频率

周边固支夹层圆板的边界条件为

Ｗｍ（ｒ，θ）
ｒ＝Ｒ
＝０

Ｗｍ（ｒ，θ）
ｒ ｒ＝Ｒ

＝{ ０
（２４）

将式（２３）代入（２４）得
ＡｍＪｍ（αＲ）＋ＢｍＩｍ（αＲ）＝０

Ａｍ
α
２［Ｊｍ－１（αＲ）－Ｊｍ＋１（αＲ）＋

　Ｂｍ
α
２［Ｉｍ－１（αＲ）＋Ｉｍ＋１（αＲ）］＝











 ０

（２５）

式（２５）为关于 Ａｍ、Ｂｍ 的线性代数方程组，由于
Ａｍ、Ｂｍ不恒等于零，则系数行列式为零，得频率方
程为

Ｊｍ（αＲ） Ｉｍ（αＲ）

Ｊｍ－１（αＲ）－Ｊｍ＋１（αＲ） Ｉｍ－１（αＲ）＋Ｉｍ＋１（αＲ）
＝０

（２６）
记频率方程（２６）的第 ｎ个正根为 αｍｎＲ，则固支粘
弹性夹层圆板的固有振型为

Ｗｍｎ＝［Ｉｍ（αｍｎｒ）－
Ｉｍ（αｍｎＲ）
Ｊｍ（αｍｎＲ）

Ｊｍ（αｍｎｒ）］ｃｏｓｍθ

（２７）
对每一个 αｍｎＲ值，均可由式（１５）确定 ωｍｎ．每个

ωｍｎ对应一个Ｔｍｎ（ｔ）方程，即式（１４ｂ）

Ｔ¨ｍｎ（ｔ）＋２ζｍｎωｍｎＴ
·

ｍｎ（ｔ）＋ωｍｎ
２Ｔｍｎ（ｔ）＝０（２８）

其中，ζｍｎ的表达式为

ζｍｎ＝
ηＨ３ωｍｎ

２４（１－μ２ｊ）（Ｄ１＋Ｄ２）
（２９）

当小阻尼情况，即ζｍｎ
２＜１时，可得方程（２８）解为

８３３
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Ｔｍｎ（ｔ）＝ｅ
－δｍｎｔ［ａｍｎｃｏｓωｍｎｔ＋ｂｍｎｓｉｎωｍｎｔ］（３０）

其中

ωｍｎ＝ωｍｎ １－ζｍｎ槡
２ （３１ａ）

δｍｎ＝ζｍｎωｍｎ （３１ｂ{
）

式（３１ａ）、（３１ｂ）分别是固支粘弹性夹层圆板自由
振动频率和衰减系数的表达式．
３．３　周边简支粘弹性圆板的自然频率

周边简支夹层圆板的边界为

Ｗｍ（ｒ，θ） ｒ＝Ｒ
＝０

Ｍｒ
ｒ ｒ＝Ｒ

＝{ ０
（３２）

将式（２３）和（６）代入式（３２）得
ＡｍＪｍ（αＲ）＋ＢｍＩｍ（αＲ）＝０

Ａｎ·Ｐ＋Ｂｎ·Ｑ＝{ ０
（３３）

其中

Ｐ＝（Ｄ１＋Ｄ２）（
α
２）

２［Ｊｍ－２（αＲ）－２Ｊｍ（αＲ）＋

　Ｊｍ＋２（αＲ）］＋
Ｄ１μｃ＋Ｄ２μｊ

ｒ ·
α
２［Ｊｍ－１（αＲ）－

　Ｊｍ＋１（αＲ）］

Ｑ＝（Ｄ１＋Ｄ２）（
α
２）

２［Ｉｍ－２（αＲ）＋２Ｉｍ（αＲ）＋

　Ｉｍ＋２（αＲ）］＋
Ｄ１μｃ＋Ｄ２μｊ

ｒ ·
α
２［Ｉｍ－１（αＲ）＋

　Ｉｍ＋１（αＲ）］ （３４）
式（３３）为关于Ａｍ、Ｂｍ的线性代数方程组，由于Ａｍ、
Ｂｍ不恒等于零，则系数行列式为零，得频率方程为

Ｊｍ（αＲ） Ｉｍ（αＲ）

Ｐ Ｑ
＝０ （３５）

为便于与频率方程（２６）的正根 αｍｎＲ有所区
分，将频率方程（３５）的第ｎ个正根记为βｍｎＲ，则简
支粘弹性夹层圆板的固有振型为

Ｗｍｎ＝［Ｉｍ（βｍｎｒ）－
Ｉｍ（βｍｎＲ）
Ｊｍ（βｍｎＲ）

Ｊｍ（βｍｎｒ）］ｃｏｓｍθ

（３６）
对每一个 βｍｎＲ值，同理可由式（１５）先确定

ωｍｎ，再由式（３１）求出简支粘弹性夹层圆板频率和
衰减系数．

４　算例

４．１　理论解的有效性验证
本算例中粘弹性夹层圆板的几何尺寸和材料

参数数值见表１．
表１　粘弹性夹层圆板的几何尺寸和材料参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｔａｂｌｅ１Ｇｅｏｍｅｔｒｙｓｉｚｅａｎｄｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ｔｈｅｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓａｎｄｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ
Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｌａｙｅｒ Ｃｏｒｅｌａｙｅｒ

Ｇｅｏｍｅｔｒｙ
ｓｉｚｅ

Ｒａｄｉｕｓ／ｍ １．０ １．０
Ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ／ｍ ４×１０－３ ８×１０－３

Ｍａｔｅｒｉａｌ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｕｓ
／ＭＰａ ７．２×１０４ ５０

Ｐｏｉｓｓｏｎｒａｔｉｏ ０．３０ ０．４９
Ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ
／（ｋｇ／ｍ·ｓ－１）

— ０．２０

Ｄｅｎｓｉｔｙ
／（ｋｇ·ｍ－３）

２．７×１０３ １．３×１０３

表２、表３分别给出了固支和简支粘弹性夹层
圆板各阶自然频率及其对应固有振型的理论计算

结果，并与有限元（ＦＥＭ）结果进行了比较．表中 ｍ
为节径数，ｎ为节圆数．从表２和表３可见，理论解
与有限元结果比较接近，表明本文计算方法有效．

表２　边固支粘弹性夹层圆板自然频率（Ｈｚ）

Ｔａｂｌｅ２　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）ｏｆｆｉｘｅｄｓａｎｄｗｉｃｈ

ｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ

ｍ ｎ Ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ Ｍｏｄｅ

０ １ ３１．６２２ ３１．６０３

０ ２ １２３．１０８ １２２．８４１

０ ３ ２７５．８１１ ２７４．５９２

１ １ ６５．８０６ ６５．７２３

１ ２ １８８．２９９ １８７．６７３

１ ３ ３７１．７０４ ３６９．５８０

９３３
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表３　周边简支粘弹性夹层圆板自然频率

Ｔａｂｌｅ３　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）ｏｆｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ｓａｎｄｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ

ｍ ｎ Ｐｒｅｓｅｎｔ ＦＥＭ Ｍｏｄｅ

０ １ １５．２６６ １５．２７６

０ ２ ９１．９９９ ９１．９０１

０ ３ ２２９．５３４ ２２８．９１２

１ １ ４３．００５ ４２．９７４

１ ２ １５０．０５２ １４９．７６

１ ３ ３１８．１１６ ３１６．９１

４．２　夹心层比率对频率的影响
夹心层比率定义为夹心层厚度占夹层板总厚

度的比值．图２、图３分别给出了半径１．０ｍ、总厚
度０．０１２ｍ固支和简支粘弹性夹层圆板各阶频率
随夹心层比率的变化．算例中材料参数见表１．图中

图２　固支夹层板的夹心层比率对频率的影响

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｃｏｒｅｒａｔｉｏｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｏｆｆｉｘｅｄｓａｎｄｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ

图３　简支夹层板的夹心层比率对频率的影响

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｃｏｒｅｒａｔｉｏｏｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓａｎｄｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ

ｍ为节径数，ｎ为节圆数．从图２和图３可见，固支
和简支粘弹性夹层圆板各阶频率随夹心层比率的

变化趋势相同，均表现出随夹心层比率增大，先缓

慢增大，到峰值后减小的趋势；高阶时表现更为明

显．
４．３　夹心层比率对衰减系数的影响

图４、图 ５分别给出了半径 １．０ｍ、总厚度
００１２ｍ的粘弹性夹层板衰减系数随夹心层比率
的变化．算例中材料参数见表１．图中ｍ为节径数，
ｎ为节圆数．从图４和图５可见，衰减系数均表现

图４　固支夹心层比率对衰减系数的影响

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｃｏｒｅｒａｔｉｏｏｎｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｏｆｆｉｘｅｄｓａｎｄｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ

图５　简支夹心层比率对衰减系数的影响

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｃｏｒｅｒａｔｉｏｏｎｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓａｎｄｗｉｃｈｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅ

０４３
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出随夹心层比率增大，呈上升趋势；高阶时衰减系

数趋势表现更为明显．

５　结论

根据经典弹性薄板理论，建立了粘弹性夹层圆

板振动控制方程，采用分离变量法求得粘弹性夹层

圆板的自然频率解析表达式，计算了周边固支和简

支粘弹性夹层圆板的自然频率，与有限元结果进行

比较，验证了本文方法的有效性．这一理论结果对
以后研究粘弹性夹层圆板强迫振动的动力响应具

有重要意义，也可用于验证其它方法数值解的正确

性．同时，研究了粘弹性夹层圆板自然频率及衰减
系数随夹心层比率的关系．得到如下结论：夹心层
比率增大，结构频率先缓慢增大，到峰值后减小，高

阶时表现更为明显；夹心层比率增大，结构衰减系

数不断增大，高阶时表现更为明显．
本文推导出求解粘弹性夹层圆板自由振动理

论解的方法可以推广到求解弹性支承边界、固支与

简支混合边界等更多情况下的粘弹性夹层圆板自

然频率和振型．这时，只需更换为相应的边界条件．
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