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摘要　对作大范围运动功能梯度材料矩形薄板的刚柔耦合动力学问题进行了研究．以连续介质力学为基

础，在柔性薄板面内变形中考虑了传统建模方法忽略的二次耦合变形量，采用假设模态法对薄板变形位移

进行离散，运用拉格朗日方程推导了大范围运动功能梯度材料板的刚柔耦合动力学方程．对旋转运动下取

不同功能梯度指数的悬臂功能梯度板的动力学行为进行仿真，比较了本文建立的一次近似耦合模型和传统

不计耦合变形项的零次近似模型．结果表明，随着转速的提高，传统零次模型发散，而本文模型收敛，能够较

好地描述系统动力学行为．利用本文建立的一次近似模型，研究了功能梯度指数对转动功能梯度板变形的

影响，研究表明，随着功能梯度指数的增大，板的横向变形也增大．通过求解旋转 ＦＧＭ板在恒定转速下的固

有频率，进一步分析了功能梯度板材料组分变化对板振动特性的影响．

关键词　大范围运动，　功能梯度材料板，　功能梯度指数，　动力刚化，　固有频率

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０４２

引言

功能梯度材料（ＦｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙＧｒａｄｅｄＭａｔｅｒｉａｌｓ，
简称ＦＧＭ）是一种近期发展的新型功能材料，它一
般是由几种不同材料介质沿空间按不同组分复合

而成，形成材料功能的梯度分布，从而满足构件不

同部位对材料使用性能的不同要求．由该种材料制
成的功能梯度构件在空间上呈连续变化，不存在明

显的界面和性能突变，具有明显优于一般复合材料

的特性［１］．同复合材料结构一样，功能梯度构件在
航空航天工业中具有广泛的应用．目前，有关功能
梯度材料中的弹性力学分析大部分集中在静态和

准静态的研究，其结构的动态响应问题在理论研究

和实际应用中具有深远的意义．
自从Ｋａｎｅ［２］揭示了“动力刚化”现象以来，国

外很多学者研究了板的“动力刚化”问题［３－５］．在国
内，洪嘉振、刘锦阳［６］根据连续介质力学中关于柔

性薄板的变形理论，基于Ｊｏｕｒｄａｎ速度变分原理，对
板的动力学响应进行了仿真，并将有限元法和假设

模态法的计算结果进行了对比．这些工作主要集中
在考虑各向同性板的情况，考虑板在各向异性情况

下的“动力刚化”的研究工作还比较少．ＭａｒｉａＡｕ
ｇｕｓｔａＮｅｔｏ［７］建立了复合材料层合板的多体系统刚
柔耦合动力学方程，分析了其中柔性体变形与刚体

运动的耦合动力学问题．Ｙｏｏ［８］对转动下的复合悬
臂板的模态进行了分析．吴根勇、和兴锁［９］基于经

典层合板理论建立了大范围运动复合材料板的动

力学方程，考虑了传统建模方法忽略的二次耦合变

型量，仿真比较了层铺角度对作大范围运动复合材

料板变形影响．Ｍ．Ｔ．Ｐｉｏｖａｎ等［１０］研究了转动功能

梯度梁的动力学问题，考虑了梁的剪切变形和非线

性应变位移关系，计入科氏惯性效应和几何刚化效

应，推导了转动功能梯度梁的非线性动力学方程，

并比较了模型非线性化与线性化的差异．然而，对
作大范围转动功能梯度板的动力学问题的研究比

较少见．
本文研究作大范围转动悬臂功能梯度矩形薄

板的动力学问题，所研究的功能梯度矩形板的材料

密度和弹性模量沿厚度梯度变化，横观各向同性，

忽略温度场的影响．从连续介质力学理论出发，运
用拉格朗日方程建立在空间作任意运动的柔性功

能梯度薄板的刚柔耦合一次近似动力学模型．仿真
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了随功能梯度系数变化的功能梯度薄板作旋转运

动的动力学行为，比较了计及二次耦合变形量的一

次近似模型和不计二次耦合变形量的传统零次近

似模型在动力学性质上的差异．通过求解 ＦＧＭ板
在转动下的固有频率，进一步分析了功能梯度板组

分变化对板模态特性的影响．

１　动力学建模

１．１　运动学描述
考虑一ＦＧＭ矩形弹性薄板，假设ＦＧＭ板由陶

瓷和金属两种材料介质组成，板的弹性模量 Ｅ（ｚ）
和密度ρ（ｚ）沿板的厚度呈幂函数分布，表示为［１１］：

Ｅ（ｚ）＝（Ｅｃ－Ｅｍ）（
２ｚ＋ｈ
２ｈ）

Ｎ＋Ｅｍ

ρ（ｚ）＝（ρｃ－ρｍ）（
２ｚ＋ｈ
２ｈ）

Ｎ＋ρ{
ｍ

（１）

其中，Ｎ（Ｎ≥０）为功能梯度指数，ｈ为板厚度．下标
‘ｃ’、‘ｍ’分别代表陶瓷材料和金属材料，泊松比μｃ
＝μｍ＝μ．板的长度为ａ，宽度为ｂ．
在空间作大范围运动的ＦＧＭ矩形薄板如图１所

示．图中，ｅ０为惯性坐标系，ｅｂ为连体坐标系．ｅ０和ｅｂ

（ｉ＝１，２，３）分别为惯性基和连体基的单位向量，ｅｂ１和

ｅｂ２构成的坐标平面与未变形的板中面重合．

图１　作大范围运动ＦＧＭ矩形板

Ｆｉｇ．１　ＡＦＧＭｐｌａｔｅｕｎｄｅｒｇｏｉｎｇｌａｒｇｅｏｖｅｒａｌｌｍｏｔｉｏｎ

变形前板中面上任一点 Ｐ０变形后至 Ｐ点，变
形矢量为ｕ，ｕ在连体坐标系下的分量列阵为［ｕ１　

ｕ２　ｕ３］
Ｔ．Ｐ０点在面内沿ｘ、ｙ方向的变形位移ｕ１、

ｕ２可表示为

ｕ１ ＝ｗ１－
１
２∫

ｘ

０
（
ｕ３
ｘ
）２ｄｘ

ｕ２ ＝ｗ２－
１
２∫

ｙ

０
（
ｕ３
ｙ
）２ｄ{ ｙ

（２）

式中，ｗ１和ｗ２为板中面内的实际伸长量，第二项

－１２∫
ｘ

０
（
ｕ３
ｘ
）２ｄｘ和 －１２∫

ｙ

０
（
ｕ３
ｙ
）２ｄｙ为二次耦合变

形量，传统的混合坐标法基于结构动力学小变形假

设，忽略了二次耦合变形量．Ｐ点在惯性坐标系下
的速度矢量可表示为

Ｖｐ＝Ｖｏ＋ωＡ×（ρ０＋ｕ）＋Ｖ
ＰＡ （３）

式中，Ｖｏ、ωＡ为连体坐标系相对于惯性坐标系的速

度、角速度矢量，分量列阵分别为［ｖ１　ｖ２　ｖ３］
Ｔ和

［ω１　ω２　ω３］
Ｔ，ρ０为点 Ｐ０在连体坐标系中的位

置矢量，ＶＰＡ为Ｐ点相对连体坐标系的速度矢量．各
矢量在连体坐标系的分量形式为

Ｖｏ＝ｖ１ｅ
ｂ
１＋ｖ２ｅ

ｂ
２＋ｖ３ｅ

ｂ
３ （４）

ωＡ＝ω１ｅ
ｂ
１＋ω２ｅ

ｂ
２＋ω３ｅ

ｂ
３ （５）

ρ０＝ｘｅ
ｂ
１＋ｙｅ

ｂ
２ （６）

ｕ＝ｕ１ｅ
ｂ
１＋ｕ２ｅ

ｂ
２＋ｕ３ｅ

ｂ
３ （７）

ＶＰＡ＝ｕ１ｅ
ｂ
１＋ｕ２ｅ

ｂ
２＋ｕ３ｅ

ｂ
３ （８）

１．２　系统的动能和势能
ＦＧＭ板的动能为

Ｔ＝１２Ｖρ（ｚ）ＶＴＰＶＰｄＶ＝
１
２Ａρ１ｈＶＴＰＶＰｄＡ （９）

式中ρ１＝
ρｃ＋Ｎρｍ
Ｎ＋１．根据ＬｏｖｅＫｉｒｃｈｈｏｆｆ假设和Ｖｏｎ

Ｋａｒｍａｎ原理，薄板内任意一点应变位移关系为

ε１１＝
ｗ１
ｘ
－ｚ
２ｕ３
ｘ２

ε２２＝
ｗ２
ｙ
－ｚ
２ｕ３
ｙ２

γ１２≈
ｗ１
ｙ
＋
ｗ２
ｘ
－２ｚ
２ｕ３
ｘ















ｙ

（１０）

在平面应力假设下，应力为

σ１１＝
Ｅ（ｚ）
１－μ２

（ε１１＋με２２）

σ２２＝
Ｅ（ｚ）
１－μ２

（ε２２＋με１１）

τ１２≈
Ｅ（ｚ）
２（１＋μ）γ













１２

（１１）

ＦＧＭ板的变形势能为

Ｕ＝１２Ｖ
Ｅ（ｚ）
１－μ２

（ε２ｘ＋２μεｘεｙ＋ε
２
ｙ＋

　１－μ２ γ
２
ｘｙ）ｄＶ＝Ｕ１＋Ｕ２＋Ｕ３ （１２）

式中Ｕ１为板面内变形能，Ｕ２为面内与横向的耦合
变形能，Ｕ３为横向弯曲变形能．

０３３
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Ｕ１ ＝
１
２Ａ｛

Ｅ１
１－μ２

［（
ｗ１
ｘ
）２＋（

ｗ２
ｙ
）２＋

　２μ（
ｗ１
ｘ
）（
ｗ２
ｙ
）］＋

Ｅ１
２（１＋μ）

（
ｗ１
ｙ
＋
ｗ２
ｘ
）２｝ｄＡ

（１３）

其中Ｅ１＝
（Ｅｃ－Ｅｍ）ｈ
Ｎ＋１ ＋Ｅｍｈ；

Ｕ２ ＝
１
２
Ｅ２
１－μ２Ａ［－２（

ｗ１
ｘ
）（
２ｕ３
ｘ２
）－

　２μ（
ｗ１
ｘ
）（
２ｕ３
ｙ２
）－２μ（

ｗ２
ｙ
）（
２ｕ３
ｘ２
）－２（

ｗ２
ｙ
）（
２ｕ３
ｙ２
）－

　２（１－μ）（
ｗ１
ｙ
＋
ｗ２
ｘ
）（
ｕ３
ｘｙ
）］ｄＡ （１４）

其中Ｅ２＝
Ｎｈ２

２（Ｎ＋１）（Ｎ＋２）（Ｅｃ－Ｅｍ）；

Ｕ３ ＝
１
２
Ｅ３
１－μ２Ａ［（

２ｕ３
ｘ２
）２＋（

２ｕ３
ｙ２
）２＋

　２μ（
２ｕ３
ｘ２
）（
２ｕ３
ｙ２
）＋２（１－μ）（

２ｕ３
ｘｙ
）２］ｄＡ（１５）

其中Ｅ３＝（Ｅｃ－Ｅｍ）ｈ
３（

１
４（Ｎ＋１）－

１
（Ｎ＋２）（Ｎ＋３））＋

Ｅｍｈ
３

１２．

１．３　系统刚柔耦合动力学方程
采用假设模态法对ｗ１、ｗ２、ｕ３离散，得

ｗ１（ｘ，ｙ，ｔ）＝１（ｘ，ｙ）ｑ１（ｔ）

ｗ２（ｘ，ｙ，ｔ）＝２（ｘ，ｙ）ｑ２（ｔ）

ｕ３（ｘ，ｙ，ｔ）＝３（ｘ，ｙ）ｑ３（ｔ
{

）

（１６）

式中，ｉ（ｘ，ｙ）∈Ｒ
１×Ｎｉ（ｉ＝１，２，３）为功能梯度薄板

面内振动和横向振动的模态函数阵，ｑｉ（ｔ）∈Ｒ
Ｎｉ（ｉ

＝１，２，３）为面内振动和横向振动的模态坐标列阵，
Ｎｉ为对应的模态截断数．为方便起见，下述表达式
中略去自变量ｘ，ｙ，ｔ．

将式（１６）代入式（２），得变量ｕ１，ｕ２

ｕ１＝１ｑ１－
１
２ｑ

Ｔ
３Ｈ１（ｘ，ｙ）ｑ３

ｕ２＝２ｑ２－
１
２ｑ

Ｔ
３Ｈ２（ｘ，ｙ）ｑ{

３

（１７）

式中，Ｈ１（ｘ，ｙ）、Ｈ２（ｘ，ｙ）为耦合形函数，表示如下

Ｈ１（ｘ，ｙ）＝∫
ｘ

０
Ｔ３，ｘ３，ｘｄｘ

Ｈ２（ｘ，ｙ）＝∫
ｙ

０
Ｔ３，ｙ３，ｙｄ

{ ｙ
（１８）

下标中“，”表示对坐标求偏导数．
取广义坐标 ｑ＝［ｑＴ１　ｑ

Ｔ
２　ｑ

Ｔ
３］
Ｔ，将动能和势

能代入拉格朗日方程：

ｄ
ｄｔ（
Ｔ
ｑ
）－Ｔ
ｑ
＋Ｕ
ｑ
＝０ （１９）

得到ＦＧＭ板的刚柔耦合动力学方程为

　

Ｍ１１ ０ ０

０ Ｍ２２ ０

０ ０ Ｍ









３３

ｑ̈１
ｑ̈２
ｑ̈









３

＋

０ Ｇ１２ Ｇ１３
Ｇ２１ ０ Ｇ２３
Ｇ３１ Ｇ３２









０

ｑ１
ｑ２
ｑ









３

＋

　

Ｋ１１ Ｋ１２ Ｋ１３
Ｋ２１ Ｋ２２ Ｋ２３
Ｋ３１ Ｋ３２ Ｋ









３３

ｑ１
ｑ２
ｑ









３

＝

Ｑ１
Ｑ２
Ｑ









３

（２０）

式中各分块矩阵如下

Ｍ１１＝Ｗ１１，Ｍ２２＝Ｗ２２，Ｍ３３＝Ｗ３３ （２１）

Ｇ１２＝－Ｇ
Ｔ
２１＝－２ω３Ｗ１２ （２２）

Ｇ２３＝－Ｇ
Ｔ
３２＝－２ω１Ｗ２３ （２３）

Ｇ１３＝－Ｇ
Ｔ
３１＝２ω２Ｗ１３ （２４）

Ｋ１１＝Ｋｆ１１－（ω
２
２＋ω

２
３）Ｗ１１ （２５）

Ｋ１２＝Ｋｆ１２＋（ω１ω２－ω３）Ｗ１２ （２６）

Ｋ１３＝（ω１ω３＋ω２）Ｗ１３＋
１
２Ｋｆ１３ （２７）

Ｋ２１＝Ｋｆ２１＋（ω１ω２＋ω３）Ｗ２１ （２８）

Ｋ２２＝Ｋｆ２２－（ω
２
１＋ω

２
３）Ｗ２２ （２９）

Ｋ２３＝（ω２ω３－ω１）Ｗ２３＋
１
２Ｋｆ２３ （３０）

Ｋ３１＝（ω１ω３－ω２）Ｗ３１＋
１
２Ｋｆ３１ （３１）

Ｋ３２＝（ω２ω３＋ω１）Ｗ３２＋
１
２Ｋｆ３２ （３２）

Ｋ３３＝Ｋｆ３３－（ω
２
１＋ω

２
２）Ｗ３３＋（ω

２
２＋ω

２
３）Ｄ１１＋

　（ω２１＋ω
２
３）Ｄ２２－（ω１ω２＋ω３）Ｄ１２－

　（ω１ω２－ω３）Ｄ２１－ａ０１Ｃ１－ａ０２Ｃ２ （３３）

Ｑ１＝（ω
２
２＋ω

２
３）Ｓ

Ｔ
１１－（ω１ω２－ω３）Ｓ

Ｔ
２１－ａ０１Ｙ

Ｔ
１

（３４）
Ｑ２＝（ω

２
１＋ω

２
３）Ｓ

Ｔ
２２－（ω１ω２＋ω３）Ｓ

Ｔ
１２－ａ０２Ｙ

Ｔ
２

（３５）
Ｑ３＝－（ω１ω３－ω２）Ｓ

Ｔ
１３－（ω２ω３＋ω１）Ｓ

Ｔ
２３－

　ａ０３Ｙ
Ｔ
３ （３６）

式中，ａ０１、ａ０２、ａ０３为基点加速度在连体基下的分
量．各常数阵为

Ｗｉｊ＝Ａρ１ｈＴｉｊｄＡ（ｉ＝１，２，３，ｊ＝１，２，３）（３７）
Ｃｉ＝Ａρ１ｈ·ＨｉｄＡ（ｉ＝１，２） （３８）

Ｄ１ｉ＝Ａρ１ｈ·ｘ·ＨｉｄＡ（ｉ＝１，２） （３９）

１３３
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Ｄ２ｉ＝Ａρ１ｈ·ｙ·ＨｉｄＡ（ｉ＝１，２） （４０）

Ｓ１ｉ＝Ａρ１ｈ·ｘ·ｉｄＡ（ｉ＝１，２，３） （４１）

Ｓ２ｉ＝Ａρ１ｈ·ｙ·ｉｄＡ（ｉ＝１，２，３） （４２）

Ｙｉ＝Ａρ１ｈ·ｉｄＡ（ｉ＝１，２，３） （４３）

Ｋｆ１１ ＝Ａ
Ｅ１
１－μ２

（Ｔ１，ｘ１，ｘ＋
１－μ
２ 

Ｔ
１，ｙ１，ｙ）ｄＡ

（４４）

Ｋｆ１２＝Ｋ
Ｔ
ｆ２１＝Ａ

Ｅ１
１－μ２

（μＴ１，ｘ２，ｙ＋
１－μ
２

Ｔ
１，ｙ２，ｘ）ｄＡ

（４５）

Ｋｆ２２ ＝Ａ
Ｅ１
１－μ２

（Ｔ２，ｙ２，ｙ＋
１－μ
２ 

Ｔ
２，ｘ２，ｘ）ｄＡ

（４６）

Ｋｆ１３ ＝Ｋ
Ｔ
ｆ３１ ＝Ａ

Ｅ２
１－μ２

［－２Ｔ１，ｘ３，ｘｘ－

　２μＴ１，ｘ３，ｙｙ－２（１－μ）
Ｔ
１，ｙ３，ｘｙ）ｄＡ （４７）

Ｋｆ２３ ＝Ｋ
Ｔ
ｆ３２ ＝Ａ

Ｅ２
１－μ２

［－２μＴ２，ｙ３，ｘｘ－

　２Ｔ２，ｙ３，ｙｙ－２（１－μ）
Ｔ
２，ｘ３，ｘｙ）ｄＡ （４８）

Ｋｆ３３ ＝Ａ
Ｅ３
１－μ２

［Ｔ３，ｘｘ３，ｘｘ＋
Ｔ
３，ｙｙ３，ｙｙ＋

　２μＴ３，ｘｘ３，ｙｙ＋２（１－μ）
Ｔ
３，ｘｙ３，ｘｙ］ｄＡ （４９）

方程（２０）可以模拟大范围运动已知时的功能
梯度板的动力学问题．式（３３）中下划线项为考虑
二次耦合变形量带来的附加动力刚度项．传统的零
次建模方法忽略了这些耦合项，因此零次模型中的

这些项均为零．

２　数值仿真

２．１　功能梯度板“动力刚化”研究
本节仿真一作大范围旋转运动的悬臂ＦＧＭ矩

形薄板的动力学行为，如图 ２所示，中心刚体与
ＦＧＭ板的一端固连，ｅｏ１、ｅ

ｏ
２、ｅ

ｏ
３分别为惯性坐标系

Ｏｘｙｚ的单位向量，且分别与板的长、宽和厚度方向
平行．中心刚体以恒定角速度 ω绕 ｙ轴旋转，板的
材料参数 ａ＝１．８８２８ｍ，ｂ＝１．２１９２ｍ，ｈ＝０．０２
ｍ，Ｅｃ＝１５１ＧＰａ，Ｅｍ＝７０ＧＰａ，ρｃ＝３０００ｋｇ／ｍ

３，ρｍ
＝２７０７ｋｇ／ｍ３；泊松比取０．３，中心刚体半径Ｒ取０．

ω１＝ω３＝０，ω２＝ω，ω１＝ω３＝０，ω２＝ω．给定的角
速度规律为

图２　作旋转运动的悬臂功能梯度薄板

Ｆｉｇ．２　ＡｒｏｔａｔｉｎｇｃａｎｔｉｌｅｖｅｒＦＧＭｔｈｉｎｐｌａｔｅ

ω＝
Ω
Ｔｔ－

Ω
２π
ｓｉｎ（２πＴｔ）， ０≤ｔ≤Ｔ

Ω，
{

ｔ＞Ｔ
（５０）

式中，Ｔ＝３０ｓ．
只考虑 ＦＧＭ板沿厚度方向上的横向振动，系

统的动力学方程简化为

Ｍ３３ｑ̈３＋Ｍ３３ｑ３＝Ｑ３ （５１）
式中

Ｋ３３＝Ｋｆ３３－ω
２Ｗ３３＋ω

２Ｄ１１ （５２）

Ｑ３＝ω２Ｓ
Ｔ
１３ （５３）

采用模态试函数方法，板的第 ｍｎ阶模态试函
数Ｚｍｎ（ｘ，ｙ）可以分解为 ｘ方向悬臂梁和 ｙ方向自
由梁的模态函数Ｘｍ（ｘ）和Ｙｎ（ｙ）的乘积，即矩形薄
板的横向振动模态函数为

３ｉ＝Ｚｍｎ（ｘ，ｙ）＝Ｘｍ（ｘ）Ｙｎ（ｙ） （５４）
其中ｘ方向悬臂梁作横向弯曲振动模态函数

Ｘｍ（ｘ）＝（ｃｏｓβｍｘ－ｃｈβｍｘ）－
ｃｏｓβｉｌ＋ｃｈβｉｌ
ｓｉｎβｉｌ＋ｓｈβｉｌ

　（ｓｉｎβｍｘ－ｓｈβｍｘ），ｍ＝１，２，３，… （５５）

Ｙ方向自由梁作横向弯曲振动模态函数为［１２］

Ｙｎ（ｙ）＝

１ ｎ＝１

槡３（１－
２ｙ
ｌ） ｎ＝２

ｓｉｎ（βｎｙ）＋ｓｉｎｈ（βｎｙ）＋
ｃｏｓ（βｎｌ）－ｃｏｓｈ（βｎｌ）
ｓｉｎ（βｎｌ）＋ｓｉｎｈ（βｎｌ）

［ｃｏｓ（βｎｙ）＋ｃｏｓｈβｎｙ）］　 ｎ≥















３

（５６）
式中，βｍ为方程 ｃｏｓ（βｍｌ）ｃｏｓｈ（βｍｌ）＝－１的第 ｍ
个根，βｎ为方程 ｃｏｓ（βｍｌ）ｃｏｓｈ（βｍｌ）＝１的第 ｎ－２
个根，３ｉ为３的第ｉ阶分量．

图３、４分别给出了板功能梯度系数 Ｎ取１和
２，Ω＝３Ｈｚ以及Ω＝１０Ｈｚ时利用零次近似模型和
一次近似模型计算得到的外侧角点 Ｍ的横向变
形．从图中可以看出，在 Ω＝３Ｈｚ时，两种近似模

２３３
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型的结果差异很小，比较图３（ａ）、图４（ａ），零次近
似模型计算得到的角点最大变形均比本文一次近

似模型得到的结果偏大；随着功能梯度系数的增

图３　Ｎ＝１时板外侧角点的横向变形

Ｆｉｇ．３　 Ｌａｔｅｒａｌｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｌａｔｅ′ｓｃｏｒｎｅｒ

ｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆＮ＝１

图４　Ｎ＝２时板外侧角点的横向变形

Ｆｉｇ．４　Ｌａｔｅｒａｌｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｌａｔｅ′ｓｃｏｒｎｅｒ

ｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆＮ＝２

大，零次近似模型结果与本文一次近似模型的结果

差异也呈增大趋势．当Ω＝１０Ｈｚ时，从图３（ｂ）、图
４（ｂ）中可以看到，两种模型的计算结果出现了明
显的差异，零次模型的结果均发散，本文一次近似

模型的结果均收敛，差异来源于附加刚度项．
图５分别给出了 Ω＝３Ｈｚ和 Ω＝１０Ｈｚ时功

能梯度板的功能梯度系数变化下板外侧角点在 ｚ
方向的变形．从图５（ａ）和图５（ｂ）中可以看出，当
Ｎ＝０时，功能梯度板退化为均质板，板的最大变形
最小，随着 Ｎ的增大，板的最大变形也增大，说明
功能梯度系数是改变功能梯度板柔性特性的重要

原因，功能梯度系数越大板的柔性也越大．

图５　不同功能梯度系数下外侧角点的横向变形比较

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐｌａｔｅ′ｓｃｏｒｎｅｒｌａｔｅｒａｌｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｉｎｄｅｘ

２．２　旋转功能梯度板的横向弯曲固有频率分析
本节对作匀速旋转运动的悬臂功能梯度薄板的

横向弯曲固有频率进行研究，忽略面内变形对横向

弯曲的影响，系统的横向弯曲振动方程可以写为：

Ｍ３３̈ｚ３＋［Ｋｆ３３－ω
２Ｗ３３＋ω

２Ｄ１１］ｚ＝０ （５７）

求解方程（５７），令
ｚ＝ｅｊｐζＺ （５８）

其中，ｊ为虚数，ｐ为固有频率，Ｚ为常数列阵．将式
（５８）代入式（５７）得到特征方程

［Ｋｆ３３－ω
２Ｗ３３＋ω

２Ｄ１１］Ｚ＝ｐ
２［Ｍ３３］Ｚ （５９）

３３３



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１３年第１１卷

由于下划线部分Ｄ１１为动力刚化项，式（５７）仍
为一次刚柔耦合模型，去掉动力刚化项，式（５７）则
退化为零次模型．图６为分别采用零次模型和一次
模型计算所得的 ＦＧＭ板（Ｎ＝０）横向一阶固有频
率随转动角速度增加的变化对比图．从图中可以看
出，当转速较低时，零次模型与一次模型计算的一

阶固有频率差别不大，但随着转速增加，零次模型

计算结果越来越小，不符合实际情况；相反，一次模

型计算结果随转速的提高呈稳定增长趋势，能很好

地体现系统的动力刚化效应．

图６　一次模型与零次模型一阶固有频率比较

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｂｅｔｗｅｅｎ

ｆｉｒｓｔａｎｄｚｅｒｏｔｈｏｒｄｅｒｍｏｄｅｌｓ

图７　ω＝５０ｒａｄ／ｓ时ＦＧＭ板各阶固有频率

随Ｎ的变化情况

Ｆｉｇ．７　ＶａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｖｅｒｓｕｓＮ（ω＝５０ｒａｄ／ｓ）

图７给出了转动角速度为５０ｒａｄ／ｓ时 ＦＧＭ板
前八阶固有频率随功能梯度指数变化的情况，从图

中可以看出，ＦＧＭ板的各阶固有频率均与 Ｎ成反
比．图８为不同功能梯度指数的 ＦＧＭ板的一阶固
有频率随转速的变化情况，从图中可以看出，功能

梯度指数能显著改变 ＦＧＭ板的一阶固有频率，随
着Ｎ的增大，不同转速下的一阶固有频率都呈递
减趋势．

图８　不同功能梯度系数的ＦＧＭ板的一阶固有频率

随角速度变化情况

Ｆｉｇ．８　ＦｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆＦＧＭｐｌａｔｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

Ｎｃｈａｎｇｉｎｇａｌｏｎｇｗｉｔｈａｎｇｕｌａｒｓｐｅｅｄ

３　结论

１）建立了作大范围旋转运动的 ＦＧＭ板的刚
柔耦合动力学一次模型，数值仿真结果证明在低速

转动时，柔性薄板变形位移的耦合变形量对系统的

动力学性能影响较小，然而在高速转动情况下，耦

合项使得系统的刚度增大，产生动力刚化效应．一
次模型不仅适应于低速的大范围转动，而且适用于

高速的情况．
２）在本文中既定的功能梯度材料参数的分布

规律情况下，随着功能梯度指数的增大，功能梯度

板的横向变形要比各项同性板的大，在材料设计

中，应适当考虑Ｎ的取值范围，以利于控制柔性板
的变形．
３）功能梯度指数能显著影响旋转 ＦＧＭ板的

横向弯曲固有频率，Ｎ越大，各阶固有频率越小，且
均与转速成正比．
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