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轴向运动粘弹性夹层梁的横向振动
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摘要　研究了小扰度下轴向匀速运动粘弹性夹层梁的振动模态和固有频率．基于 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性本构方程，

建立了轴向运动粘弹性夹层梁横向振动控制方程．分别采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断和复模态分析方法，研究两端简支

的粘弹性夹层梁的固有频率和模态函数，讨论了轴向运动速度、夹心层与约束层厚度比、初始轴力等参数对

夹层梁固有频率、临界速度及稳定性的影响．
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引 言

粘弹性夹层材料广泛应用于列车车厢、汽车和

航天器展开附件、风力机叶片、飞机蒙皮、高速飞行

导弹、潜艇等的减振降噪．Ｍｏｔｅ［１－３］和 Ｃｈｅｎ［４－５］等
人的研究表明，物质的轴向运动将诱发产生横向振

动，振动强度与运动速度、初始轴力等密切相关，并

且运动速度达到或超过某临界值时，将导致运动失

稳，因此对轴向运动粘弹性夹层梁的研究具有非常

大的工程应用价值．
轴向运动的材料的稳定性问题受到众多学者

的关注．Ｍｏｔｅ［１－３］引领了最早的关于轴向运动的研
究，Ｃｈｅｎ和Ｙａｎｇ［４］利用多重尺度法研究了轴向运
动粘弹性梁的稳定性，Ｙａｎｇ和 Ｃｈｅｎ［５］利用多重尺
度法研究了两种非线性情况下轴向运动粘弹性梁

的强迫振动，Ａｍｅｓ［６］研究了平面周期激励下移动
螺纹线的运动，他指出此运动是非线性的，而且由

于临界速度的影响，运动会出现大的跳跃，Ｔｈｕｒｍａｎ
和Ｍｏｔｅ［７］利用摄动法研究了线性和非线性基本周
期的偏差和速度之间关系，Ｔａｂａｒｒｏｋ［８］研究的梁的
长度随时间变化，他得到了四个偏微分方程，Ｗｉｃｋ
ｅｒｔ和Ｍｏｔｅ［９］利用对称和反对称微分算子来勾画运
动方程，然后利用Ｇｒｅｅｎ函数法得到了临界运动速
度，Ｗｉｃｋｅｒｔ［１０］分析了亚临界和超临界速度下非线
性轴向运动梁，Ｓｔｙｌｉａｎｏｕ和Ｔａｂａｒｒｏｋ［１１］利用有限元

分析得到了数值解，然后研究了集中质量和轴向运

动频率对横向振动的影响，Ｏｚ［１２］研究了弦线和梁
之间的过渡行为，利用扰动分析，构建了变速梁的

一个解，Ｏｚ和Ｐａｋｄｅｍｉｒｌｉ［１３］利用多尺度法研究运动
方程，得到了轴向加速弹性预紧梁的稳态响应，最

后详细研究了主参数共振问题．
可见，轴向运动（粘弹性）梁的研究受到很大

关注，但对轴向运行粘弹性夹层结构振动特性（固

有频率，损耗因子等）及稳定性影响的研究较少，为

此本文将通过建立轴向运动粘弹性夹层梁的横向

振动方程，分别采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断和复模态分析方
法，研究横向振动特性，讨论其夹心层比率和轴向

运动速度对其横向振动特性的影响．

１　控制方程

对于轴向运动夹层梁，本文采用下列基本假设：

（１）不考虑转动惯量和剪切变形影响；
（２）只考虑横向位移；
（３）横截面变形满足平面假设；
（４）层和层之间没有滑移；
（５）层和层之间的横向位移一致．
图１为以速度Ｖｅ沿ｘ轴运动的两边简支的粘

弹性夹层梁，长度为ａ，宽度为ｂ，厚度为Ｈ，初始轴
力为Ｐ０．上下约束层为弹性材料，其厚度为 ｈｓ／２，
弹性模量为 Ｅｓ，密度为 ρｓ，夹心层为 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性
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材料，其厚度为ｈｃ，弹性模量为 Ｅｃ，密度为 ρｃ，粘弹
性阻尼系数为η．

图１　轴向运动粘弹性夹层梁

Ｆｉｇ．１　Ａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓａｎｄｗｉｃｈｂｅａｍ

由参考文献［１４］，可知大变形下轴向匀速运
动粘弹性夹层梁横向振动方程的无量纲形式为
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若考虑小变形，则无量纲控制方程为
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不考虑夹层的粘弹性，其控制方程为
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其简支边界条件为

ｗ（０，ｔ）＝ｗ（１，ｔ）＝０，ｗ，ｘｘ（０，ｔ）＝ｗ，ｘｘ（１，ｔ）＝０

（４）
简化的方程（３）可利用复模态分析法精确求解，但
是对于方程（２）复模态法失效，此时可采用 Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ方法近似求解．

２　轴向运动粘弹性夹层梁振动特性

２．１　Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断法
对方程（２）使用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断法求解，设方程

（２）解的形式为
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其中ｎ（ｘ）是满足边界条件的试函数，通常取
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将方程（５）带入方程（２），得系统的残差为
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由Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得
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取Ｎ＝１，得系统的一阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断
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取Ｎ＝２，得系统的二阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断
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设方程（９）和（１１）解的形式｛Ｔ｝＝｛ｃ｝ｅλｔ，将其代
入方程（９）和（１１），得系统的特征方程为

｜λ２［Ｍ］＋λ［Ｃ］＋［Ｋ］｜＝０ （１３）
求解特征方程得轴向运动粘弹性夹层梁的失稳形

式及相应临界速度．
２．２　复模态分析法

设方程（３）的解的形式为［１４］

ｕ＝Ａｎ（Ｔ１）ｅ
ｉωｎＴ０Ｙｎ（ｘ）＋ｃｃ （１４）

５１３
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其中ωｎ为无量纲的圆频率，Ｙｎ（ｘ）为模态函数，Ａｎ
（Ｔ１）为振幅，ｃｃ表示前面函数的共轭．

把方程（１４）带入方程（３）有
ｋ２ｆＹ

（４）
ｎ （ｘ）＋（ｖ

２
０－１）Ｙ

＂
ｎ（ｘ）＋２ｉｖ０ωｎＹ′ｎ（ｘ）－

　ω２ｎＹｎ（ｘ）＝０ （１５）
设
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ｉβ２ｎｘ＋

　Ｃ３ｎｅ
ｉβ３ｎｘ＋Ｃ４ｎｅ

ｉβ４ｎｘ） （１６）
则方程（３）的特征函数为

ｋ２ｆ（βｊｎ）
４＋（１－ｖ２０）（βｊｎ）

２－２ｖ０ωｎβｊｎ－ω
２
ｎ＝０

（１７）
由边界条件（４）可得到模态函数Ｙｎ（ｘ）满足

Ｙｎ（０）＝Ｙｎ（１）＝０，Ｙ
＂
ｎ（０）＝Ｙ

＂
ｎ（１）＝０ （１８）

由方程（１６）以及上面的边界条件，可以得到系数
Ｃｊｎ满足
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（１９）
上述方程组有非零解的条件为系数行列式为零，从

而得到系统的频率方程［１４］
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２
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且可求出系数Ｃｊｎ（ｊ＝２，３，４）．对于给定的参数，由
方程（１７）以及频率方程（２０）可以数值求解 ωｎ（ｎ
＝１，２，…）和βｊｎ（ｊ＝１，２，３，４；ｎ＝１，２，…）．

轴向匀速运动的梁横向振动的模态函数为［１４］

Ｙｎ（ｘ）＝Ｃ１ｎ（ｅ
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２
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２
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２
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２
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２
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随着轴向运动速度的增加，梁的各阶固有频率

一一消失，使得固有频率消失的那个速度点，我们

称之为临界速度．对于两端简支的轴向运动梁，其

临界速度为［１５］

ｖｃｒ＝ ｋ
２
ｆ（ｎπ）

２＋槡 １ （２２）

３　数值计算及结果

本文粘弹性夹层梁的几何尺寸及材料参数如

表１、２：
表１　粘弹性夹层梁的几何尺寸

Ｔａｂｌｅ１　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｓｉｚｅｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓａｎｄｗｉｃｈｂｅａｍ

ａ／ｍ ｂ／ｍ Ｈ／ｍ ｈｃ／ｍ
２ ０．０５ ０．１ ０．０８

表２　粘弹性夹层梁的材料参数

Ｔａｂｌｅ２　Ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓａｎｄｗｉｃｈｂｅａｍ

ρ／（ｋｇ·ｍ－３） Ｅ／Ｐａ η
Ｓｕｒｆａｃｅｌａｙｅ（ａｌｕｍｉｎｕｍ） ２７００ ７．２×１０１０ ……

Ｃｏｒｅｌａｙｅｒ（ｒｕｂｂｅｒ） １３００ １×１０７ ０．１

初始轴力：Ｐ０＝５００（Ｎ），轴向运动速度：Ｖｅ＝２０
（ｍ／ｓ）．
３．１　粘弹性项对固有频率的影响

图２给出了夹心层厚度为０．０８ｍ时 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法下粘弹性系数对系统固有频率的影响．由图２
可以看出，粘弹性系数对系统的固有频率没有影

响．为此以下均是利用两种方法求解方程（３）．

图２　粘弹性项对固有频率的影响

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

３．２　轴向运动速度对固有频率的影响
图３给出夹心层厚度为０．０８ｍ时系统固有频

率随轴向运动速度的变化情况．由图３可看出在未
达到临界速度之前，一阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断与二阶
Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断以及复模态分析计算结果随轴向运
动速度变化趋势一致，都随轴向运动速度的增加，

固有频率减小．但一阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断不适合描述轴
向运动速度超过临界速度的情形．当轴向运动速度
达到２１４ｍ／ｓ时，粘弹性夹层梁运动失稳；当轴向运
动速度进一步达到４２８ｍ／ｓ时，一阶模态趋于稳定；
当速度继续增加，一阶模态和二阶模态发生耦合，
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产生耦合模态颤振．

图３　轴向运动速度对固有频率的影响

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆａｘｉａｌｔｅｎｓｉｏｎｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

３．３　夹心层的厚度对固有频率的影响
图４给出了三种方法求出的系统固有频率随

夹心层厚度的变化情况．由图４可以看出，随夹心
层厚度的增加，固有频率减小．

图４　夹心层的厚度对固有频率的影响

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｃｏｒｅｌａｙｅｒｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

３．４　初始轴力对固有频率的影响
图５给出了夹心层厚度为０．０８ｍ时三种方法

求出的系统固有频率随初始轴力的变化情况．由图
５可以看出随初始轴力的增加，固有频率减小，一
阶模态和二阶模态发生耦合颤振的速度减小．

３．５　夹心层的厚度对临界速度的影响
图６给出了 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断法以及复模态分析

法求出的系统的临界速度随夹心层的厚度变化情

况．由图６可以看出随夹心层厚度的增加，系统的
临界速度先增大后减小，说明系统发生失稳的速度

先滞后后提前．

图５　初始轴力对固有频率的影响

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆａｘｉａｌｔｅｎｓｉｏｎｏｎｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图６　夹心层的厚度对临界速度的影响

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｃｏｒｅｌａｙｅｒｏｎｃｒｉｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ

３．６　初始轴力对临界速度的影响

图７　初始轴力对临界速度的影响

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆａｘｉａｌｔｅｎｓｉｏｎｏｎｃｒｉｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ
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图７给出了夹心层厚度为０．０８ｍ时 Ｇａｌｅｒｋｉｎ

截断法以及复模态分析法求出的系统的临界速度

随初始轴力的变化情况．由图７可以看出随初始轴

力的增加，系统的临界速度增加，说明系统发生失

稳的速度将提前．

３．７　模态函数

图８给出了夹心层厚度为０．０８ｍ时三种方法

所对应的模态函数．

图８　模态函数

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

４　结论

本文通过研究小挠度下轴向匀速运动粘弹性

夹层梁的横向振动，得到如下结论：

（１）粘弹性项对系统的固有频率和稳定性影

响不大；

（２）在未超过临界速度前，无论一阶、二阶

Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断还是复模态分析，在定性描述系统特

征上三者相同，但一阶截断不适合描述轴向运动速

度超过临界速度的情形；

（３）当轴向运动速度小于一阶临界速度时，固

有频率随轴向运动速度的增加而减小；随夹心层厚

度的增加而减小；随轴力的增加而逐渐减小；

（４）当速度大于二阶临界速度小于发生耦合

模态颤振的速度时，一阶固有频率随轴向运动速度

的增加而增加；

（５）临界速度随着夹心层厚度的增加先增加

后减小，随轴力的增加而增加．
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