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摘要　微重力下，柱形贮箱内液体晃动的速度势模态和表面位移模态难以解析表达，为揭示液刚耦合运动

的非线性特性，不失一般性地用常重力下液体晃动的速度势模态和表面位移模态近似表示微重力下液体晃

动的速度势模态和表面位移模态．用泰勒级数展开法分析了微重力下柱形贮箱内的液体晃动，运用Ｌａｇｒａｎｇｅ

方法导出了微重力下贮箱内液体与结构耦合系统的无量纲动力学方程组，并用Ｍａｔｌａｂ软件对该方程组进行

数值计算，发现当系统稳定时，面内、外模态分别具有同类的稳态动力学行为，包括静止、周期运动、准周期

运动和混沌运动；在不同的外激励参数下，面内、外模态的稳态动力学行为发生变化．
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引言

从ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程出发，对液体晃动进行时
域的数值仿真，通常称为 ＣＦＤ（计算流体动力学）
方法，但这种方法需要大量的计算并且具有跨学科

的特点，采用计算流体动力学方法研究晃动液体和

刚体耦合系统动力学方面的研究成果也很少．很多
文献［１－１１］在对充液航天器建模时，常假设液体晃

动幅度远小于容器的特征尺寸，将液体晃动动力学

行为线性化．对于液体非线性晃动，和线性晃动一
样，对液体作不可压缩、无黏、无旋的势流假设，由

于自由液面上的运动学和动力学边界条件下不能

再作线性化处理，同时液体晃动的各阶频率不再是

常数，阻尼也是非线性的，各阶晃动会产生内共振，

无法解耦处理，也无法利用线性叠加原理．通常的
处理方法是将未知的自由液面波高和液体速度势

分别展成液体晃动模态坐标的级数形式，利用泛函

变分导出速度势函数广义坐标与波高函数广义坐

标之间的关系，运用Ｌａｇｒａｎｇｅ方程或Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程
建立起波高函数广义坐标的动力学方程，再采用多

尺度方法或Ｊ．Ｗ．Ｍｉｌｅ［１２］提出的平均Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
法进行分析求解．Ｐｅｔｅｒｓｏｎ等［１３－１４］指出，液体航天
器耦合系统在外界激励幅值较大时本质上是一个

非线性耦合动力学系统，液体航天器的动力学行
为不能通过将未耦合的液体非线性晃动叠加到航

天器的线性振动上来描述，如果试图这样做，就会

导致液体－航天器耦合动力学特性错误的分析结
果，他们把航天器模型化为一个弹簧－阻尼－质量
系统，对受水平激励和竖直激励贮箱中液体考虑了

前五阶晃动模态，研究揭示了十分复杂的动力学现

象，如丰富的次生晃动模态、密集的内共振运动等．
苟兴宇［１５］对邦德数远大于１的情况下考虑窄长方
形贮箱中液体强迫晃动，给出了激励中含有恒定分

量时的几种液面波高修正方法，并对它们作了对

比．尹立中［１６］对贮箱内液体带有自由液面的充液

耦合系统动力学的研究方法进行简要介绍，概要地

综述了这些问题的研究进展．王照林等［１７］分析了

失重状态下球腔内液体的静液面形状，构造特征函

数计算得到了液体晃动参数．ＨＥＹｕａｎｊｕｎ［１８］用变
分原理建立了微重力环境下液体晃动的压力体积

分形式的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数；并将速度势函数在自由液
面处作波高函数的级数展开，从而导出自由液面运

动学和动力学边界条件非线性方程组，并用多尺度

法对其进行了解析研究，分析了系统的幅频响应特

性随Ｂｏｎｄ数的变化规律、跳跃和滞后等非线性晃
动现象．Ｆａｌｔｉｎｓｅｎ［１９－２３］等提出多维模态方法，用来
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分析矩形贮箱中的液体非线性晃动问题，它们的研

究成果接连发表在流体力学的顶级杂志 ＪＦＭ上，
理论分析与实验观测结果取得了一致，是一种用来

分析液体非线性晃动的有效的模态解析方法．其基
本思想是根据问题的具体情况选取主导模态和与

其关系密切的次生模态，然后采用 ＮａｒｉｍａｎｏｖＭｏｉ
ｓｅｅｖ三阶渐进假设，完成无穷维模态系统的降阶．
对于实验中出现的液体飞溅现象所导致的能量耗

散，它们通过假设飞溅液体的动能和势能消失来加

以考虑．余延生［２４］将多维模态方法应用于圆柱贮

箱液体非线性晃动问题的研究中，选取了两阶主导

模态和三阶次生模态，推导出了描述圆柱贮箱液体

自由晃动的五阶渐进模态系统，最后通过数值仿真

揭示了一些典型的非线性现象．Ａｂｒａｍｓｏｎ［２５］等对
推进剂晃动的早期研究进行了全面、系统综述，并

附录了大量的参考文献．岳宝增［２６］阐述了储液罐

动力学与控制的工程应用背景，从储液罐类液体晃

动动力学、液体晃动等效力学模型和储液罐多体系

统动力学与控制等三个方面回顾了储液罐动力学

与控制的研究进展，并附录了大量的参考文献．
本文研究航天器的水平二维平动和液体晃动

的液刚耦合动力学．因为不考虑接触角迟滞时，晃
动液体微重力时弯曲的静液面和常重力时水平的

静液面的特征模态没有显著的区别［２７］，本文的微

重力下的液体晃动模态取前常重力时的前五个模

态．通过推导系统总的拉格朗日函数，由拉格朗日
方程得到系统的动力学方程组．然后对无量纲的动
力学方程组进行数值计算，发现结构的 ｘ方向位
移、波高面内主次模态及轴对称二阶模态（本文将

此四者简称为面内模态）表现出同类的稳态动力学

行为；结构的ｙ方向位移、波高面外主次模态（本文
将此三者简称为面外模态）表现出同类的稳态动力

学行为，面内、外模态在一定幅值不同频率或一定

频率不同幅值的外激励下随外激励频率或幅值变

化具有不同类型的稳态动力学行为，包括静止、周

期运动、准周期运动和混沌运动．

１　充液系统的液刚耦合动力学模型

带柱形贮箱的充液航天器液刚耦合动力学系
统模型如图１所示，假设航天器和晃动液体的耦合
作用等效成航天器运动时受到弹簧质量系统的约
束，航天器在ｘ方向外激励作用下作ｘ和ｙ方向二

维平动．假设液体无粘、无旋、不可压．

图１　液刚耦合动力学模型固支

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｍｏｄｅｌｏｆｆｌｕｉｄｒｉｇｉｄｃｏｕｐｌｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｓＣｌａｍｐｅｄ

常重力下，静液面水平，液体速度势可表示为：

（ｒ，θ，ｚ，ｔ）＝

　∑
Ｎ

ｉ＝１

ｃｏｓｈ（ｋｉ（ｚ＋ｈ））
ｃｏｓｈ（ｋｉｈ）

ψｉ（ｒ，θ）ｉ（ｔ） （１）

其中ψｉ（ｒ，θ）的表达式见附件Ａ．
在不考虑接触角迟滞的情况下，液体表面位移

模态形状也可表示为：

ξｉ＝ＡｍｎＪｍ（ｋｍｎｒ）
ｃｏｓ（ｍθ）
ｓｉｎ（ｍθ{ ）

（２）

微重力下的特征模态形状可以用（１）、（２）近
似．晃动液体的动能为：

ＴＦ ＝
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（３）
Ｒ用势函数表示为Ｒ＝（ｘｘ＋ｙｙ），对式（３）的第
三项应用格林第一定理，将式（３）的第二项表示成
液体晃动模态坐标的泰勒级数展开的形式［１３］，略

去四阶以上的高阶项，晃动液体的动能可以写成：
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具体推导这里略去，ａ（０）ｍｎ，ａ
（１）
ｍｎｒ，ａ

（２）
ｍｎｒｓ的具体表达

式是文献［１３］中的ａ（０）ｍｎ，ａ
（１）
ｍｎｒ，ａ

（２）
ｍｎｒｓ与ＳＢ之积．

贮箱内晃动液体的势能由重力势能ＵＧ和表面
张力势能Ｕσ组成，其中表面张力势能 Ｕσ也写成

晃动模态坐标的泰勒级数展开的形式［１３］，如下所

示：
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（４）
１２１２的表达式见文献
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晃动液体和航天器总的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为：
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由拉格朗日方程得系统的非线性动力学方程
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１２５）ｑ１ｑ５＋σ（４Ｓ

（４）
２２１１＋８Ｓ

（４）
２１２１）ｑ

２
１ｑ２＋

　４σＳ（４）２２２２）ｑ
３
２＝０

ρａ（０）３３ ｑ̈３＋ｃｑ３ｑ３＋（ρｇＳＢ＋２σＳ
（２）
３３）ｑ３＋ρａ

（１）
３１１ｑ̈１ｑ１＋

　ρ（ａ（１）３１１－
１
２ａ

（１）
１１３ｑ

２
１＋ρａ

（１）
３２２̈ｑ２ｑ２＋ρ（ａ

（１）
３２２－

１
２ａ

（１）
２２３ｑ

２
２＋

　σ（２Ｓ（３）１１３＋Ｓ
（３）
３１１）ｑ

２
１＋σ（２Ｓ

（３）
２２３＋Ｓ

（３）
３２２）ｑ

２
２＝０

ρａ（０）４４ ｑ̈４＋ｃｑ４ｑ４＋（ρｇＳＢ＋２σＳ
（２）
４４）ｑ４＋

　ρａ（１）４１１ｑ̈１ｑ１＋ρ（ａ
（１）
４１１－

１
２ａ

（１）
１１４ｑ

２
１＋ρａ

（１）
４２２ｑ̈２ｑ２＋

　ρ（ａ（１）４２２－
１
２ａ

（１）
２２４ｑ

２
２＋σ（２Ｓ

（３）
１１４＋Ｓ

（３）
４１１）ｑ

２
１＋

　σ（２Ｓ（３）２２４＋Ｓ
（３）
４２２）ｑ

２
２＝０

ρａ（０）５５ ｑ̈５＋ｃｑ５ｑ５＋（ρｇＳＢ＋２σＳ
（２）
５５）ｑ５＋

　ρａ（１）５１２ｑ̈１ｑ２＋ρａ
（１）
５２１ｑ１ｑ̈２＋ρ（ａ

（１）
５２１＋ａ

（１）
５１２－

　ａ（１）１２５）ｑ１ｑ２＋σ（４Ｓ
（３）
１２５＋２Ｓ

（３）
５２１）ｑ１ｑ２＝０ （８）

其中，Ｆｎｃｘ＝－ｃｘｘ＋Ｆｅｘ，Ｆｎｃｙ＝－ｃｙｙ，Ｆｎｃｑｉ＝－ｃｑｉｑｉ
是系统各自由度的非保守外力，ｃｘ，ｃｙ，ｃｑｉ是各自由
度的阻尼系数，Ｆｅｘ是外激励．

将方程组中的 ｘ，ｘ，ｘ̈，ｑｎ，ｑｎ，̈ｑｎ用 ｄｘ，ωｄｘ，

ω２ｄ̈ｘ，ｄｑｎ，ωｄｑｎ，ω
２ｄ̈ｑｎ代替（这里设ｋｘ＝ｋｙ＝ｋ，ω＝

槡ｋ／ｍ是航天器结构模态的自然频率，ｄ是贮箱内
的液高），得到系统的无量纲的非线性动力学方程

组：

（１＋μ）̈ｘ＋μｘｑ１ｑ̈１＋２ζｘｘ＋ｘ＝Ξｅｘ
（１＋μ）̈ｙ＋μｘｑ２ｑ̈２＋２ζｙｙ＋ｙ＝０

λｘｑ１
μ
μｘｑ１
ｘ̈＋ｑ̈１＋２ζｑ１ｖｑ１＋ｖ

２ｑ１＋

　α１１３̈ｑ１ｑ３＋α３１１̈ｑ３ｑ１＋α１１４̈ｑ１ｑ４＋α４１１̈ｑ４ｑ１＋
　α１２５ｑ̈２ｑ５＋α５１２ｑ̈５ｑ２＋α１１３ｑ１ｑ３＋α１１４ｑ１ｑ４＋
　（α１２５＋α５１２－α５２１）ｑ２ｑ５＋（α２１１２＋α２１１２
　－α２２１１）̈ｑ２ｑ１ｑ２＋２α２２１１ｑ１ｑ２ｑ２＋（α２１２１＋α２１１２－

　α２２１１）ｑ１ｑ
２
２＋α２２１１̈ｑ１ｑ

２
２＋α１１１１̈ｑ１ｑ

２
１＋

　α１１１１ｑ
２
１ｑ１＋ｖ

２β１１３ｑ１ｑ３＋ｖ
２β１１４ｑ１ｑ４＋

　ｖ２β１２５ｑ２ｑ５＋ｖ
２β２１２１ｑ１ｑ

２
２＋ｖ

２β１１１１ｑ
３
１＝０

８０３
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λｘｑ２
μ
μｘｑ２
ｙ̈＋μ２２ｑ̈２＋２μ２２ζｑ２ｖ２ｑ２＋μ２２ｖ

２
２ｑ２＋

　α２２３ｑ̈２ｑ３＋α３２２ｑ̈３ｑ２＋α２２４ｑ̈２ｑ４＋α４２２ｑ̈４ｑ２＋
　α１２５ｑ̈１ｑ５＋α５２１ｑ̈５ｑ１＋α２２３ｑ２ｑ３＋α２２４ｑ２ｑ４＋
　（α１２５＋α５２１－α５１２）ｑ１ｑ５＋（α２１２１＋
　α２１１２）̈ｑ１ｑ１ｑ２＋２α２２１１ｑ１ｑ１ｑ２＋（α２１２１＋α２１１２－

　α２２１１）ｑ
２
１ｑ２＋α２２１１ｑ

２
１̈ｑ２＋α２２２２̈ｑ２ｑ

２
２＋α２２２２ｑ

２
２ｑ２＋

　ｖ２β２２３ｑ２ｑ３＋ｖ
２β２２４ｑ２ｑ４＋ｖ

２β１２５ｑ１ｑ５＋

　ｖ２β２１２１ｑ
２
１ｑ２＋ｖ

２β２２２２ｑ
３
２＝０

μ３３（̈ｑ３＋２ζｑ３ｖ３ｑ３＋ｖ
２
３ｑ３）＋α３１１ｑ̈１ｑ１＋

　（α３１１－
１
２α１１３）ｑ

２
１＋α３２２ｑ̈２ｑ２＋（α３２２－

　１２α２２３）ｑ
２
２＋
１
２ｖ

２β１１３ｑ
２
１＋
１
２ｖ

２β２２３ｑ
２
２＝０

μ４４（̈ｑ４＋２ζｑ４ｖ４ｑ４＋ｖ
２
４ｑ４）＋α４１１ｑ̈１ｑ１＋

　（α４１１－
１
２α１１４）ｑ

２
１＋α４２２ｑ̈２ｑ２＋（α４２２－

　１２α２２４）ｑ
２
２＋
１
２ｖ

２β１１４ｑ
２
１＋
１
２ｖ

２β２２４ｑ
２
２＝０

μ５５（̈ｑ５＋２ζｑ５ｖ５ｑ５＋ｖ
２
５ｑ５）＋α５１２ｑ̈１ｑ２＋

　＋α５２１ｑ１ｑ̈２＋（α５２１＋α５１２－α１２５）ｑ１ｑ２＋

　ｖ２β１２５ｑ１ｑ２＝０ （９）
其中所含参数的具体表达式见附件Ｂ．

２　数值结果

对式（９）这样复杂的非线性动力学方程组，要
通过解析的方法很难获得深入的认识，因此这里采

用数值方法求解．液刚耦合项均以加速度形式出
现，表明航天器结构与贮箱内液体是在惯性力意义

下实现耦合的．而波高模态在广义位移、广义速度
及广义加速度意义上均存在耦合项，模态之间互相

带动，互相牵制．加速度项系数随广义位移变化反
映了晃动过程中质量不断地迁移的特征．

仿真所用参数参考文献［１３］：贮箱半径 ａ＝
００１５５ｍ，液体高度 ｄ＝２ａ，晃动液体的质量与航
天器结构的质量（包括未晃动的液体的质量）之比

μ＝０．１６，液体晃动频率比 ｖ＝０．９，阻尼比取为 ζｘ
＝ζｙ＝０．０５，ζｉ＝０．０３４８（ｉ＝１．．５）

［２７］．假设晃动液

体是水，密度 ρ＝９９８ｋｇ／ｍ３，表面张力系数 σ＝
００７２７５Ｎ／ｍ．Ｂｏｎｄ数取为 Ｂｏ＝１０．Ｆｅｘ＝Ｑｓｃｏｓ
（ωｅｘｔ），Ｑｓ和ωｅｘ分别是无量纲外激励振幅和频率．

给波高面外二阶模态 ｑ５一个小的初始扰动，
仿真时间为２００个无量纲外激励周期，发现系统稳

定时，面内模态表现出同类的稳态动力学行为，面

外模态表现出同类的稳态动力学行为．这里讨论
Ｑｓ取定值、ωｅｘ变化时系统各自由度的运动．当 Ｑｓ
为０．０１、ωｅｘ为０．７时，各自由度和波高的时程图如
图２所示，从图中可看出面内模态趋于周期运动，
面外模态趋于静止；Ｑｓ为０．０１，ωｅｘ为０．９７时，系统
稳态运动的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射如图３所示，图中每个自
由度的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射都只有１５个点，因此系统趋
于１５倍外激励周期运动；Ｑｓ为 ０．０１，ωｅｘ为 ０．９８
时，系统稳态运动的 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射如图４所示，各
自由度的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射都是一闭圈，因此系统作准
周期运动；Ｑｓ为０．０１，ωｅｘ为０．９９５时，系统稳态运
动功率谱如图５所示，各自由度的功率谱呈连续

图２　Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．７时系统的时程图（４４０≤ｔ≤５００）

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｃｈａｎｇｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ

Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．７（４４０≤ｔ≤５００）

图３　Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．９７时系统稳态运动的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｉｎｇｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍａｔｓｔａｂｌｅｓｔａｔｅｗｈｅｎ

Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．９７

图４　Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．９８时系统稳态运动的Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射

Ｆｉｇ．４　Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｐｉｎｇｏｆｔｈｉｓｓｙｓｔｅｍａｔｓｔａｂｌｅｓｔａｔｅｗｈｅｎ

Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．９８

９０３
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图５　Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．９９５时系统稳态运动的功率谱

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｉｓｓｙｓｔｅｍａｔｓｔａｂｌｅｓｔａｔｅｗｈｅｎ

Ｑｓ＝０．０１，ωｅｘ＝０．９９５

状，因此系统作混沌运动．
进一步可以得到当 ωｅｘ变化时面内、外模态的

稳态运动类型的变化，Ｑｓ取０．０１，数值积分得到代
表面内外模态的结构位移的稳态运动关于ωｅｘ的分
岔如图６、７所示，两图中的空白区域对应使系统不
稳定的ωｅｘ的范围．从图中可看出不同的ωｅｘ系统有
不同类型的稳态运动．

图６　稳态运动时ｘ关于ωｅｘ的分岔图（Ｑｓ＝０．０１）

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｓｔａｂｌｅｘｏｎ（Ｑｓ＝０．０１

图７　稳态运动时ｙ关于ωｅｘ的分岔图（ωｅｘ＝０．９９４）

Ｆｉｇ．７　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｓｔａｂｌｅｙｏｎ（ωｅｘ＝０．９９４）

稳态时关于Ｑｓ的分岔如图８、９所示．和Ｑｓ固

定、ωｅｘ变化的情形类似，系统不稳定对应于图中空

白间隔区域，不同的Ｑｓ取值可能导致面内、外模态
不同类型的稳态运动．

为了充分证明在某些参数情形下，系统的稳态

运动是混沌的，分别计算［２８－２９］了前述两种情况下系

统的最大的四个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数 如图１０、１１所示，从

图中可以看出，在某些参数情况下，系统的最大Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数大于零，系统此时的确作混沌运动．

图８　稳态运动时ｘ关于Ｑｓ的分岔图

Ｆｉｇ．８　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｓｔａｂｌｅｘｏｎＱｓ

图９　稳态运动时ｙ关于Ｑｓ的分岔图

Ｆｉｇ．９　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｓｔａｂｌｅｙｏｎＱｓ

图１０　当Ｑｓ为０．０１，ωｅｘ变化时系统的前四个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅｆｉｒｓｔｆｏｕｒＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

ｗｈｅｎＱｓｉｓ０．０１ａｎｄωｅｘｉｓｖａｒｉａｂｌｅ

图１１　当ωｅｘ为０．９９４，Ｑｓ变化时系统的前四个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．１１　ＴｈｅｆｉｒｓｔｆｏｕｒＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

ｗｈｅｎωｅｘｉｓ０．９９４ａｎｄＱｓｉｓｖａｒｉａｂｌｅ

３　结论

本文对受单向外激励力的带柱形贮箱航天器

０１３
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液刚非线性耦合系统进行研究，不失一般性地用
液体常重力下的特征模态近似微重力下的特征模

态，用模态展开法分析微重力下柱形贮箱内的液体

晃动，得到耦合系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ
原理得到耦合系统的非线性动力学方程组并进行

无量纲化和数值计算，发现系统的面内、外模态分

别具有同类的稳态动力学行为；面内模态和面外模

态在一定幅值不同频率或一定频率不同幅值的外

激励下随外激励频率或幅值变化具有不同类型的

稳态动力学行为，包括静止、周期运动、准周期运动

和混沌运动．
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ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｂｚｙｕｅ＠ｂｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＮＯＮＬＩＮＥＡＲＣＯＵＰＬＥＤＤＹＮＡＭＩＣＳＯＦＬＩＱＵＩＤＦＩＬＬＥＤ

ＣＹＬＩＮＤＲＩＣＡＬＣＯＮＴＡＩＮＥＲＩＮＭＩＣＲＯＧＲＡＶＩＴＹ

ＹｕｅＢａｏｚｅｎｇ　ＷｕＷｅｎｊｕｎ　ＹａｎｇＤａｎｄａｎ
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓ，ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｅｒｏｓｐａｃｅＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＢｅｉｊｉｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１０００８１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｔｉｓｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏｅｘｐｒｅｓｓａｎａｌｙｔｉｃａｌｌｙｐｏｔｅｎｔｉａｌｍｏｄｅｓｈａｐｅｓａｎｄｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｓｌｏｓｈｉｎｇ
ｌｉｑｕｉｄｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃｏｎｔａｉｎｅｒｉｎｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ．Ｔｏｄｉｓｃｏｖｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｂｅｈａｖｉｏｒｓ，ｇｅｎｅｒａｌｌｙ，ｐｏｔｅｎｔｉａｌｍｏｄｅｓｈａｐｅｓ
ａｎｄｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｉｎｎｏｒｍａｌｇｒａｖｉｔｙａｒｅｔａｋｅｎｔｏａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｔｈｏｓｅｉｎｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ．Ｔｈｅｓｌｏｓｈｉｎｇｏｆ
ｌｉｑｕｉｄｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃｏｎｔａｉｎｅｒｉｎｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙｉｓａｎａｌｙｚｅｄｕｓｉｎｇｍｏｄｅｅｘｐａｎｄｉｎｇｍｅｔｈｏｄ．Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｏｒｍｏｆ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｌｕｉｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓｙｓｔｅｍａｒｅｄｅｒｉｖｅｄｂｙＬａｇｒａｎｇｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄｎｕｍｅｒｉ
ｃａｌｌｙｓｏｌｖｅｄ．Ｉｔｉｓｆｏｕｎｄｔｈａｔｔｈｉｓｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍｐｒｅｓｅｎｔｓｒｅｓｏｎａｎｃｅｉｎｓｏｍｅｒａｎｇｅｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ．Ｉｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｄｏｅｓｎｏｔｒｅｓｏｎａｔｅ，ｉｎｐｌａｎｅｍｏｄｅｓａｎｄｏｕｔｐｌａｎｅｍｏｄｅｓｂｅｈａｖｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｔｈｅｓａｍｅ
ｋｉｎｄｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｉｒｔｙｐｅｓｏｆｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎｃｈａｎｇｅｗｈｅｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｒｅｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｔ．Ｔｈｅｓｅｔｙｐｅｓｏｆｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎｃｏｎｔａｉｎｓｔｉｌｌｎｅｓｓ，ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ，ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎａｎｄｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ，　ｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｌｏｓｈｉｎｇ，　ｃｏｕｐｌｉｎｇｄｙｎａｍｉｃｓ，　ｓｔａｂｌｅｍｏｔｉｏｎ
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附录Ａ：

ψｉ（ｒ，θ）＝ＡｍｎＪｍ（ｋｍｎｒ）
ｃｏｓ（ｍθ）
ｓｉｎ（ｍθ{ ）

，其中Ｊ′ｍ（ｋｍｎａ）＝

０，ａ为贮箱半径．由模态归一化前提条件
ＳＢ

ψ２ｉｄＳＢ

＝ＳＢ（ＳＢ为贮箱的底面积），得，

Ａｍｎ＝ 槡２

｛１＋δ０ｍ）［１－（
ｍ
ｋｍｎａ
）２］｝

１
２Ｊｍ（ｋｍｎａ）

，

其中，δ０ｍ＝
１，ｍ＝０
０，ｍ≠０{ ．

附录Ｂ：

μｘｑ１＝
ｍｘｑ１
ｍ，μｙｑ２＝

ｍｙｑ２
ｍ，λｘｑ１＝（

μｘｑ１
μ
）２
Ｖ
ａ（０）１１
，

λｙｑ２＝（
μｙｑ２
μ
）２
Ｖ
ａ（０）１１
，μ＝

ｍＦ
ｍ，μｉｉ＝

ａ（０）ｉｉ
ａ（０）１１
（ｉ＝２．．５），

ｖ２＝
ω２ｓ
ω２
＝
ｇ（πＢｏ＋２Ｓ（２）１１）
ω２ａ（０）１１Ｂｏ

ａ２，

ζｘ＝
ｃｘ
２ｍω
，ζｙ＝

ｃｙ
２ｍω
，ζｑ１＝

ｃｑ１
２ρａ（０）１１ωｖ

，

ｖ２ｉ＝ｖ
２ａ

（０）
１１πＢｏ＋２Ｓ

（２）
ｉｉ

ａ（０）ｉｉ πＢｏ＋２Ｓ
（２）
１１
（ｉ＝２．．５），

ζｑｉ＝
ｃｑｉ

２ρａ（０）ｉ ωｖｉ
（ｉ＝２．．５），

αｍｎｒ＝ｄ
ａ（１）ｍｎｒ
ａ（０）１１
，αｍｎｒｓ＝ｄ

２ａ
（２）
ｍｎｒｓ

ａ（０）１１
，

β１１３＝ｄ
（２Ｓ（３）３１１＋４Ｓ

（３）
１１３）

πＢｏ＋２Ｓ（２）１１
，β１１４＝ｄ

（２Ｓ（３）４１１＋４Ｓ
（３）
１１４）

πＢｏ＋２Ｓ（２）１１
，

β２２３＝ｄ
（２Ｓ（３）３２２＋４Ｓ

（３）
２２３）

πＢｏ＋２Ｓ（２）１１
，β２２４＝ｄ

（２Ｓ（３）４２２＋４Ｓ
（３）
２２４）

πＢｏ＋２Ｓ（２）１１
，

β１２５＝ｄ
（２Ｓ（３）５２１＋４Ｓ

（３）
１２５）

πＢｏ＋２Ｓ（２）１１
，β１１１１＝ｄ

２ ４Ｓ（４）１１１１
πＢｏ＋２Ｓ（２）１１

，

β２２２２＝ｄ
２ ４Ｓ（４）２２２２
πＢｏ＋２Ｓ（２）１１

，β２１２１＝ｄ
２（４Ｓ

（４）
２２１１＋８Ｓ

（４）
２１２１）

πＢｏ＋２Ｓ（２）１１
．
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