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基于球摆模型的离散变分积分子算法研究

白龙　戈新生
（北京信息科技大学 机电工程学院，北京　１００１９２）

摘要　在动力学系统长时间的仿真计算中，力学系统固有的结构将影响到计算精度及稳定性．离散变分积

分子能够保持力学系统的能量，动量及辛结构的守恒．结合离散变分原理，通过对系统的拉格朗日函数进行

离散化以及求变分和积分的过程，可以得到力学系统的离散变分积分子算法．该算法是一种递归算法，给定

初始条件便可得到系统的动力学参数的时间历程．使用该原理可以构造具有完整约束的拉格朗日系统的辛

－动量积分子方法．与连续算法相比，离散变分积分子算法能够直接在离散拉格朗日函数的基础上得到姿

态与角速度的递推公式，而不需要复杂的迭代计算．本文研究是基于第一类拉格朗日函数的离散变分积分

子算法．球摆模型是一个具有完整约束的拉格朗日系统．仿真结果表明，系统的能量值在长时间的仿真中得

到保持，且计算的精度与步长的数量级呈现二次方的关系，系统角速度和姿态的仿真结果都符合球摆的运

动规律．

关键词　离散变分原理，　力学积分子，　拉格朗日函数，　能量守恒
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引言

在动力学系统的实际计算中，能量守恒与动量

守恒与算法能否保持系统的结构具有很大关系．通
过拉格朗日函数得到系统的运动微分方程的解法

在长时间的仿真中不具有保持系统结构的性质，而

力学积分子能够保持力学系统结构．因此从理论上
来讲，它能够保持系统的能量，动量及辛结构的守

恒．通过离散变分原理，得到离散拉格朗日方程，进
而得到力学系统的离散变分积分子．与传统算法比
较，该方法既能保证计算的效率，又具有较好的长

时间仿真的性质．
离散变分积分算法经过近半个世纪的发展，已

经成为一个较完整的算法体系．其中Ｖｅｒｌｅｔ算法［１］

可以用来处理无约束的力学系统，Ｓｈａｋｅ算法［２］是

Ｖｅｒｌｅｔ算法的延伸，用来处理带有完整约束的力学
系统．为处理完整约束系统因离散而带来的速度约
束，Ｒａｔｔｌｅ算法［３］作为 Ｓｈａｋｅ算法的延伸较好的处
理了该问题．

近年来，基于李群的离散变分积分子算法得到

广泛研究［４］，并且在３Ｄ刚体摆的动力学计算中取
得了良好的效果．该理论摆脱了传统离散变分积分
子算法的约束理论，利用李群理论保证了系统的结

构，使系统的能量和动量在长时间的仿真中都保持

守恒．
本文研究的是带有约束的拉格朗日系统的保

能量离散变分积分子方法．该方法通过离散变分积
分子方法，得到一个离散的拉格朗日函数，使得约

束在每个时间步长都得到满足．在长时间的仿真
中，离散拉格朗日方程保证了辛结构和动量的守

恒，进而保证了能量的守恒．球摆是３Ｄ摆的一种
简化模型，在离散变分积分子算法下，其角速度、姿

态是否符合其运动规律将为离散变分积分子算法

应用到３Ｄ摆的研究中提供理论保证．仿真结果表
明，在离散变分积分子算法下，系统的能量维持恒

定，并随着时间步长的减小，计算的精度也逐步提

高．

１　离散变分原理

给定一个结构空间Ｑ，离散拉格朗日函数是一
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个映射Ｌ：Ｑ×→　　．
对于固定的正整数Ｎ，对Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）求和运算

是映射Ｓ：ＱＮ＋１→　　，定义为

Ｓ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ） （１）

其中，ｑｋ∈Ｑ，ｋ∈　　是离散时间．对Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）求

和是对Ｌ（ｑ，ｑ）积分的一个离散近似．通过对 Ｓ在

ｑ１，…，ｑＮ－１求极限，得到离散形式的欧拉—拉格朗

日方程

Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）＋Ｄ１Ｌ（ｑｋ，ｑｋ－１） （２）

也可以写为Ｄ２ＬΦ＋Ｄ１Ｌ （３）

其中ｋ∈｛１，…，Ｎ－１｝，Φ：Ｑ×Ｑ→Ｑ×Ｑ定义为 Φ
（ｑｋ，ｑｋ－１）＝（ｑｋ＋１，ｑｋ）．如果Ｄ２Ｌ是可逆的，那么方

程（３）定义了离散映射 Φ，使得系统在离散时间下

向前演化．定义映射

ＦＬ：Ｑ×Ｑ→ＴＱ
　　（ｑ１，ｑ０）　　（ｑ０，Ｄ２Ｌ（ｑ１，ｑ０））

（４）

通过使用ＴＱ上的规范二阶形式，定义Ｑ×Ｑ

上的二阶量ω

ω＝ＦＬ（ΩＣＡＮ）＝ＦＬ（－ｄΘＣＡＮ）

＝－ｄ（ＦＬ（ΘＣＡＮ））
（５）

选择Ｑ上的坐标ｑｉ和ＴＱ上的正则坐标（ｑｉ，

ｐｉ），该坐标满足ΩＣＡＮ＝ｄｑ
ｉ∧ｄｐｉ以及 ΘＣＡＮ＝ｐｉｄｑ

ｉ，

那么离散欧拉－拉格朗日方程是：

Ｌ
ｑｉｋ
Φ（ｑｋ＋１，ｑｋ）＋

Ｌ
ｑｉｋ＋１

（ｑｋ＋１，ｑｋ）＝０ （６）

根据映射Φ（ｑｋ＋１，ｑｋ）＝（ｑｋ＋１，ｑｋ）得到

Ｌ
ｑｉｋ＋１

（ｑｋ＋２，ｑｋ＋１）＋
Ｌ
ｑｉｋ＋１

（ｑｋ＋１，ｑｋ）＝０ （７）

对方程（５）计算得到：

ω＝－ｄ
Ｌ
ｑｉｋ
（ｑｋ＋１，ｑｋ( )）ｄｑｉｋ

＝－ ２Ｌ
ｑｉｋｑ

ｊ
ｋ＋１
（ｑｋ＋１，ｑｋ）ｄｑ

ｊ
ｋ＋１∧ｄｑ

ｉ
ｋ－

　　 ２Ｌ
ｑｉｋｑ

ｊ
ｋ
（ｑｋ＋１，ｑｋ）ｄｑ

ｊ
ｋ∧ｄｑ

ｉ
ｋ （８）

由于ｄｑｊｋ∧ｄｑ
ｉ
ｋ＝０，则

ω＝ ２Ｌ
ｑｉｋｑ

ｊ
ｋ＋１
（ｑｋ＋１，ｑｋ）ｄｑ

ｉ
ｋ∧ｄｑ

ｊ
ｋ＋１ （９）

由式（７），对ω求Φ运算

Φ－１ω＝Φ－１ －ｄ Ｌ
ｑｉｋ＋１

（ｑｋ＋２，ｑｋ＋１( )）ｄｑｉｋ＋( )１ ＝

　　－ｄΦ－１ Ｌ
ｑｉｋ＋１

（ｑｋ＋２，ｑｋ＋１( )）ｄｑｉｋ＋( )１ ＝
　　ｄ Ｌ

ｑｉｋ＋１
（ｑｋ＋１，ｑｋ）ｄｑ

ｉ
ｋ＋( )１ ＝

　　 ２Ｌ
ｑｉｋｑ

ｊ
ｋ＋１
（ｑｋ＋１，ｑｋ）ｄｑ

ｉ
ｋ∧ｄｑ

ｊ
ｋ＋１ （１０）

由式（９）可知：Φ－１ω＝ω，即 Φ能够保持系统

的辛流形．

令离散拉格朗日函数在 Ｑ上的李群 Ｇ的对角

线作用下恒定，令ξ∈ｇ，其中ｇ是Ｇ的李代数．则

Ｌ（ｅｘｐ（ｓξ）ｑｋ＋１，ｅｘｐ（ｓξ）ｑｋ）＝Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）

（１１）

对式（１１）求微分，令ｓ＝０得到：

Ｄ１Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）·ξＱ（ｑｋ＋１）＋

　Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）·ξＱ（ｑｋ）＝０ （１２）

其中，ξＱ是无穷小生成元．考虑对 Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）的求

和运算，（０＜ｋ＜Ｎ），通过ｑｋ＋１（ｓ）＝ｅｘｐ（ｓξ）ｑｋ＋１将

ｑｋ＋１变ｓ∈　　的形式．根据ｑｋ＋１（０）对Ｓ求极限得

到：

ｄＳ
ｄｓ ｓ＝０

＝０ （１３）

由方程（７），（１２）还可以写为以下形式：

Ｄ１Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）·ξＱ（ｑｋ＋１）＋

　Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋２，ｑｋ＋１）·ξＱ（ｑｋ＋１）＝０ （１４）

从方程（１４）减去方程（１２）得到：

Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋２，ｑｋ＋１）·ξＱ（ｑｋ＋１）－

　Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）·ξＱ（ｑｋ）＝０ （１５）

如果动量映射Ｊ：Ｑ×Ｑ→ｇ定义为：

〈Ｊ（ｑｋ＋１，ｑｋ），ξ〉　　〈Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ），ξＱ（ｑｋ）〉

（１６）

则方程（１６）说明动量映射由 Φ：Ｑ×Ｑ→Ｑ×Ｑ保

持．

２　离散拉格朗日方程

球摆模型如图１所示，质心在惯性坐标系中的

投影可以表示为











ｘ
ｙ
ｚ
＝
ｌｓｉｎ（θ）ｃｏｓ（φ）
ｌｓｉｎ（θ）ｓｉｎ（φ）
ｌｃｏｓ（θ









）

＝ｌｑ （１７）

则

６９２
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图１　球摆模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

［ｘ，ｙ，ｚ］Ｔ＝ｌｑ＝ｌ
ｃｏｓθｓｉｎφ ｓｉｎθｃｏｓφ
ｃｏｓθｃｏｓφ －ｓｉｎθｓｉｎφ
－ｓｉｎθ









０

θ·

[ ]φ
（１８）

球摆的动能为

Ｔ（ｑ，ｑ）＝１２ｍｌ
２（θ·２＋φ２ｓｉｎ２θ）＝１２ｑ

Ｔｍｌ２ｑ

（１９）

势能可以写为

Ｖ（ｑ，ｑ）＝－ｍｇｌｃｏｓθ＝－ｍｇｌｅＴｑ （２０）

由拉格朗日函数Ｌ＝Ｔ－Ｖ可得

Ｌ（ｑ，ｑ）＝１２ｍｌ
２ｑ·ｑ＋ｍｇｌｅ３·ｑ （２１）

约束条件为

ｇ（ｑ）＝０ （２２）

定义表达式：

ｑ＝
ｑｋ＋１＋ｑｋ
２

ｑ＝
ｑｋ＋１－ｑｋ{
ｈ

（２３）

将ｑ和ｑ的离散表达式分别代入连续拉格朗

日函数中，得到离散拉格朗日函数：

Ｌ（ｑｋ，ｑｋ＋１）＝Ｌ
ｑｋ＋１＋ｑｋ
２ ，

ｑｋ＋１－ｑｋ( )ｈ
（２４）

则连续拉格朗日函数（２１）的离散形式为：

Ｌ（ｑｋ，ｑｋ＋１）＝
１
２
ｑｋ＋１－ｑｋ( )ｈ

Ｔ

Ｊ
ｑｋ＋１－ｑｋ( )ｈ

＋

　　ｍｇρＴ
ｑｋ＋１＋ｑｋ
２ （２５）

根据离散拉格朗日函数（２５），由哈密顿原理

ｐ＝Ｌ
ｑ
和表达式（２３）可得

ｐ＝Ｌ
ｑ
＝ｍｌ２ｑ＝ｍｌ２（

ｑｋ＋１－ｑｋ
ｈ ） （２６）

由离散勒让德变换可知：

ｐｋ＝－Ｄ１Ｌｄ（ｑｋ，ｑｋ＋１）

ｐｋ＋１＝Ｄ２Ｌｄ（ｑｋ，ｑｋ＋１{ ）
（２７）

分别在ｑｋ，ｑｋ＋１对约束条件ｇ（ｑ）＝０进行离散
化可以得到

ｑ（ｑｋ）＝０

ｑ（ｑｋ＋１）＝{ ０
（２８）

使用拉格朗日乘子，将约束条件添加到离散拉

格朗日函数后，求变分可以得到

Ｄ２Ｌ（ｑｋ＋１，ｑｋ）＋Ｄ１Ｌ（ｑｋ，ｑｋ－１）＋λｋ
ＴＤｇ（ｑｋ）＝０

（２９）
在考虑因离散化而对拉格朗日系统产生不显

含速度约束的情况时，离散系统在不显含速度的作

用下，会使系统产生耗散现象，导致仿真结果不具

有一般性，因此，要解决此问题，就要在离散动量递

推公式后再添加一个约束项，对系统的速度进行约

束．
由Ｒａｔｔｌｅ算法［３］的定义

ｑｋ＋１＝ｑｋ＋
ｈ
ｍｐｋ＋１２ （３０）

ｐｋ＋１２＝ｐｋ－
ｈ
２Ｄ

ＴＶ（ｑｋ）＋
ｈ
２Ｄ

Ｔｇ（ｑｋ）γｋ （３１）

将式（３１）代入式（３０）得到 ｑｋ＋１的递推公式．再将
得到的递推公式代入约束条件 ｇ（ｑｋ＋１＝０）可求出
式（３１）中常量γｋ．

由式（２６）可以得到系统的动量的递推公式表
示为

ｐｋ＋１＝ｐｋ＋１２－
ｈ
２Ｄ

ＴＶ（ｑｋ＋１）＋
ｈ
２Ｄ

Ｔｇ（ｑｋ＋１）λｋ

（３２）
对约束条件ｇ（ｑｋ＋１）＝０求导得到包含速度的

约束条件

Ｄｇ（ｑｋ＋１）ｑｋ＋１＝０ （３３）
将式（３０）、（３２）代入式（３３）便可求出未知量

λｋ．

３　仿真实验

球摆模型是３Ｄ摆的一种简化模型，设摆的重
量为１ｋｇ，ｇ＝９．８Ｎ／ｋｇ，摆长 ｌ＝１ｍ，选取初始位移

坐标ｑ＝（槡２／４，槡２／４，槡３／２）以及初始速度ｑ＝（０，

７９２
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０，０），时间步长为０．００１ｓ．仿真结果如图所示．
图２和图３表明，球摆系统随时间呈现周期性

运动，由于ｑ和ｑ表征的是系统在惯性坐标系下的
运动，根据式（１７）和（１８）得出 θ和 φ以及 θ· 和φ
随时间的变化图，如图４、图５所示．

图２　球摆坐标的变化规律

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

图３　球摆速度的变化规律

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

图４　球摆角度的变化规律

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅａｎｇｌｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

图５　球摆角速度的变化规律

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅａｎｇｌｅｖｅｌｏｃｉｔｙｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

图４表明，球摆的 θ角度呈现周期性变化；φ
角保持恒定，符合球摆的运动规律．

图５表明，球摆的角速度也呈现周期性变化，
且φ在较高的精度下保持恒定．

图６　球摆动能势能及总能量图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｋｉｎｅｔｉｃｐｏｔｅｎｔｉａｌａｎｄｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙ

ｏｆｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

由图６可知，球摆系统的能量值呈现周期性变
化，符合球摆运动时能量的变化规律，而且系统的

总能量在宏观上维持恒定，未出现随时间增加而逐

渐偏离理论值的现象．

图７　球摆的总能量比较

Ｆｉｇ．７　ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙ

ｏｆｔｈｅｓｐｈｅｒｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

由图７可知，与四阶龙格库塔算法相比，离散

变分积分子算法能够保持系统的总能量维持在一

恒定的范围波动，不会出现随仿真时间的增加而逐

渐发散的现象．

表１为在不同数量级的步长下，系统的能量的

波动范围及误差随时间步长的变化．通过对比时间

步长与误差可以得出，误差的数量级与时间步长的

数量级呈现二次方的关系．即误差随步长的减小而

逐渐减小．
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表１　系统总能量变化

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｆｌｕｃｔｕａｔｅｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙ

Ｔｉｍｅｓｔｅｐ ０．１ｓ ０．０１ｓ ０．００１ｓ

Ｍａｘ（Ｊ） －８．４８ －８．４８７０４ －８．４８７０４８９

Ｍｉｎ（Ｊ） －８．５２ －８．４８７３９ －８．４８７０５２３

Ｅｒｒｏｒ（Ｊ） ０．０４ ０．０００３５ ０．０００００３４

４　总结与展望

离散变分积分子算法作为一种保结构的算法，

在力学系统长时间的仿真中有着明显的优势．本文
表明，在简单非线性系统的计算中，传统的离散变

分积分子算法取得了长时间保能量的良好的效果，

如何将其应用到更加复杂的诸如３Ｄ刚体摆等非
线性系统的计算中将是下一步研究的重点．

传统离散变分积分子算法是基于类似于带有

约束条件的第一类拉格朗日方程的形式来达到保

能量的要求，３Ｄ刚体摆是具有三个转动自由度的
完整系统，欧拉四元数的建模方法为将离散变分积

分子算法应用到３Ｄ刚体摆中提供了可能，该方法
通过四个变量实现对３Ｄ刚体摆的描述，而四个变
量满足的约束条件可以充当３Ｄ刚体摆在应用离
散变分积分子算法时所需的约束条件．

除传统离散变分积分子算法以外，基于李群的

离散变分积分子算法通过系统运动学方程中的反

对称结构来保持系统的辛流形，从而达到保能量的

要求．该算法因其不需要单独寻找约束条件而更加
简洁有效．国内外相关研究也证明，基于李群的离
散变分积分子算法也可应用到３Ｄ刚体摆的动力
学计算中．
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