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随机脉冲控制下超混沌复 Ｌü系统的渐近稳定性

黄冬梅　徐伟　王亮
（西北工业大学理学院应用数学系，西安　７１００７２）

摘要　基于脉冲微分方程的稳定性理论，研究了具有随机信号的脉冲作用下，超混沌复Ｌü系统的渐近稳定

性．给出了确定性和随机脉冲作用下系统达到渐近稳定的判据．并且提出了在等距脉冲间隔下，系统达到稳

定的区域估计值．通过数值算例，讨论了确定性脉冲和随机脉冲的异同点，并证实，此方法对于外界噪声是

比较稳健的．
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引言

１９８２年，Ｆｏｗｌｅｒ等［１］引入了复变量的 Ｌｏｒｅｎｚ
系统，并讨论了它在实际应用中的重要性［２］．除了
著名的复Ｌｏｒｅｎｚ系统，２００７年，ＧａｍａｌＭ．Ｍａｈｍｏｕｄ
等［３］引入了复Ｃｈｅｎ和Ｌü系统，并研究了它们的自
适应控制和同步问题．

一个混沌吸引子如果至少有两个正的李雅普

诺夫指数即为一个超混沌吸引子．近３０年，超混沌
实变量动力系统已成为许多国内外学者研究的对

象，在许多重要领域如非线性电路、同步、脉冲控制

和神经网络等方面都有研究，如文献［４－６］．２００９
年，通过加状态反馈控制器和引入复周期激励，

Ｍａｈｍｏｕｄ等构造了新的超混沌复Ｌü系统［７］．
基于脉冲微分方程理论，确定性脉冲控制下实

变量系统已经有了很多研究成果，如文献［８－１３］．
众所周知现实生活中的系统总是或多或少受到各种

随机噪声的影响的［１４］，当然，对于脉冲控制的系统

也不例外，因此研究随机因素扰动的脉冲控制系统

是十分必要的．近几年，徐、王等人［１５－１６］讨论了随

机脉冲作用下Ｌｏｒｅｎｚ和Ｌｉｕ系统的渐近稳定性．但
是，对于在随机脉冲作用下超混沌复系统的研究，目

前尚未见有文献．本文以超混沌复Ｌü系统为例，给
出了确定性和随机脉冲作用下系统达到渐近稳定的

充分条件，并给出了确定性和随机脉冲系统达到稳

定时稳定区域的估计值，通过数值算例，证实了该方

法的有效性与理论分析是一致的，同时说明此方法

对于加性噪声和乘性噪声都是比较稳健的．

１　脉冲微分方程的基本理论

考虑如下所示的一般动力系统［９－１０］

ｘ＝ｆ（ｘ，ｔ） （１）
其中ｆ：Ｓ×Ｒｎ→Ｒｎ是连续的函数，ｘ是系统状态变
量且ｘ∈Ｒｎ，ｘ表示 ｄｘ／ｄｔ．假设有一个离散的时间
集合｛ｔｉ｝，满足０＜ｔ１＜ｔ２＜… ＜ｔｉ＜ｔｉ＋１＜…并且
ｌｉｍ
ｉ→∞
ｔｉ＝∞．

令Ｕ（ｉ，ｘ）表示状态变量在 ｔｉ时刻的改变量，
则有

Ｕ（ｉ，ｘ）＝Δｘ
ｔ＝ｔｉ
ｘ（ｔ＋ｉ）－ｘ（ｔ

－
ｉ），

（２）
其中ｘ（ｔ＋ｉ）＝ｌｉｍ

ｔ→ｔ＋ｉ
ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－ｘ）＝ｌｉｍ

ｔ→ｔ－ｉ
ｘ（ｔ）．

一般地，假设 ｘ（ｔ－ｉ）＝ｘ（ｔ），Ｕ（ｉ，ｘ）＝Ｂｉｘ，Ｂｉ
是一个 ｎ×ｎ矩阵，ｉ＝１，２，…，则在给定初始条件
下，联立方程（１）和（２），就可得到一个脉冲微分系
统，如下所示

ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ），ｔ≠ｔｉ，

Δｘ＝Ｂｉｘ，ｔ＝ｔｉ
ｘ（ｔ＋０）＝ｘ０，ｔ０≥０，ｉ＝１，２，…

{
．

（３）
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２　脉冲控制下超混沌复 Ｌü系统的渐近稳
定性

　　 取文献［７］中提出的超混沌复 Ｌü系统，其中
一种形式如下：

ｘ１＝θ１（ｘ２－ｘ１）＋（１＋ｉ）ｘ４，

ｘ２＝－ｘ１ｘ３＋θ２ｘ２，

ｘ３＝
１
２（ｘ１ｘ２＋ｘ１ｘ２）－θ３ｘ３，

ｘ４＝
１
２（ｘ１ｘ２＋ｘ１ｘ２）－θ４ｘ４













 ，

（４）

其中ｘ１＝ｙ１＋ｉｙ２，ｘ２＝ｙ３＋ｉｙ４，ｘ３＝ｙ５，ｘ４＝ｙ６，则系
统（４）对应的实变量系统可以用一个六维的实自
治系统（５）来描述：

ｙ１＝θ１（ｙ３－ｙ１）＋ｙ６，

ｙ２＝θ１（ｙ４－ｙ２）＋ｙ６，

ｙ３＝－ｙ１ｙ５＋θ２ｙ３，

ｙ４＝－ｙ２ｙ５＋θ２ｙ４，

ｙ５＝ｙ１ｙ３＋ｙ２ｙ４－θ３ｙ５，

ｙ６＝ｙ１ｙ３＋ｙ２ｙ４－θ４ｙ６















，

（５）

其中θ１，θ２，θ３和θ４是实系数．
当系数取值θ１＝４２．０，θ２＝２５．０，θ３＝６．０，θ４＝

１０．０，根据文献［７］，系统（５）有两个正的李亚普
诺夫指数λ１＝２．７８１３，λ２＝０．４０６８，因此系统有一
个超混沌吸引子，如图１所示．

图１　超混沌复Ｌü系统的超混沌吸引子在三维空间的投影

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆｔｈｅｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｃｏｍｐｌｅｘ

Ｌüｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ

系统（５）也可以表示为如下形式 ：
ｙ＝Ａｙ＋Φ（ｙ） （６）

其中ｙ＝（ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６）
Ｔ，Ａｙ和 Φ（ｙ）分别为

系统的线性和非线性项部分，即

Ａ＝

－θ１ ０ θ１ ０ ０ １

０ －θ１ ０ θ１ ０ １

０ ０ θ２ ０ ０ ０

０ ０ ０ θ２ ０ ０

０ ０ ０ ０ －θ３ ０

０ ０ ０ ０ ０ －θ





















４

Φ（ｙ）＝

０
０
－ｙ１ｙ５
－ｙ２ｙ５

ｙ１ｙ３＋ｙ２ｙ４
ｙ１ｙ３＋ｙ２ｙ



















４

（７）

像许多实变量系统［４－６，９－１３］，此类复变量系统

也会不可避免地受到脉冲的影响，因此，根据脉冲

微分方程的基本理论，可以得到脉冲控制下的超混

沌复Ｌü系统如下：
ｙ＝Ａｙ＋Φ（ｙ），ｔ≠ｔｉ，

Δｙ＝Ｂｉｙ，ｔ＝ｔｉ，

ｙ（ｔ＋０）＝ｙ０，ｔ０≥０，ｉ＝１，２
{

，…，

（８）

ｔｉ代表施加脉冲的时刻．
２．１　确定性脉冲控制下系统的渐近稳定性

定理１：设λｍａｘ，βｉ是矩阵（Ａ＋Ａ
Ｔ）和（Ｉ＋Ｂｉ）

Ｔ

（Ｉ＋Ｂｉ）的最大特征值，Ｐ＝ｍａｘ（ ｙ６ ），如果存在
一个常数α＞１，

（ｉ）当λｍａｘ＋Ｐ≥０时，满足
ｌｎ（αβ２ｉ－２β２ｉ－１）＋（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－ｔ２ｉ－２）≤０，
　ｉ＝２，３，…，
且ｓｕｐ

ｉ
βｉｅｘｐ［（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔｉ＋１－ｔｉ－１）］＝η＜∞，

　ｉ＝１，２，…，
（ｉｉ）当λｍａｘ＋Ｐ＜０时，满足
ｌｎ（αβ２ｉβ２ｉ－１）＋（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－ｔ２ｉ－２）≤０，
　ｉ＝１，２，３，…，
且ｓｕｐ

ｉ
βｉ＝η＜∞，ｉ＝１，２，…，

则确定性脉冲控制下系统（８）的原点是渐近稳定
的．

证明：设Ｖ（ｙ）＝ｙＴｙ，则 Ｖ（ｙ）对时间 ｔ求导，
可以得到

Ｖ（ｙ）＝（Ａｙ＋Φ（ｙ））Ｔｙ＋ｙＴ（Ａｙ＋Φ（ｙ））
　＝ｙＴ（Ａ＋ＡＴ）ｙ＋ｙＴΦ（ｙ）＋Φ（ｙ）Ｔｙ
　＝ｙＴ（Ａ＋ＡＴ）ｙ＋２ｙＴΦ（ｙ）

０９２
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　≤λｍａｘＶ（ｙ（ｔ））＋Ｐ（ｙ１
２＋ｙ２

２＋ｙ３
２＋ｙ４

２）

　≤（λｍａｘ＋Ｐ）Ｖ（ｙ（ｔ）），
则有

Ｖ（ｙ（ｔ））≤Ｖ（ｙ（ｔ＋ｉ－１））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔｉ－１））
ｔ∈（ｔｉ－１，ｔｉ］，ｉ＝１，２，…， （９）

另一方面

Ｖ（ｙ（ｔ＋ｉ））＝［（Ｉ＋Ｂｉ）ｙ（ｔｉ）］
Ｔ［（Ｉ＋Ｂｉ）ｙ（ｔｉ）］

　＝ｙ（ｔｉ）
Ｔ［（Ｉ＋Ｂｉ）

Ｔ（Ｉ＋Ｂｉ）］ｙ（ｔｉ）

　≤βｉｙ（ｔｉ）
Ｔｙ（ｔｉ）＝βｉＶ（ｙ（ｔｉ））， （１０）

由（９）和（１０），可以得到下列结果：
对于ｔ∈（ｔ０，ｔ１］，

Ｖ（ｙ（ｔ））≤Ｖ（ｙ（ｔ＋０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔ０））
　＝Ｖ（ｙ０）ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔ０），

且　Ｖ（ｙ（ｔ１））≤Ｖ（ｙ０）ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ１－ｔ０）），
对于ｔ∈（ｔ１，ｔ２］，

Ｖ（ｙ（ｔ））≤Ｖ（ｙ（ｔ＋１））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔ１））
　≤β１Ｖ（ｙ（ｔ１））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔ１））
　≤β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔ０）），

一般地，对于ｔ∈（ｔｉ－１，ｔｉ］，

Ｖ（ｙ）≤Ｖ（ｙ（ｔ＋ｉ－１））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔｉ－１））
　≤βｉ－１Ｖ（ｙ（ｔｉ－１））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔｉ－１））

　≤βｉ－１Ｖ（ｙ（ｔ
＋
ｉ－２））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔｉ－２））

　≤βｉ－１βｉ－２Ｖ（ｙ（ｔｉ－２））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔｉ－２））


≤βｉ－１βｉ－２…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ－ｔ０）），
（ｉ）当λｍａｘ＋Ｐ≥０时，对于ｔ∈（ｔ２ｉ－２，ｔ２ｉ－１］，
Ｖ（ｙ）≤β２ｉ－２β２ｉ－３…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ－ｔ０））
　≤β２ｉ－２β２ｉ－３…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ２ｉ－１－ｔ０））
　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））β２ｉ－２ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－１－
　　ｔ２ｉ－２））β２ｉ－３β２ｉ－４ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－２－
　　ｔ２ｉ－４））…β２β３ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ４－ｔ２））×
　　β１ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２－ｔ０））

　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））η
２ １
αｉ－１
， （１１）

对于ｔ∈（ｔ２ｉ－１，ｔ２ｉ］，
Ｖ（ｙ）≤β２ｉ－１β２ｉ－２…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ－ｔ０））
　≤β２ｉ－１β２ｉ－２…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ２ｉ－１－ｔ０））

　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））β２ｉ－１β２ｉ－２ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－
　　ｔ２ｉ－２））…β２β３ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ４－ｔ２））×
　　β１ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２－ｔ０））

　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））η
１
αｉ－１
， （１２）

（ｉｉ）当λｍａｘ＋Ｐ＜０时，对于ｔ∈（ｔ２ｉ－２，ｔ２ｉ－１］，
Ｖ（ｙ）≤β２ｉ－２β２ｉ－３…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ－ｔ０））
　≤β２ｉ－２β２ｉ－３…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ２ｉ－２－ｔ０））
　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））β２ｉ－２β２ｉ－３ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－２－
　　ｔ２ｉ－４））…β２β１ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２－ｔ０））

　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））
１
αｉ－１
， （１３）

对于ｔ∈（ｔ２ｉ－１，ｔ２ｉ］，
Ｖ（ｙ）≤β２ｉ－１β２ｉ－２…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ－ｔ０））
　≤β２ｉ－１β２ｉ－２…β１Ｖ（ｙ（ｔ０））ｅｘｐ（（λｍａｘ＋
　　Ｐ）（ｔ２ｉ－１－ｔ０））
　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））β２ｉ－１ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－１－
　　ｔ２ｉ－２））β２ｉ－２β２ｉ－３ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２ｉ－２－
　　ｔ２ｉ－４））…β２β１ｅｘｐ（（λｍａｘ＋Ｐ）（ｔ２－ｔ０））

　≤Ｖ（ｙ（ｔ０））η
１
αｉ－１
， （１４）

由方程（１１）～（１４），可以看到确定性脉冲控制下
系统（８）的原点是渐近稳定的．

考虑到实际应用中控制器的可实现性与可操

作性，脉冲间距和控制矩阵常选为常数，于是根据

定理１可获得如下结果．
推论１：设脉冲间隔 ｔｉ＋１－ｔｉ＝τｉ＝τ＞０，Ｂｉ＝

Ｂ，（ｉ＝１，２，…），Ｐ＝ｍａｘ（ ｙ６ ），λｍａｘ和 β是矩阵

（Ａ＋ＡＴ）和（Ｉ＋Ｂｉ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｉ）的最大特征值，若存在

α＞１满足

０≤τ≤－ ｌｎ（αβ２）
２（λｍａｘ＋Ｐ）

（１５）

则确定性脉冲控制下系统（８）的原点是渐近稳定
的．
２．２　随机脉冲控制下系统的渐近稳定性

如果Ｂｉ是一个随机矩阵，则（Ｉ＋Ｂｉ）
Ｔ（Ｉ＋Ｂｉ）

的最大特征值βｉ仍是随机变量．记 槇βｉ＝Ｅ（βｉ），这
里Ｅ（·）表示对对应的随机变量取数学期望．可得
到如下结果．

１９２
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注１：令随机变量βｉ表示随机矩阵（Ｉ＋Ｂｉ）
Ｔ（Ｉ

＋Ｂｉ）的最大特征值，槇βｉ＝Ｅ（βｉ），λｍａｘ是矩阵（Ａ＋

ＡＴ）的最大特征值，若存在α＞１满足

０≤τｉ≤－
ｌｎ（ 槇αβｉ

２）

２（λｍａｘ＋Ｐ）
（１６）

则随机脉冲控制下系统（８）的原点是渐近稳定的．
注２：脉冲间距τｉ和控制矩阵Ｂｉ（ｉ＝１，２，…）

分别取为常数τ和Ｂ时，随机变量β表示随机矩阵
（Ｉ＋Ｂ）Ｔ（Ｉ＋Ｂ）的最大特征值，槇β＝Ｅ（β），λｍａｘ是矩

阵（Ａ＋ＡＴ）的最大特征值，若存在α＞１满足

０≤τ≤－ ｌｎ（ 槇αβ２）
２（λｍａｘ＋Ｐ）

（１７）

则随机脉冲控制下系统（８）的原点是渐近稳定的．
注１、注 ２的证明类似定理 １，这里就不在阐

述．
注３：定理１、推论１、注１、注２给出系统（８）

原点渐近稳定条件是充分的，而非必要的．也就是
说，可能在某些情况下，定理１、推论１、注１和注２
的条件并不满足，然而系统（８）的原点仍然是渐近
稳定的．在后面的数值模拟中，将进一步直观地阐
述这种现象．

３　数值模拟

系统（５）的参数取值同２节，则有

Ａ＋ＡＴ＝

－８４ ０ ４２ ０ ０ １
０ －８４ ０ ４２ ０ １
４２ ０ ５０ ０ ０ ０
０ ４２ ０ ５０ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１２ ０
１ １ ０ ０ ０ －



















２０

，

此时Ａ＋ＡＴ的最大特征值为λｍａｘ＝６２．０７７８．
从图１所示的超混沌吸引子，可以取Ｐ为４５．０，

则λｍａｘ＋Ｐ＝１０７．０７７８．
取控制矩阵 Ｂｉ＝Ｂ＝ｄｉａｇ（Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３，Ｋ４，Ｋ５，

Ｋ６），取Ｋ１＝Ｋ２＝Ｋ３＝Ｋ４＝Ｋ５＝Ｋ６＝Ｋ是一个随机
变量，对于加性噪声的情形，Ｋ＝ｋ＋σＮ；对于乘性噪
声的情形，Ｋ＝ｋ（１＋σＮ）．此时Ｎ表示服从于标准正
态分布的随机噪声，σ代表其强度，ｋ为一个常数．

当σ＝０时，系统（８）退化为确定性脉冲控制
下的系统，可以得到βｉ＝β＝（Ｋ＋１）

２．当 σ≠０时，

若取加性噪声，则有 槇β＝Ｅ（β）＝（Ｋ＋１）２＋σ２；若
取乘性噪声，则有 槇β＝Ｅ（β）＝（Ｋ＋１）２＋（σＫ）２．根

据推论１和注２，图２给出了控制矩阵 Ｂ中控制参
数Ｋ变化时，使得系统稳定的等距脉冲间隔τ的估
计区域．由图２可以看出，两个随机脉冲控制系统
的稳定区域都比确定性脉冲控制系统的稳定区域

要小，也就是说不管是加性噪声还是乘性噪声，它

们在某种程度上都会影响原确定性系统稳定性．

图２　脉冲控制下超混沌复Ｌü系统稳定区域的估计

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒ

ｔｈｅｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｃｏｍｐｌｅｘＬüｓｙｓｔｅｍｕｎｄｅｒｉｍｐｕｌｓｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ

图３　渐近稳定结果（ａ）τ＝０．０２，σ＝０．０；

（ｂ）（ｃ）分别是τ＝０．０２，σ＝０．１时加性噪声和

乘性噪声的情形；（ｄ）τ＝０．０２５，σ＝０．０

Ｆｉｇ．３　Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈ（ａ）τ＝０．０２，σ＝０．０；

（ｂ）（ｃ）ａｒｅτ＝０．０２，σ＝０．１ｗｉｔｈａｄｄｉｔｉｖｅｎｏｉｓｅａｎｄ

ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅ；（ｄ）τ＝０．０２５，σ＝０．０

２９２
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图４　渐近稳定结果τ＝０．０２５，σ＝０．１

（ａ）加性噪声的情形；（ｂ）乘性噪声的情形

Ｆｉｇ．４　Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈτ＝０．０２５，σ＝０．１

（ａ）ｗｉｔｈａｄｄｉｔｉｖｅｎｏｉｓｅ；（ｂ）ｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅ

图５　不稳定结果τ＝０．０５，σ＝０．１，

（ａ）加性噪声的情形；（ｂ）乘性噪声的情形

Ｆｉｇ．５　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈτ＝０．０５，σ＝０．１，

（ａ）ｗｉｔｈａｄｄｉｔｉｖｅｎｏｉｓｅ；（ｂ）ｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｎｏｉｓｅ

取Ｋ＝－０．７５，由（１５）式０≤τ≤０．０２５９；取噪
声强度 σ＝０．１，由（１７）式，在加性噪声下０≤τ≤
０．０２４５，乘性噪声下０≤τ≤０．０２５１．取脉冲间隔 τ
＝０．０２，图３（ａ）是在初始条件 ｙ＝（１．０，２．０，３．０，
４．０，５．０，６．０）Ｔ下确定性脉冲的控制结果，可以看
到系统很快渐近稳定到原点．图３（ｂ）（ｃ）是在随机
脉冲控制下系统（８）的控制结果，从图 ３可以看
出，系统经过短暂的波动会很快稳定到原点，并且

系统的运动性质和确定性脉冲控制下相比，没有发

生本质性的变化，也就是说，这种控制方法对于加

性噪声和乘性噪声都是比较稳健的．
取Ｋ＝－１．３，此时，由（１５）和（１７）式可以得

到等距脉冲间隔τ的最大值，对于确定性脉冲控制
系统，τｍａｘ＝０．０２２５，对于具有加性噪声和乘性噪声
的随机脉冲控制系统，τｍａｘ分别为 ０．０２１５和

００２０９，令τ＝０．０２５，即这时推论１和注２的条件
是不满足的，但是，此时系统却是渐近稳定的，如图

３（ｄ），图４所示．
但是脉冲间隔也不能太大，当 Ｋ＝－１．３时取

脉冲间隔 τ＝０．０５，如图５所示，系统很难达到渐
近稳定．即使可以达到稳定状态，也需要花费很长
的时间，而且在达到稳定之前，系统状态变量会有

较大大的波动．实际中，可能会给系统带来一定的
损害和影响，因此，尽管定理１、推论１中的条件是
充分的，脉冲间隔仍然不能太大．

４　结论

针对近几年提出的超混沌复 Ｌü系统，利用脉
冲微分方程理论，给出了确定性和随机脉冲控制下

系统达到渐近稳定的一个充分条件；并给出了系统

达到渐近稳定时稳定区域的估计值；模拟结果证实

了，该方法的有效性与可行性，并进一步说明该方

法对于加性噪声和乘性噪声都是稳健的．虽然上述
所做的各种数值模拟都是针对等距脉冲而进行的，

但是，对于非等距脉冲的各种理论结果也应该是正

确的．进一步的数值模拟还显示，对于系统取其他
参数或控制矩阵取其他形式时，由这种控制方法所

得到的结论是同样有效的．
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