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Ｌｕｒｉｅ广义系统基于观测器的控制器设计

周正

（６３８１７部队，西昌　６１５６０６）

摘要　研究了Ｌｕｒｉｅ广义系统基于状态观测器的控制器设计问题．通过使用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，线性矩阵

不等式方法，分别给出了状态反馈控制器和观测器的设计方法，并建立了分离原理，进而得到了基于观测器

的控制器设计方法．所得结论对广义系统理论本身的发展和实际应用都有非常重要的意义．最后给出了仿

真实例．

关键词　Ｌｕｒｉｅ广义系统（ＬＤＳ），　观测器，　控制器，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，　线性矩阵不等式（ＬＭＩ）

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０６４

引言

随着科学技术的发展和大型工程技术的需要，

２０世纪７０年代人们提出了比正常系统应用更为
广泛的广义系统，它大量应用在电力、航天、经济、

生物等许多实际的系统模型中［１］．近年来，非线性
广义系统的研究引起了很多关注．Ｌｕｒｉｅ广义系统
是一类典型的非线性广义系统，许多非线性物理系

统可以表示成 Ｌｕｒｉｅ广义系统的结构形式，即一个
线性系统和一个满足扇形条件的非线性单元的反

馈连接．自从１９４４年Ｌｕｒｉｅ系统的绝对稳定性问题
提出以来，受到了广泛的关注，形成了相对独立的

理论体系［２－５］．
近年来非线性系统观测器及控制器的设计是

非常活跃的研究领域，取得了丰硕的成果：文献

［６］介绍了自适应状态观测器在非线性系统的自
适应输出调节器设计中的应用；文献［７］给出了一
类具有非线性输出系统的观测器的设计方法；文献

［８］提出了一种非线性微分代数系统观测器的设
计方法；文献［９］对一类非线性系统观测器的设计
进行了研究，设计过程没有涉及到任何方程的分

解．研究 Ｌｕｒｉｅ广义系统的控制器设计问题对于进
一步完善广义系统理论和揭示非线性广义系统的

本质特征都具有非常重要的意义．
本文研究研究了Ｌｕｒｉｅ广义系统基于状态观测

器的控制器设计问题．分别给出了状态反馈控制器

和观测器的设计方法，并建立了分离原理，进而解

决了基于观测器的控制器设计问题以及相关的控

制问题．将进一步揭示非线性广义系统的本质与特

征．因此，本文对广义系统的发展具有重要的理论

意义和学术价值．

１　问题描述

考虑如下ＬＤＳ

Ｅｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ

ｙ＝Ｃｘ

ｕ＝（ｙ
{

）

（１）

其中，Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，Ｃ∈Ｒｍ×ｎ，ｒａｎｋ（Ｅ）＝ｒ．
（ｙ）是一个时不变且充分光滑的函数，满足 ｉ（０）

＝０以及

０≤
ｉ（ｙａ）－ｉ（ｙｂ）

ｙａ－ｙｂ
≤ｋｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ，

ｙａ，ｙｂ∈Ｒ
ｍ，ｙａ≠ｙｂ （２）

记Ｋ０＝ｄｉａｇ（ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ）＞０．

引理１　如果存在矩阵Ｐ∈Ｒｎ×ｎ满足

ＥＴＰ＝ＰＴＥ≥０

ＡＴＰ＋ＰＴＡ ＣＴＫ０＋Ｐ
ＴＢ

ＫＴ０Ｃ＋Ｂ
ＴＰ －２[ ]Ｉ

＜０

则ＬＤＳ（１）是强绝对稳定的［１０］．



第３期 周正：Ｌｕｒｉｅ广义系统基于观测器的控制器设计

由（２）可得，０≤ｉ（ｙｉ）／ｙｉ≤ｋｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ
从而

Ｔ（－Ｋ０ｙ）≤０
由，ｙ＝Ｃｘ可得

Ｔ≤ＴＫ０Ｃｘ （３）
引理２　对任意ｘ≠０满足

Ｔ≤ＴＫ０Ｃｘ，
若

Ｖ·（Ｘ）｜（１）＜０，
则系统（１）是强绝对稳定的［１１］．

２　主要结果

考虑如下广义系统

Ｅｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂ１（ｙ）＋Ｂ２ｕ（ｔ） （４）
ｙ＝Ｃｘ，　Ｅｘ（０）＝Ｅｘ０ （５）

其中，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ是系统的ｎ维状态变量，ｕ（ｔ）∈Ｒｍ

是输入，Ｅ，Ａ∈Ｒｎ×ｎ且 ｒａｎｋ（Ｅ）＝ｒ≤ｎ，Ｂ１，Ｂ２∈
Ｒｎ×ｍ，Ｃ∈Ｒｍ×ｎ，并且 （·）：Ｒｍ→Ｒｍ是连续函数，
满足（２）式．

设计如下控制器

ｕ＝Ｋｘ（ｔ）＋Ｆ（ｙ）
代入（４）式可得如下闭环系统

Ｅｘ（ｔ）＝（Ａ＋Ｂ２Ｋ）ｘ（ｔ）＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）（ｙ）

（６）
定理１　若存在矩阵

Ｘ∈Ｒｎ×ｎ，Ｙ∈Ｒｍ×ｎ，Ｆ∈Ｒｍ×ｍ

满足

ＸＴＥＴ＝ＥＸ≥０ （７）
ＸＴＡＴ＋ＹＴＢＴ２＋ＡＸ＋Ｂ２Ｙ　Ｘ

ＴＣＴＫ０＋Ｂ１＋Ｂ２Ｆ

ＫＴ０ＣＸ＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）
Ｔ　　　　－２[ ]Ｉ

＜０

（８）
则存在控制器使系统（４）－（５）强绝对稳定．

证明：　由引理１可知，系统（６）强绝对稳定
的一个充分条件是存在矩阵满足

ＥＴＰ１＝Ｐ
Ｔ
１Ｅ≥０ （９）

ＡＴｋＰ１＋Ｐ
Ｔ
１Ａｋ　Ｃ

ＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
１Ｂｋ

ＫＴ０Ｃ＋Ｂ
Ｔ
ｋＰ１　　　－２

[ ]Ｉ
＜０

其中，Ａｋ＝Ａ＋Ｂ１Ｋ，Ｂｋ＝Ｂ１＋Ｂ２Ｆ．
即

（Ａ＋Ｂ２Ｋ）
ＴＰ１＋Ｐ

Ｔ
１（Ａ＋Ｂ２Ｋ）　Ｃ

ＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
１（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）

ＫＴ０Ｃ＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）
ＴＰ１　　　　　－２

[ ]Ｉ
＜０

（１０）

对（９）式左乘Ｐ－Ｔ１ 右乘Ｐ
－１
１ ，对（１０）式左乘 Ｈ＝ｄｉ

ａｇ｛Ｐ－Ｔ１ ，Ｉ｝右乘Ｈ
Ｔ，则上两式等价于

Ｐ－Ｔ１ Ｅ
Ｔ＝ＥＰ－１１ ≥０

ＰＴ１（Ａ＋Ｂ２Ｋ）
Ｔ＋（Ａ＋Ｂ２Ｋ）Ｐ

１
１　Ｐ

Ｔ
１Ｃ
ＴＫ０＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）

ＫＴ０ＣＰ
１
１＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）

Ｔ　　　　　－２[ ]Ｉ
＜

０．
令Ｐ－１１ ＝Ｘ，ＫＰ

－１
１ ＝Ｙ，则上面两式等价于

ＸＴＥＴ＝ＥＸ０ （１１）
ＸＴＡＴ＋ＹＴＢＴ２＋ＡＸ＋Ｂ２Ｙ　Ｘ

ＴＣＴＫ０＋Ｂ１＋Ｂ２Ｆ

ＫＴ０ＣＸ＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）
Ｔ　　　　－２[ ]Ｉ

＜０

（１２）
则定理１得证．

对系统（４－５）设计全维状态观测器如下
Ｅｘ^·（ｔ）＝Ａ^ｘ（ｔ）＋Ｂ１（^ｙ）＋Ｂ２ｕ（ｔ）＋Ｌ（ｙ－^ｙ）

（１３）
ｙ^＝Ｃ^ｘ，Ｅ^ｘ（０）＝Ｅ^ｘ０ （１４）

其中，矩阵Ｌ∈Ｒｎ×ｍ是需要设计的部分．
定义状态估计误差为：

ｅ＝ｘ－^ｘ，
记

φ（ｅ）＝（ｙ）－（^ｙ），
由（２）式可知满足

‖φ（ｅ）‖‖Ｋ０ｃｅ‖，　ｅ∈Ｒ
ｎ，

亦即满足不等式

φＴ（ｅ）φ（ｅ）≤φＴ（ｅ）Ｋ０Ｃｅ，ｅ∈Ｒ
ｎ （１５）

由（４）式及（１３）式可得误差方程为
Ｅｅ＝（Ａ－ＬＣ）ｅ＋Ｂ１φ（ｅ） （１６）

由引理１给出定理２，证明从略．
定理２　若存在矩阵Ｐ２∈Ｒ

ｎ×ｎ，Ｚ∈Ｒｎ×ｎ

满足

ＥＴＰ２＝Ｐ
Ｔ
２Ｅ０ （１７）

ＡＴＰ２＋Ｐ
Ｔ
２Ａ＋Ｃ

ＴＺ＋ＺＴＣ　ＣＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
２Ｂ１

ＫＴ０Ｃ＋Ｂ
Ｔ
１Ｐ２　　　　　　　－２

[ ]Ｉ
＜０

（１８）
则对于系统（４）存在一个形如（１３）式的全维状态
观测器．其中，Ｌ＝－Ｐ－Ｔ２ Ｚ

Ｔ可以保证估计误差是以

指数收敛的．
基于控制器的观测器闭环系统

Ｅｘ＝Ａｘ＋Ｂ１（ｙ）＋Ｂ２ｕ

Ｅｘ^·（ｔ）＝Ａ^ｘ（ｔ）＋Ｂ１（^ｙ）＋Ｂ２ｕ＋Ｌ（ｙ－^ｙ）

ｕ＝Ｋ^ｘ＋Ｆ（^ｙ）












ｙ＝Ｃｘ

５８２
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由ｅ＝ｘ－^ｘ，φ（ｅ）＝（ｙ）－（^ｙ）可得
ｘ^＝ｘ－ｅ，（^ｙ）＝（ｙ）－φ（ｅ），

从而

ｕ＝Ｋ（ｘ－ｅ）＋Ｆ［（ｙ）－φ（ｅ）］
Ｅｘ＝（Ａ＋Ｂ２Ｋ）ｘ－Ｂ２Ｋｅ＋（Ｂ１＋

　Ｂ２Ｆ）（ｙ）－Ｂ２Ｆφ（ｅ）

Ｅｅ＝（Ａ－ＬＣ）ｅ＋Ｂ１φ（ｅ
{

）

（１９）

定理３　若定理１以及定理２中的线性矩阵不等式
均满足，则基于观测器的控制器可以使系统（１９）
稳定．

证明：令Ｖ（ｘ，ｅ）＝Ｖ１（ｘ）＋αＶ２（ｅ）＝

　ｘＴＥＴＰ１ｘ＋αｅ
ＴＥＴＰ２ｅ

考虑（１９）式
记 Π１＝

（Ａ＋Ｂ２Ｋ）
ＴＰ１＋Ｐ

Ｔ
１（Ａ＋Ｂ２Ｋ）　Ｃ

ＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
１（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）

ＫＴ０Ｃ＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）
ＴＰ１　　　　　－２

[ ]Ｉ
＜０

　Π２＝
（Ａ－ＬＣ）ＴＰ２＋Ｐ

Ｔ
２（Ａ－ＬＣ）　Ｃ

ＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
２Ｂ１

ＫＴ０Ｃ＋Ｂ
Ｔ
１Ｐ２　　　　　　　－２

[ ]Ｉ
＜０

则

Ｖ·｜（１９）＝（Ｅｘ）
ＴＰ１ｘ＋ｘ

ＴＰＴ１Ｅｘ＋α（Ｅｅ）
ＴＰ２ｅ＋

　αｅＴＰＴ２Ｅｅ＝［（Ａ＋Ｂ２Ｋ）ｘ－Ｂ２Ｋｅ＋（Ｂ１＋

　Ｂ２Ｆ）（ｙ）－Ｂ２Ｆφ（ｅ）］
ＴＰ１ｘ＋ｘ

ＴＰＴ１［（Ａ＋

　Ｂ２Ｋ）ｘ－Ｂ２Ｋｅ＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）（ｙ）－

　Ｂ２Ｆφ（ｅ）］＋α［（Ａ－ＬＣ）ｅ＋

　Ｂ１φ（ｅ）］
ＴＰ２ｅ＋

　αｅＴＰＴ２［（Ａ－ＬＣ）ｅ＋Ｂ１φ（ｅ）］

又由（３）、（１５）两式可得，

Ｖ·｜（１９）≤ｘ
Ｔ［ＰＴ１（Ａ＋Ｂ２Ｋ）＋（Ａ＋Ｂ２Ｋ）

ＴＰ１］ｘ－ｘ
ＴＰＴ１Ｂ２Ｋｅ－ｅ

ＴＫＴＢＴ２Ｐ１ｘ＋
ＴＫＴ０Ｃｘ＋ｘ

ＴＣＴＫ０－２
Ｔ＋

　ｘＴＰＴ１（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）＋
Ｔ（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）

ＴＰ１ｘ－ｘ
ＴＰＴ１Ｂ２Ｆφ－φ

ＴＦＴＢＴ２Ｐ１ｘ＋αｅ
Ｔ［ＰＴ２（Ａ－ＬＣ）＋

　（Ａ－ＬＣ）ＴＰ２］ｅ＋αφ
ＴＢＴ１Ｐ２ｅ＋αｅ

ＴＣＴＫ０φ＋αφ
ＴＫＴ０Ｃｅ－２αφ

Ｔφ＝

　

ｘ


ｅ











φ

Ｔ ＰＴ１（Ａ＋Ｂ２Ｋ）＋（Ａ＋Ｂ２Ｋ）
ＴＰ１ Ｃ

ＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
１（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ） ＰＴ１Ｂ２Ｋ ＰＴ１Ｂ２Ｆ

ＫＴ０Ｃ＋（Ｂ１＋Ｂ２Ｆ）
ＴＰ１ －２Ｉ ０ ０

ＫＴＢＴ２Ｐ１ ０ αＰＴ２（Ａ－ＬＣ）＋（Ａ－ＬＣ）
ＴＰ２ α（Ｃ

ＴＫ０＋Ｐ
Ｔ
２Ｂ１）

ＦＴＢＴ２Ｐ１ ０ α（ＫＴ０Ｃ＋Ｂ
Ｔ
１Ｐ２） －２α













Ｉ

＝

　

ｘ


ｅ











φ

Ｔ

Π１ ＰＴ１Ｂ２Ｋ ＰＴ１Ｂ２Ｆ

ＫＴＢＴ２Ｐ１ ０ ０

ＦＴＢＴ２Ｐ１ ０ αΠ











２

ｘ


ｅ











φ

显然，定理１和定理２可以分别保证 Π１＜０，Π２＜
０，对于充分大的α＞０，可知

Ｖ·｜（１９）＜０．
由引理２知，系统（１９）是强绝对稳定的．

３　仿真算例

首先研究定理的不等式条件的求解问题．

令Ｕ＝［Ｕ１　Ｕ２］和Ｖ＝［Ｖ１　Ｖ２］是正交矩阵，

满足

Ｅ＝Ｕ
Σｒ ０[ ]０ ０

ＶＴ．

容易验证ＥＶ２＝０，Ｕ
Ｔ
２Ｅ＝０．其中，Σｒ∈Ｒ

ｒ×ｒ是对角正

定矩阵．

根据文献［１１］的结果，Ｙ１＝Ｙ２．
其中，

Ｙ１＝｛Ｘ∈Ｒ
ｎ×ｎ｜ＸＴＥＴ＝ＥＸ｝，

Ｙ２＝｛Ｘ＝Ｐ１Ｅ
Ｔ＋Ｖ２Ｓ｜Ｐ１∈Ｒ

ｎ×ｎ，

　Ｐ１＝Ｐ
Ｔ
１，Ｓ∈Ｒ

（ｎ－ｒ）×ｎ｝．
于是，在不增加保守性的前提下，定理１的条

件可以分别归结为如下算法．
３．１　算法

状态反馈控制器设计算法：

寻找矩阵

Ｐ１∈Ｒ
ｎ×ｎ，Ｐ１＞０

Ｓ∈Ｒ（ｎ－ｒ）×ｎ，Ｙ∈Ｒｍ×ｎ，Ｆ∈Ｒｍ×ｍ

满足

Ｔ＝
Ｔ１ Ｔ２
Ｔ３ Ｔ[ ]

４

其中，

Ｔ１＝ＥＰ
Ｔ
１Ａ
Ｔ＋ＳＴＶＴ２Ａ

Ｔ＋ＹＴＢＴ２＋ＡＰ１Ｅ
Ｔ＋

６８２
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　ＡＶ２Ｓ＋Ｂ２Ｙ，

Ｔ２＝Ｔ
Ｔ
３，

Ｔ３＝Ｋ
Ｔ
０ＣＰ１Ｅ

Ｔ＋ＫＴ０ＣＶ２Ｓ＋Ｂ
Ｔ
１＋Ｆ

ＴＢＴ２，

Ｔ４＝－２Ｉ

其中，Ｋ＝Ｙ（Ｐ１Ｅ
Ｔ＋Ｖ２Ｓ）

－１．

注释：ＬＭＩ的可行性问题．ＬＭＩ的可行性问题

可以用内点法等全局收敛的算法进行求解．因此，

上述算法都是收敛的．

根据文献［１１］，观测器设计算法设计为寻找

矩阵

Ｘ∈Ｒｎ×ｎ，Ｘ＞０，

Ｓ∈Ｒ（ｎ－ｒ）×ｎ，Ｚ∈Ｒｍ×ｎ

满足

Ｗ＝
Ｗ１ Ｗ２
Ｗ３ Ｗ[ ]

４

其中，

Ｗ１＝Ａ
Ｔ（ＸＥ＋Ｕ２Ｓ）＋（ＸＥ＋Ｕ２Ｓ）

ＴＡ＋

　ＣＴＺ＋ＺＴＣ，

Ｗ２＝Ｗ
Ｔ
３，

Ｗ３＝Ｋ
Ｔ
０Ｃ＋Ｂ

Ｔ
１（ＸＥ＋Ｕ２Ｓ），

Ｗ４＝－２Ｉ，

其中，Ｌ＝－（ＸＥ＋Ｕ２Ｓ）
－ＴＺＴ．

３．２　算例

Ｅ＝

４ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ ０ ０













０ ０ ０ ０

，Ａ＝

３ ０ ２ ０

０ －３ ９ １

２ ０ ０ １













０ ２ ０ ３

，

Ｂ１＝

１ ０

２ ０

０ ０













０ ２

，Ｂ２＝

１ ０

１ ０

１ ０













０ ９

，Ｃ＝

０ １

４ ０

１ １













０ １

（ｙ）＝２ｓｉｎｙ＋３ｙ，

Ｋ０＝
５ ０[ ]０ ５

．

显然有Ｕ＝Ｖ＝Ｉ，

即

Ｕ１＝

１ ０

０ １

０ ０













０ ０

，Ｕ２＝

０ ０

０ １

０ ０













０ １

，

Ｖ１＝

１ ０

０ １

０ ０













０ ０

，Ｖ２＝

０ ０

０ ０

１ ０













０ １

．

由状态反馈控制器设计算法可得

Ｋ＝

－１３４．３０６７ －３５．３９８４

－０．４４４８ ２．１５７３

－１．７９７０ １．６７５８

４．３５４７ １．













５４１９

，

Ｆ＝
－６４．０９４４ －８．７８４９

１．７６３７ ２．[ ]７８４２
，

由观测器设计算法可得

Ｌ＝

１３．７１８９ ９４．９４４３

３２．９７０７ －２１．５６８２

０．０８５１ １．２８００

４７．１０１２ －３９７．













６６６１

，

如图所示闭环系统稳定．

图１　状态轨迹

Ｆｉｇ．１　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｔａｔｅ

４　小结

本文已经考虑了Ｌｕｒｉｅ广义系统基于状态观测

器的控制器设计问题，根据 Ｌｕｒｉｅ广义系统已有的

结论，给出了状态反馈控制器和观测器的设计方

法．证明了分离原理，进而得到了基于观测器的控

制器设计方法．证明过程中没有使用模型变换，降

低了结果的保守性．值得说明的是，文中的结果都

是以线性矩阵不等式的形式给出的，很容易进行数

值求解，但其一般只是充分条件．因此，线性矩阵不

等式的可解性问题是需要进一步研究的内容．

７８２
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