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主动滑模控制时滞时空混沌星形网络

的函数投影同步
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摘要　研究了拓扑等价的多个时空混沌系统组成的星形网络，提出了一种主动滑模控制时滞时空混沌星形

网络的函数投影同步控制方法，实现了多个时空混沌系统的同步．在结合主动控制和滑模控制方法的基础

上，设计了主动滑模控制器的结构，得到了网络函数投影同步的必要条件．以Ｇｒａｙ—Ｓｃｏｔｔ时空系统作为网络

节点构成的星形网络为例进行了仿真模拟．结果验证了主动滑模控制器的有效性．

关键词　时空混沌，　时滞函数投影同步，　星形网络，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理，　主动滑模控制
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引 言

自从Ｏｔｔ［１］和 Ｃａｒｒｏｌｌ［２］等人在１９９０年开创性
地实现混沌同步以来，由于其潜在的应用价值，唤

起了许多领域科研人员的研究兴趣．随之，很多同
步控制方法被提出，例如，广义同步，投影同步，相

同步，滑模控制同步，自适应同步等．最近，基于主
动控制和滑模控制方法的优点，提出了一种实现混

沌同步的新方法“主动滑模控制方法”［３］．其同步
机理分为两步：首先选择适当的主动控制器，然后

设计滑模控制器来实现同步．另一个有趣的同步现
象被创建，叫做函数投影同步［４］，驱动和响应系统

的状态变量同步到一个函数矩阵．因为函数投影同
步的多样性，所以很多的学者进行了这方面的研

究．众所周知在神经元和保密通讯信息传递时，时
间延迟是不可避免的［５］．所以，在一个系统与其他
系统同步的过程中，考虑时滞的影响是非常合理

的．
通过对比我们发现，在外部影响方面，大多数

的同步文献都没有考虑任何的外部扰动．然而，从
实际的角度来看，噪声干扰是不可避免的．在不断
变化的环境中［６］，混沌系统总是被环境中的一些未

知因素所干扰，对时空混沌施加一个小扰动将导致

该系统的混沌行为急剧变化．由于混沌同步是不可
避免地受到外部干扰，人为增加干扰影响到混沌系

同步的理论已成为重要的研究课题．在选取系统方
面，多数的科研人员选择时变混沌系统作为网络节

点进行同步研究，然而自然生态系统是由大量的时

空混沌系统所构成．时空混沌同步在许多领域有着
广泛的应用价值［７］，例如，安全通信，物理，自动控

制，流体，化学和生物系统．因此，时空混沌同步已
经吸引了学者非常广泛的关注．

被上述讨论所激发，本文中，我们考虑了外部

扰动对混沌同步的影响，选取更符合实际的时空混

沌系统作为网络节点，通过主动滑模控制方法，研

究了时滞时空混沌星形网络的函数投影同步．基于
主动滑模控制技术，给出了星形复杂网络同步必要

条件，以确保函数投影滞后同步发生，并有效地消

除了噪声的干扰．数值模拟结果表明该方法的可行
性和有效性．

１　同步原理

考虑一个由Ｎ个相同的时空混沌系统作为节
点的星形复杂网络，其中每个节点在 ｔ时刻的状态
方程为：

ｕｉ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝Ａｕｉ（ｘ，ｔ）＋Ｆ（ｕｉ（ｘ，ｔ））

（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （１）
以Ｎ个时空混沌系统（１）为网络节点，构成一

个单向连接的星形网络，网络节点 ｉ满足以下状态
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方程：

ｕｉ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝Ａｕｉ（ｘ，ｔ）＋Ｆ（ｕｉ（ｘ，ｔ））＋

　∑
Ｎ

ｊ＝１
ｇｉｊｕｊ（ｘ，ｔ－τｊ）＋Ｄｉ（ｔ）＋Ｕｉ（ｘ，ｔ） （２）

其中ｕｉ（ｘ，ｔ）＝［ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ），…，ｕｎ（ｘ，ｔ）］
Ｔ∈

Ｒｎ为节点ｉ的状态变量，ｘ，ｔ为系统的空间和时间
变量．Ａ∈Ｒｎ×ｎ代表系统线性部分的常数矩阵，Ｆ：Ｒｎ

→Ｒｎ是系统的非线性部分．ｇｉｊ表示耦合矩阵 Ｇ的
矩阵元，它的具体表示因网络的连接类型而异，并

代表网络的拓扑结构．本文采用单变量耦合连接，
内部耦合函数为ｕｊ（ｘ，ｔ－τｊ），Ｄｉ（ｔ）是外部干扰，Ｕｉ
（ｘ，ｔ）为控制器．

假设存在一个函数矩阵Ｐ（ｔ）＝ｄｉａｇ｛Ｐ１（ｔ），Ｐ２
（ｔ），…，Ｐｎ（ｔ）｝，Ｐ（ｔ）表示一个“函数矩阵”．如果满
足，ｌｉｍｔ→∞‖ｕ１（ｘ，ｔ－τ１）－Ｐ（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１）‖＝
０，则称星形网络实现了“函数投影滞后同步”，‖
Ｄ１（ｔ－τ１）‖＜δ１，‖Ｐ（ｔ）Ｄｉ＋１（ｔ－τｉ＋１）‖ ＜δ２，其
中δ１，δ２为常数．

定义误差 ｅｉ（ｘ，ｔ）＝ｕ１（ｘ，ｔ－τ１）－Ｐ（ｔ）ｕｉ＋１
（ｘ，ｔ－τｉ＋１），网络的误差可以被表示为：

ｅｉ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝
ｕｉ（ｘ，ｔ－τ１）

ｔ
－Ｐ·（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－

　τｉ＋１）－Ｐ（ｔ）
ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１）

ｔ
＝Ａｕ１（ｘ，ｔ－

　τ１）＋Ｆ（ｕ１（ｘ，ｔ－τ１））＋Ｄ１（ｔ－τ１）－

　Ｐ·（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１）－Ｐ（ｔ）（Ａｕｉ＋１（ｘ，ｔ－
　τｉ＋１）＋Ｆ（ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１））＋（ｕ１（ｘ，ｔ－
　τ１）－ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１））＋Ｄｉ＋１（ｔ－τｉ＋１）＋

　Ｕｉ＋１（ｘ，ｔ））＝Ａｅｉ（ｘ，ｔ）－Ｐ
·
（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－

　τｉ＋１）＋Ｆ（ｕ１（ｘ，ｔ－τ１））－Ｐ（ｔ）Ｆ（ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－
　τｉ＋１））＋Ｄ１（ｔ－τ１）－Ｐ（ｔ）Ｄｉ＋１（ｔ－τｉ＋１）－
　Ｐ（ｔ）（ｕ１（ｘ，ｔ－τ１）－ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１））－

　Ｐ（ｔ）Ｕｉ＋１（ｘ，ｔ）＝Ａｅｉ（ｘ，ｔ）－Ｐ
·
（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－

　τｉ＋１）＋Ｆ０（ｘ，ｔ）＋Ｄ（ｔ）－Ｐ（ｔ）Δｕ（ｘ，ｔ）－
　Ｐ（ｔ）Ｕｉ＋１（ｘ，ｔ） （３）

其中

Ｆ０（ｘ，ｔ）＝Ｆ（ｕ１（ｘ，ｔ－τ１））－Ｐ（ｔ）Ｆ（ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－
　τｉ＋１）），Δｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ１（ｘ，ｔ－τ１））－ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－
　τｉ＋１），Ｄ（ｔ）＝Ｄ１（ｔ－τ１）－Ｐ（ｔ）Ｄｉ＋１（ｔ－τｉ＋１）．
实现网络同步，即要满足下式：

ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅｉ‖＝ｌｉｍｔ→∞‖ｕ１（ｘ，ｔ－τ１）－

　Ｐ（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－τｉ＋１）‖＝０ （４）
依据主动控制设计方法，我们选择如下的控制

器Ｕｉ（ｘ，ｔ）

Ｕｉ（ｘ，ｔ）＝Ｐ
－１（ｔ）（Ｆ０（ｘ，ｔ）－Ｐ

·
（ｔ）ｕｉ＋１（ｘ，ｔ－

　τｉ＋１）－Ｐ（ｔ）Δｕ（ｘ，ｔ））－Ｐ
－１（ｔ）Ｈｉ（ｘ，ｔ） （５）

式中，ｉ＝２，３，…，Ｎ．
误差系统（３）改写为

ｅｉ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝Ａｅｉ（ｘ，ｔ）＋Ｈｉ（ｘ，ｔ）＋Ｄ（ｔ） （６）

等式（６）描述了一个新定义的控制输入 Ｈｉ（ｘ，
ｔ）．在主动滑模控制法则中，Ｈｉ（ｘ，ｔ）是基于滑模控
制律设计的

Ｈｉ（ｘ，ｔ）＝ＫＷｉ（ｘ，ｔ） （７）

其中Ｋ＝［Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ］
Ｔ∈Ｒｎ是一个常数增益矩

阵和Ｗｉ（ｘ，ｔ）∈Ｒ是控制输入，满足下式：

Ｗｉ（ｘ，ｔ）＝
Ｗ＋ｉ（ｘ，ｔ）　Ｓｉ（ｅ）≥０

Ｗ－ｉ（ｘ，ｔ）　Ｓｉ（ｅ）＜{ ０
（８）

设Ｓｉ＝Ｓｉ（ｅ）为滑模控制的切换函数，于是有
ｅｉ（ｘ，ｔ）＝Ａｅｉ（ｘ，ｔ）＋ＫＷｉ（ｘ，ｔ）＋Ｄ（ｔ） （９）

滑模面的定义如下：

Ｓｉ（ｅ）＝Ｃｅｉ （１０）
其中Ｃ＝［Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ］是一个常数矩阵，当

滑模面满足下列条件：

Ｓ·ｉ（ｅ）＝０　ａｎｄ　Ｓｉ（ｅ）＝０ （１１）
基于（９）－（１１），可以推断出如下结果：
Ｓ·ｉ（ｅ）＝Ｃ（Ａｅｉ（ｘ，ｔ）＋ＫＷｉ（ｘ，ｔ）＋Ｄ（ｔ））（１２）
当系统发生滑模运动时，需满足如下条件：

Ｓ·ｉ＝－ｑｓｇｎ（Ｓｉ）－ｒＳｉ （１３）
其中ｓｇｎ（·）表示符号函数．常数满足ｑ＞０和ｒ＞０．

依据等式（９），（１０），（１３），我们有
Ｗｉ（ｘ，ｔ）＝－（ＣＫ）

－１［ＣＡｅｉ（ｘ，ｔ）＋
　ＣＤ（ｔ）＋ｑｓｇｎ（Ｓｉ）＋ｒＳｉ］ （１４）
在实际工程应用中干扰是未知的．因此，控制

输入Ｗｉ（ｘ，ｔ）被改写如下：

Ｗｉ（ｘ，ｔ）＝－（ＣＫ）
－１［ＣＡｅｉ（ｘ，ｔ）＋

　ｑｓｇｎ（Ｓｉ）＋ｒＳｉ］ （１５）
定理１　通过添加控制输入 Ｗｉ（ｘ，ｔ），满足不等式

‖Ｃ‖（δ１＋δ２）＜ｑ，可实现星形网络函数滞后投影
同步，也就是说，误差的状态轨迹沿着滑模面收敛

到零．
证明　考虑如下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

６７２
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Ｖ＝∑
Ｎ

ｉ＝１

１
２Ｓ

２
ｉ （１６）

等式（１６）的时间导数是

Ｖ· ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ＳｉＳ
·

ｉ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ＳｉＣ｛Ａｅｉ（ｘ，ｔ）－

　Ｋ（ＣＫ）－１［ＣＡｅｉ（ｘ，ｔ）＋ｑｓｇｎ（Ｓｉ）＋ｒＳｉ］＋

　Ｄ（ｔ）｝＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（－Ｓｉｑｓｇｎ（Ｓｉ）－ｒＳ

２
ｉ＋

　ＳｉＣＤ１（ｔ－Ｔ１）－ＳｉＣＰ（ｔ）Ｄｉ＋１（ｔ－τｉ＋１））≤

　∑
Ｎ

ｉ＝１
（－‖Ｓｉ‖ｑｓｇｎ（Ｓｉ）－ｒＳ

２
ｉ＋

　‖ＳｉＣ‖‖Ｄ１（ｔ－Ｔ１）‖ ＋
　‖ＳｉＣ‖‖Ｐ（ｔ）Ｄｉ＋１（ｔ－τｉ＋１）‖）≤

　∑
Ｎ

ｉ＝１
（－‖Ｓｉ‖ｑｓｇｎ（Ｓｉ）－ｒＳ

２
ｉ＋‖ＳｉＣ‖δ１＋

　‖ＳｉＣ‖δ２）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（‖Ｓｉ‖［‖Ｃ‖（δ１＋

　δ２）－ｑ］－ｒＳ
２
ｉ） （１７）

当满足不等式‖Ｃ‖（δ１＋δ２）＜ｑ，即．根据
Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，误差系统是渐近稳定的．定
理１证明完毕．

２　数值模拟

为了说明上述的同步原理，以拓扑等价Ｇｒａｙ－
Ｓｃｏｔｔ时空混沌系统作为星型网络的节点进行同步
模拟．

Ｇｒａｙ－Ｓｃｏｔｔ时空混沌系统，其动力学方程如下
描述［８］：

ｕ１
ｔ
＝－ｕ１ｕ

２
２＋ａ（１－ｕ１）＋ｄ１Δ

２ｕ１

ｕ２
ｔ
＝ｕ１ｕ

２
２－（ａ＋ｂ）ｕ２＋ｄ２Δ

２ｕ{
２

（１８）

其中参量 ａ＝０．０２８，ｂ＝０．０５３，ｄ１＝２×１０
－５，

ｄ２＝１０
－５．周期性边界条件取ｕ１（０，ｔ）＝ｕ１（Ｌ，ｔ）＝

１，ｕ２（０，ｔ）＝ｕ２（Ｌ，ｔ）＝０．选取时间步长 Δｔ＝１，空
间步长 ΔＬ＝０．０１．系统状态变量的时空演化呈现
混沌行为，其相图如图１、２所示．单向连接星形网
络的耦合矩阵Ｇ为

Ｇ＝

０ ０ ０ … ０
１ －１ ０ … ０
… … … … …

１ ０ … －１ ０
１ ０ … ０ －















１

（１９）

其中

Ｕｉ（ｘ，ｔ）＝
Ｕｉ１（ｘ，ｔ）

Ｕｉ２（ｘ，ｔ
[ ]）

Ａ＝
－ａ ０
０ －（ａ＋ｂ[ ]）

Ｆ（ｕｉ（ｘ，ｔ））＝

　
－ｕｉ１（ｘ，ｔ）ｕｉ２（ｘ，ｔ）

２＋ａ＋ｄｉ１
２ｕｉ１（ｘ，ｔ）

ｕｉ１（ｘ，ｔ）ｕｉ２（ｘ，ｔ）
２＋ｄｉ２

２ｕｉ２（ｘ，ｔ
[ ]

）

Ｄｉ（ｔ）＝
ｄｉ１（ｔ）

ｄｉ２（ｔ
[ ]） ＝

　
（－１）ｉ０．０００１ｃｏｓ（２０ｔ）

（－１）ｉ０．０００１ｃｏｓ（１０ｔ[ ]）
其中Ｐ１（ｔ）＝ｄｉａｇ｛６０＋２ｓｉｎ（ｔ），６０＋２ｃｏｓ（ｔ）｝，Ｐ２
（ｔ）＝ｄｉａｇ｛４０＋２ｓｉｎ（ｔ），４０＋２ｃｏｓ（ｔ）｝，Ｐ３（ｔ）＝ｄｉ

ａｇ｛２０＋２ｓｉｎ（ｔ），２０＋２ｃｏｓ（ｔ）｝并且 Ｕ１（ｘ，ｔ）＝０．

控制参数Ｃ＝［１，１］，Ｋ＝［１，１］Ｔ，ｒ＝０．２，ｑ＝０．

００８．根据定理１，得到控制输入Ｗｉ（ｘ，ｔ）

Ｗｉ（ｘ，ｔ）＝［－０．１７２　－０．１１９］ｅｉ－０．００８ｓｇｎ（Ｓｉ）＝

　
－０．１７２ｅｉ１－０．１１９ｅｉ２－０．００８　Ｓｉ＞０

－０．１７２ｅｉ１－０．１１９ｅｉ２＋０．００８　Ｓｉ＜{ ０
（２０）

图１　变量ｕ１（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕ１（ｘ，ｔ）

图２　变量ｕ２（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｕ２（ｘ，ｔ）

从如图３－８所示的误差演化图样中可以看

出，误差值在演化初始未加控制阶段振荡还存在，

在ｔ＝２３００施加控制后，经过很短的时间序列后，

节点与节点之间相应状态变量的运动轨迹趋于一

致，即误差变量趋于零，网络同步得以实现．模拟仿
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真我们还发现，无论节点数 Ｎ取何值，无论节点是

任何的时间或时空混沌系统，整个复杂网络的混沌

同步均可实现．

图３　误差变量ｅ１１（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｅ１１（ｘ，ｔ）

图４　误差变量ｅ１２（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｅ１２（ｘ，ｔ）

图５　误差变量ｅ２１（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｅ２１（ｘ，ｔ）

图６　误差变量ｅ２２（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｅ２２（ｘ，ｔ）

图７　误差变量ｅ３１（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｅ３１（ｘ，ｔ）

图８　误差变量 ｅ３２（ｘ，ｔ）的时空演化

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅｒｒｏｒｅ３２（ｘ，ｔ）

３　结论

本文通过以Ｇｒａｙ－Ｓｃｏｔｔ时空系统作为网络节
点构成的星形网络为例进行了仿真模拟，得到如下

结论：任选网络一个节点的 Ｇｒａｙ－Ｓｃｏｔｔ时空混沌
系统作为目标系统，整个星形网络将同步于这个指

定的网络节点的时空混沌状态．无论星形网络的节
点数如何递增以及何时开始施加网络耦合，经过短

暂的时间序列，整个星形网络所有节点相应的误差

变量随时间的演化均迅速地趋于零．
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