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摘要　主要对含裂纹梁在振动与超声波联合激励下所出现的非线性动力响应的机理和特性进行研究．将疲

劳裂纹在外加激励下的状态简化为周期性张开 －闭合的非线性过程，基于圣维南原理，采用有限元方法建

立了含非对称疲劳裂纹梁的非线性数值分析模型．利用非线性输出频率响应函数（ＮＯＦＲＦｓ）概念，对裂纹梁

在高－低频简谐激励下所出现的非线性动力响应特性的机理进行了解释．具体以悬臂梁为例，仿真分析了

裂纹深度和裂纹位置等参数的变化对系统非线性动力响应特性的影响规律．

关键词　非线性特性，　裂纹检测，　多频激励，　非线性输出频率响应函数

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０３５

引 言

疲劳裂纹是结构损伤的主要方式之一，发展实时

可靠的结构疲劳裂纹早期无损检测方法，以避免由于

疲劳裂纹而引发的事故，具有重要的工程应用价值．
目前国内外学者已提出了很多结构无损检测方法，如

声发射法［１］，电涡流法［２］，基于振动法［３］和超声检测

技术［４］．其中超声检测技术具有比较大的检测范围，
对小裂纹也有高灵敏度［５］，获得了广泛关注．

传统超声检测技术主要利用声波传播过程中

遇到缺陷时波的反射、散射和幅值变化等线性特征

进行缺陷检测．最近几年，人们对利用非线性振动
和声学现象进行裂纹检测产生了兴趣，因为基于声

学信号的非线性效应方法比其他基于线性效应的

技术对裂纹更加敏感［６，７］．这种方法利用高频超声
波和低频振动对结构进行联合激励，当被检测结构

出现裂纹时，两种激励信号相互作用导致波的调制

—“弱”的声波信号被“强”的振动信号调制，出现

非线性调制响应效应，并且输出响应的幅值与裂纹

大小和位置直接相关［８，９］．因此，非线性调制响应
可以作为结构中出现裂纹的象征，用于结构裂纹的

无损检测．目前已有很多学者进行了这方面的研
究．Ｄｏｎｓｋｏｙ和 Ｓｕｔｉｎ［１０］利用超声波和振动的非线
性调制作用在不同的结构中进行裂纹检测，他们发

现，非线性技术比传统线性声学技术有一定的优

点，特别是辨别能力强、敏感度高并适用于高度不

均匀结构．Ｄｕｆｆｏｕｒ等人［６］研究了用于金属结构裂

纹检测的振动调制方法，研究证明了这种方法对裂

纹分开和闭合的初始状态极其敏感．Ｐａｒｓｏｎｓ和
Ｓｔａｓｚｅｗｓｋｉ［８］利用高－低频激励对金属结构的疲劳
裂纹进行检测．Ｒｙｌｅｓ等人［１１］比较了非线性声波和

Ｌａｍｂ波技术用于结构疲劳裂纹的检测，结果表明
两种方法对微疲劳裂纹有相似的敏感度．Ｈｕ［９］和
Ａｙｍｅｒｉｃｈ［１２］等人分别对非线性振动调制方法用于
金属结构和复合材料结构的裂纹检测进行了研究．
但是从所参考的文献来看，大部分研究工作主要是

对非线性调制效应用于裂纹检测的定性分析很少有

尝试对裂纹的定量评估．同时，尽管提出了不同的理
论尝试去解释这些非线性效应，但仍然没有很好揭

示低频振动激励信号如何调制高频声波响应［９］．
本文主要拟对裂纹结构在受到高频超声波和

低频振动混合激励下的非线性响应特征进行系统

分析，探讨裂纹梁在高－低频简谐激励下所出现的
非线性动力响应特性的机理，定量评估裂纹梁的非

线性调制响应对裂纹尺寸的敏感度．

１　裂纹梁的有限元模型

考虑如图１所示的横向闭合裂纹梁结构．设梁
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的长度为Ｌ，高度为ｈ，宽度为ｂ，有一深度为ａ的裂
纹，距离左端为Ｌｃ．

图１　裂纹梁结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｗｉｔｈａｎｅｄｇｅｃｒａｃｋ

假设当梁振动时，裂纹会周期性开—合，且梁

的刚度随着裂纹状态的变化而改变（如图 ２所
示）．则裂纹可以采用改变梁的刚度来建模．目前已
有很多裂纹梁的建模方法，一般可以归纳为以下三

类［１３］：局部刚性降低模型、离散弹簧模型和二维

或三维复合模型．本文采用参考文献［１４］中所提
出的有限元方法对裂纹进行建模．

图２　裂纹开—合过程

Ｆｉｇ．２　Ｃｒａｃｋｏｐｅｎｉｎｇ－ｃｌｏｓｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓ

图３　裂纹单元示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｃｒａｃｋｅｌｅｍｅｎｔ

１．１　单元矩阵
基于圣维南原理，假设应力场仅在裂纹邻近区

域受到影响，则当单元尺寸在一定范围内时，可以

认为除裂纹单元之外的其他单元，其刚度矩阵不

变．对图３所示的裂纹单元，假设只考虑弯曲变形，
则其应变能可以表达为

Ｗ＝Ｗ（０）＋Ｗ（１） （１）

其中，Ｗ（０）是无裂纹单元的应变能

Ｗ（０） ＝ １２ＥＩ∫
ｌ

０
（Ｍ＋Ｐｘ）２ｄｘ （２）

而Ｗ（１）是因为裂纹而增加的应变能，可以通过

以下给出

Ｗ（１） ＝ｂ∫
ａ

０
［（Ｋ１Ｍ ＋Ｋ１Ｐ）

２＋Ｋ２ⅡＰ］／Ｅ′ｄａ （３）

其中

Ｋ１Ｍ＝（６Ｍ／ｂｈ
２）π槡 ａＦ１（ｓ）

Ｋ１Ｐ＝（３Ｐｌ／ｂｈ
２）π槡 ａＦ１（ｓ）

ＫⅡＰ＝（Ｐ／ｂｈ）π槡 ａＦⅡ（ｓ） （４）

且

Ｆ１（ｓ）＝ （２／πｓ）ｔａｎ（πｓ／２槡 ）［０．９２３＋

　０．１９９（１－ｓｉｎ（πｓ／２）４）］（πｓ／２）

ＦⅡ（ｓ）＝（３ｓ－２ｓ
２）（１．１２２－０．５６１ｓ＋

　０．０８５ｓ２＋０．１８ｓ３）／１－槡 ｓ （５）

在以上等式中，Ｅ′＝Ｅ／（１＋ν）为平面应变，Ｅ

是弹性模量，ν是泊松比，Ｉ是横向截面的惯性力

矩，ｓ＝ａ／ｈ是相对裂纹大小，ａ是裂纹深度，ｈ和 ｂ

分别是横截面的高度和宽度，而Ｋ１和ＫⅡ分别为裂

纹分开和闭合时的应力强度因子．

利用线性弹性范围的卡氏定理，裂纹单元 Ｃｅ
的柔度矩阵的向量ｃｉｋ可以阐述为

ｃｉｋ＝
２Ｗ
ＰｉＰｋ

＝ｃｋｉ，ｉ，ｋ＝１，２　Ｐ１＝Ｐ，Ｐ２＝Ｍ

（６）

而无裂纹单元的柔度矩阵 Ｃ（０）ｅ 中的向量 ｃ
（０）
ｉｋ

可以写作

ｃ０ｉｋ＝
２Ｗ（０）

ＰｉＰｋ
＝ｃ０ｋｉ，ｉ，ｋ＝１，２　Ｐ１＝Ｐ，Ｐ２＝Ｍ

（７）

利用虚功原理，无裂纹单元的刚度矩阵可以写作

Ｋｕｅ＝ＴＣ
（０）－１
ｅ ＴＴ （８）

而裂纹单元的刚度矩阵为

Ｋｄｅ＝ＴＣ
－１
ｅ Ｔ

Ｔ （９）

其中Ｔ为从转换矩阵，且为

Ｔ＝
－１ －ｌ １ ０
０ －[ ]１ ０ １

（１０）

假设裂纹只对梁的刚度产生影响且对质量和

阻尼没有影响，因此可以得到单元质量矩阵

７４２
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Ｍｅ＝
ｍｌ
４２０

１５６ ２２ｌ ５４ －１３ｌ

２２ｌ ４ｌ２ １３ｌ －３ｌ２

５４ １３ｌ １５６ －２２ｌ

－１３ｌ －３ｌ２ －２２ｌ ４ｌ













２

（１１）

其中ｍ是梁每一单位长度的质量．
基于比例阻尼模型［１５］，阻尼矩阵 Ｄ可以通过

与无裂纹结构相关的模态矩阵转换计算得到

Ｄ＝（ΦＴ）－１ｄΦ－１ （１２）
且

ｄ＝２

ζ１ω１Ｍ１ ０ … ０

０ ζ２ω２Ｍ２ … ０

   

０ ０ … ζｎωｎＭ













ｎ

（１３）

其中ζｉ是第 ｉ个阻尼比，ωｉ是第 ｉ个固有频率，Ｍｉ
是第ｉ个与无裂纹梁相关的模态质量．
１．２　运动方程

考虑在激励力Ｆ作用下裂纹截面分开和闭合
的变化状态．当裂纹分开时，它影响局部裂纹单元
的刚度．当裂纹闭合时，它对梁刚度的影响可以忽
略不计．因此裂纹梁的运动方程可以通过以下两种
不同等式给出，一种描述裂纹闭合时的状态，而另

一种表示裂纹分开时的状态．
Ｍｕ̈＋Ｄｕ＋Ｋｕｕ＝ＰＦ（ｔ），δ＝０
Ｍｕ̈＋Ｄｕ＋Ｋｄｕ＝ＰＦ（ｔ），δ＝１ （１４）

其中，参数δ确定梁的裂纹状态 （δ＝０代表裂纹闭
合，δ＝１代表裂纹张开），ｕ为位移向量，Ｍ为质量矩
阵，Ｄ为阻尼矩阵，Ｋｕ和Ｋｄ分别为裂纹闭合和张开时
的刚度矩阵，Ｐ为力向量，而 Ｆ（ｔ）为激励力函数．

２　高低频调制机理

方程（１４）描述的裂纹梁是一个双线性特性的
非线性系统．许多研究已经表明，当双线性特性的
非线性系统受到单谐波输入时，在输出响应中可以

观察到超谐波成分．而当受到多个谐波输入，在系
统响应中一些新的频率成分以输入谐波的“耦合

项”产生［１８］．这些现象称为非线性效应，已经证明
其对结构中的裂纹非常敏感．这种现象可以通过
Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数理论来解释［１７］．

众所周知，Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数方法是通过一系列初
次和高次频率响应函数（ＦＲＦｓ）［１６，１７］来表示一个
非线性系统，是分析非线性系统的有力工具．基于

Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，Ｌａｎｇ等人［１９］提出了非线性输出频率

响应函数（ＮＯＦＲＦｓ）的概念，并且发现结构裂纹可
以通过观察ＮＯＦＲＦｓ中的各种谐波波峰进行检测．
这个概念可以认为是线性系统的ＦＲＦｓ在非线性领
域的推广．在本节中，我们采用 ＮＯＦＲＦｓ的概念来
解释多频激励下裂纹梁的非线性响应．

在方程 （１４）中，单元节点位移ｕｉ（ｔ）（ｉ＝１，·
··，２ｎ）和输入力Ｆ（ｔ）的关系可以用Ｖｏｌｔｅｒｒａ级
数进行描述［１８］

ｕｉ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｌ＝１
∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈ（ｌ）（τ１，…，τｌ）∏

ｌ

ｋ＝１
Ｆ（ｔ－

τｋ）ｄτｋ （１５）

其中ｈ（ｌ）（τ１，…，τｌ）是第ｌ阶Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，而Ｎ表
示系统非线性的最大阶数．在频域中，公式（１５）可
以表示为

Ｕｉ（ｊω）＝∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｕ（ｉ，ｌ）（ｊω）＝∑

Ｎ

ｌ＝１
Ｇｌ（ｊω）Ｆｌ（ｊω），

（ｉ＝１，…，２ｎ） （１６）
上式中，Ｇｌ（ｊω）是第 ｌ阶非线性输出频率响应

函数（ＮＯＦＲＦ），它被Ｌａｎｇ和Ｂｉｌｌｉｎｇｓ［１９］定义为

Ｇｌ（ｊω）＝
∫ω１＋…＋ωｌ＝ωＨｌ（ｊω１，…，ｊωｌ）∏

ｌ

ｋ＝１
Ｆ（ｊωｋ）ｄσｌω

∫ω１＋…＋ωｌ＝ω∏
ｌ

ｋ＝１
Ｆ（ｊωｋ）ｄσｌω

（１７）
其中

Ｆｌ（ｊω）＝
１槡／ｌ
（２π）ｌ－１∫ω１＋…＋ωｌ＝ω∏

ｌ

ｋ＝１
Ｆ（ｊωｋ）ｄσｌω≠０

（１８）
而方程

Ｈｌ（ｊω１，…，ｊωｌ）＝∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈｌ（τ１，…，

　τｌ）ｅ
－（ω１τ１＋…＋ωｌτｌ）ｊｄτ１…ｄτｌ （１９）

定义了广义频率响应函数（ＧＦＲＦ），它是 ｈｌ
（τ１，…，τｌ）的多维傅里叶变换，而

∫ω１＋…＋ωｌ＝ωＨｌ（ｊω１，…，ｊωｌ）∏
ｌ

ｋ＝１
Ｆ（ｊωｋ）ｄσｌω （２０）

代表∫ω１＋…＋ωｌ＝ωＨｌ（ｊω１，…，ｊωｌ）∏
ｌ

ｋ＝１
Ｆ（ｊωｋ）ｄσｌω 在 ｌ

维超平面的积分．
当非线性系统受到谐波力输入

ｆ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（ωＦｔ＋β） （２１）

则输出谱Ｕｉ（ｊω）可以描述为
［１９］

８４２
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Ｕｉ（ｊω）＝∑
Ｎ

ｌ＝１
Ｕ（ｉ，ｌ）（ｊω）＝∑

Ｎ

ｌ＝１
ＧＨｌ（ｊω）Ａｌ（ｊω）（２２）

且

ＧＨｌ（ｊω）＝

　
（１／２ｌ）∑ωｋ１＋…＋ωｋｌ＝ω

Ｈｌ（ｊωｋ１，…，ｊωｋｌ）Ａ（ｊωｋ１）…Ａ（ｊωｋｌ）

（１／２ｌ）∑ωｋ１＋…＋ωｋｌ＝ω
Ａ（ｊωｋ１）…Ａ（ｊωｋｌ）

（２３）
和

Ａｌ（ｊω）＝
１
２ｌ ∑ωｋ１＋…＋ωｋｌ＝ω

Ａ（ｊωｋ１）…Ａ（ｊωｋｌ）≠０

（２４）
定义系统的第ｌ阶输出频率响应为Ωｌ，由公式

（２２）可以得到

Ω＝∪
Ｎ

ｎ＝１
Ωｌ （２５）

而Ωｌ由一系列频率确定
｛ω＝ωｋ１＋…＋ωｋｌ｜ωｋｉ＝±ωＦ，ｉ＝１，…，ｌ｝

（２６）
从方程（２６）可知，如果所有的ωｋ１，…，ωｋｌ都取

等于－ωＦ，则ω＝－ｌω；如果其中的第 ｋ个也取等
于ωＦ，则 ω＝（－ｌ＋２ｋ）ωＦ．ｋ最大可设为 ｌ．因此
Ｕｌ（ｊω）可能包含的频率组成为

Ωｌ＝｛（－ｌ＋２ｋ）ωＦ，ｋ＝０，１，…，ｌ｝ （２７）
而且，容易推出

Ω＝∪
Ｎ

ｎ＝１
Ωｎ＝｛ｋωＦ，ｋ＝－Ｎ，…，－１，０，１，…，Ｎ｝

（２８）

图４　多频激励的傅里叶频谱

Ｆｉｇ．４　Ｆｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｈｉｇｈ－ｌｏｗ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｍｏｄｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅ

由上面的结果可以明显得出，当一个非线性系

统受到一个谐波激励时会产生超谐波分量．
若考虑两种不同频率简谐力的激励输入

Ｆ（ｔ）＝Ａ１ｓｉｎ（ωＦ１ｔ）＋Ａ２ｓｉｎ（ωＦ２ｔ） （２９）

其中，Ａ１和Ａ２是输入的幅值，ωＦ１和ωＦ２是不同的

激励频率，且满足 ωＦ１≤ωＦ２，频率组成部份 Ωｌ可

以采用同样的方法得到［１８］

Ωｌ＝ ∪
ｎ１＋ｎ２＝ｌ

｛（－ｎ１＋２ｋ１）ωＦ１＋（－ｎ２＋２ｋ２）

ωＦ２；ｋ１＝０，１，…，ｎ１，ｋ２＝０，１，…，ｎ２｝ （３０）
故当裂纹梁受到两种不同频率的谐波激励时，

在响应谱的主频 ωＦ１周围可以观察到边频 ωＦ１±
ｎωＦ２（ｎ＝１，２，３，…）（如图 ４所示）．

３　仿真结果分析

对如图１所示的裂纹悬臂梁，取如下参数：长
度Ｌ＝０．３ｍ，宽度ｂ＝０．０２ｍ，高度ｈ＝０．０２ｍ，质量
密度ρ＝７８５０ｋｇ／ｍ３，弹性模量 Ｅ＝２０６ＧＰａ，裂纹位
置Ｌｃ＝０．１５ｍ，裂纹深度 ａ＝０．００２ｍ．利用 ４阶
Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法对方程（１４）所描述的裂纹梁进
行时域仿真，可以得到系统的响应特性．在仿真过
程中，裂纹状态（即分开还是闭合）可以通过裂纹

单元节点ｉ和 ｉ＋１的变形响应斜度 θｉ和 θｉ＋１之间
的关系来描述．对于一个处于梁上半部的裂纹，当
裂纹闭合时，满足 θｉ＜θｉ＋１．在本研究中，假设激励
输入点离梁固定端的距离为０．４Ｌ，并且只考虑梁
自由端横向位移的输出响应．取高频激励和低频激
励的频率分别为１５ｋＨｚ和０．９２ｋＨｚ，且激励力强度
选为Ａ１＝Ａ２＝０．０５ω１．

图５　不同裂纹位置下裂纹深度对结构非线性响应幅值的影响：

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｃｒａｃｋｄｅｐｔｈｏｎｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｒｅｓｐｏｎｓｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

不同裂纹位置下裂纹深度对结构非线性响应

幅值的影响规律如图５所示，其中假设裂纹深度 ａ
小于０．１５ｈ．由图可以看出，对于不同的裂纹位置，
第一对边频的平均幅值都随着裂纹深度的增加而

增大，而高频载波响应幅值却随之减小．这点与先
前相关文献的理论和试验研究结果一致［６－１２］．从
图中还可以看出，系统响应幅值的变化程度在不同

的裂纹位置是不同的．例如，对于裂纹位于 Ｌｃ＝０．
５Ｌ和０．９Ｌ时，其响应幅值的变化基本一致，其中
第一对边频平均幅值从 －２８０ｄＢ增加到大约

９４２
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１８０ｄＢ，但对于裂纹位置 Ｌｃ＝０．２Ｌ的情况，其响应
的平均幅值仅增加了大约６０ｄＢ．这说明裂纹尺寸
的非线性效应敏感度与裂纹位置的非线性效应敏

感度并不一致．
图６为对应不同裂纹深度的结构非线性响应

谱．由图６ａ可以看出，当结构没有裂纹出现时，响应
谱只有１个高频载波的响应波峰．一旦出现裂纹（如
图６ｂ所示），在高频载波响应波峰的两边就会对称
出现一组边频．而且，随着裂纹深度的增大，响应谱
中边频的数量和幅值也随之增加．故可以通过测量
响应谱中的边频数量和幅值来确定裂纹的大小．

图６　对应不同裂纹尺寸的结构非线性响应谱

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓｐｅｃｔｒａｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｒａｃｋｓｉｚｅ

图７　裂纹尺寸及裂纹位置对结构非线性响应幅值的影响规律：

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｃｒａｃｋｐｏｓｉｔｉｏｎｏｎｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｒｅｓｐｏｎｓｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

图７为对应不同裂纹深度下，裂纹位置对结构
高频载波响应频率和边谱响应频率幅值的影响规

律，其中裂纹深度分别取为０．０５ｈ，０．１ｈ和０．１５ｈ．
由图可以看到，响应幅值随着裂纹位置周期性的变

化．但是应该注意到对于不同的裂纹尺寸，裂纹位
置的响应幅值有很大的变化．在某些点响应幅值很
强且很容易被观测到，而在其他一些点可能太微弱

以至于不能被发现．这种现象的原因可以被解释如

下：对于某些裂纹点，激励力的位置仅位于节点，所

以不能引起足够大的响应．这意味裂纹位置的非线
性效应敏感度比裂纹大小的非线性效应敏感度要

更加复杂．

４　结论

本文对含裂纹梁在振动与超声波联合激励下

所出现的非线性动力响应的机理和特性进行了研

究．研究结果显示，结构的非线性响应特性受裂纹
深度和位置的影响，故可以采用多频简谐激励下的

非线性响应来检测结构裂纹．但是裂纹位置的非线
性效应敏感度比裂纹大小的非线性效应敏感度要

更加复杂，表明利用多频激励的非线性响应检测裂

纹尺寸大小比用它检测裂纹位置更为合适．
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