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旋转粘弹性夹层梁非线性自由振动特性研究

蒋宝坤　李映辉　李亮
（西南交通大学力学与工程学院，成都　６１００３１）

摘要　对旋转粘弹性夹层梁的非线性自由振动特性进行了分析．基于 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ粘弹性本构关系和大挠

度理论，建立了旋转粘弹性夹层梁的非线性自由振动方程，并使用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法将偏微分形式振动方程化为常

微分振动方程．采用多重尺度法对非线性常微分振动方程进行求解，通过小参数同次幂系数相等获得微分

方程组，并通过求解方程组及消除久期项来获得旋转粘弹性夹层梁非线性自由振动的一次近似解．用数值

方法讨论了粘弹性夹层厚度、转速和轮毂半径对梁固有频率的影响．结果表明：固有频率随转速增大而增

大，随夹层厚度增大而减小，随轮毂半径的增大而增大．

关键词　旋转粘弹性夹层梁，　ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ，　非线性振动，　多重尺度法，　近似解，　固有频率

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０４５

引言

粘弹性夹层梁结构通常是由刚度较大的上下

约束层和中间夹心层构成．Ｙｏｕｎｅｓｉａｎ［１］等研究了
粘弹性旋转梁的非线性振动；应祖光［２］、吴强［３］等

研究了粘弹性夹层梁的线性与非线性的振动特性

和响应；李中华［４－５］等研究了轴向运动粘弹性夹层

板的振动分析以及轴向运动粘弹性夹层板的多模

态耦合横向振动；吕海炜［６］等对轴向变速运动粘弹

性夹层梁的横向振动分析作了研究；Ｖａｌｖｅｒｄｅ［７］等
分析了旋转梁的附属结构的稳定性；Ｍａｈｍｏｏｄ［８］等
对ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ粘弹性梁的非线性自由振动作了研
究；Ｎａｙｆｅｈ［９］等研究了线性和非线性结构力学；
Ａｂｏｌｇｈａｓｅｍｉ［１０］等研究了旋转粘弹性梁的吸引子；
Ｎａｙｆｅｈ［１１］等对非线性波动作了研究．目前，对旋转
梁的研究尚为少见，而工程中常会遇到旋转梁类问

题．本文基于 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ粘弹性本构关系和几何
大变形理论，建立旋转粘弹性夹层梁自由振动方

程，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和多重尺度法求解非线性振动
方程，给出了振动方程的一次近似解．

１　旋转粘弹性夹层梁控制方程

本文基于如下基本假设：

（１）不考虑转动惯量和剪切变形影响；（２）只
考虑横向位移；（３）截面变形满足平面假设；
（４）层与层之间没有相对滑移；（５）层与层之间横
向位移连续．
１．１　旋转粘弹性夹层梁模型

图１为旋转粘弹性夹层梁模型，上下两层为对
称约束层，厚度均为ｈ／２，中间为夹心层，厚度为Ｈ，
轮毂半径为 Ｒ并以转速 Ω绕转轴转动．上下层弹
性模量Ｅ，密度ρ，夹心层为粘弹性材料，弹性模量
Ｅ０，密度 ρ０，阻尼系数 η０，等效线密度为：ρｅｑ＝（ρｈ
＋ρ０Ｈ） （ｈ＋Ｈ）．

图１　旋转粘弹性夹层梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｓａｎｄｗｉｃｈｂｅａｍ

旋转粘弹性夹层梁的平衡方程：

Ｍ，ｘｘ＋（Ｎｗ，ｘ），ｘ－（ρ０Ｈ＋ρｈ）ｂｗ，ｔｔ＝０ （１）
式中，ｗ为 ｚ方向上的挠度，Ｎ为轴力，ｂ为梁的宽
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度，Ｍ为弯矩，ｗ，ｘ，Ｍ，ｘｘ分别表示 ｗ和 Ｍ对 ｘ的一
阶、二阶偏导．

１．２　旋转粘弹性夹层梁控制方程
使用几何大变形理论，夹层梁轴向应变为

εｘ＝
１
２ｗ

２
，ｘ－ｚｗ，ｘｘ （２）

式中，εｘ为轴向应变，上、下约束层本构关系为

σｃ＝Ｅεｘ （３）
夹心层为Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性材料，其本构关系为

σｊ＝Ｅ０εｘ＋η０εｘ （４）

σｃ和σｊ分别为约束层和夹层在 ｘ方向的正应力，

其截面弯矩为

Ｍ ＝∫
－Ｈ２

－Ｈ＋ｈ２
∫
ｂ
２

－ｂ２
σｃｚｄｙｄｚ＋∫

Ｈ
２

－Ｈ２
∫
ｂ
２

－ｂ２
σｊｚｄｙｄｚ＋

　∫
Ｈ＋ｈ
２

Ｈ
２
∫
ｂ
２

ｂ
２
σｃｚｄｙｄｚ＝－Ｅｂ１２［（Ｈ＋ｈ）

３－Ｈ３］ｗ，ｘｘ－

　
Ｅ０ｂＨ

３

１２ ｗ，ｘｘ－
η０ｂＨ

３

１２ ｗ，ｘｘｔ （５）

梁的总质量 ｍ＝（ρｈ＋ρ０Ｈ）ｂｌ，则距固定端 ｘ处截
面上的离心力为

Ｐ＝∫
ｌ

ｘ

ｍ
ｌ（Ｒ＋ｘ）Ω

２ｄｘ

　 ＝ｍＲΩ
２（ｌ－ｘ）
ｌ ＋ｍΩ

２

２ｌ（ｌ
２－ｘ２） （６）

其中Ω为旋转角速度，轴力Ｎ可表示为

Ｎ＝∫
－Ｈ２

－Ｈ＋ｈ２
σｃｂｄｚ＋∫

Ｈ
２

－Ｈ２
σｊｂｄｚ＋∫

Ｈ＋ｈ
２

Ｈ
２
σｃｂｄｚ＋Ｐ

　 ＝
（Ｅｂｈ＋Ｅ０ｂＨ）

２ ｗ２，ｘ＋η０ｂＨｗ，ｘｗ，ｘｔ＋

　ｍＲΩ
２

ｌ （ｌ－ｘ）＋
ｍΩ２
２ｌ（ｌ

２－ｘ２） （７）

将（５）、（７）式代入（１）式中，得

η０Ｈ
３

１２ｗ，ｘｘｘｘｔ＋｛
Ｅ
１２［（Ｈ＋ｈ）

３－Ｈ３］＋
Ｅ０Ｈ

３

１２｝ｗ，ｘｘｘｘ－

　
３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）

２ ｗ２，ｘｗ，ｘｘ－２η０Ｈｗ，ｘｗ，ｘｔｗ，ｘｘ－

　η０Ｈｗ
２
，ｘｗ，ｘｘｔ－（ρｈ＋ρ０Ｈ）Ｒ（ｌ－ｘ）Ω

２ｗ，ｘｘ－

　
（ρｈ＋ρ０Ｈ）（ｌ

２－ｘ２）Ω２

２ ｗ，ｘｘ＋［ρｈ＋ρ０Ｈ）ＲΩ
２＋

　（ρｈ＋ρ０Ｈ）ｘΩ
２］ｗ，ｘ＋（ρｈ＋ρ０Ｈ）ｗ，ｔｔ＝０ （８）

取ｗ（ｘ，ｔ）＝φ（ｘ）ｑ（ｔ），其中φ（ｘ）为满足边界条件
的模态函数，ｑ（ｔ）为广义模态坐标．代入（８）式，两
端同乘φ（ｘ）后在［０，ｌ］对ｘ积分，整理得

ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）ａ００̈ｑ（ｔ）＋
η０Ｈ

３

１２ａ０４ｑ（ｔ）－

　３η０Ｈｄ０１２ｑ
２（ｔ）ｑ（ｔ）－ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）ＲΩ

２ｌａ０２ｑ（ｔ）＋

　｛Ｅ［（Ｈ＋ｈ）
３－Ｈ３］

１２ ＋
Ｅ０Ｈ

３

１２｝ａ０４ｑ（ｔ）＋

　ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）ＲΩ
２ｂ０２ｑ（ｔ）－

ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）ｌ
２Ω２

２ ａ０２ｑ（ｔ）＋

　
ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）Ω

２

２ ｃ０２ｑ（ｔ）＋ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）ＲΩ
２ａ０１ｑ（ｔ）＋

　ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）Ω
２ｂ０１ｑ（ｔ）－

３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）
２ ｄ０１２ｑ

３（ｔ）＝０

（９）
其中：

ａ００ ＝∫
ｌ

０
φ２ｄｘ，ａ０１ ＝∫

ｌ

０
φ′（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ，

ａ０２ ＝∫
ｌ

０
φ″（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ，

ａ０４ ＝∫
ｌ

０
φ＂＂（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ，

ｂ０１ ＝∫
ｌ

０
ｘφ′（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ，ｂ０２ ＝∫

ｌ

０
ｘφ″（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ，

ｃ０２ ＝∫
ｌ

０
ｘ２φ″（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ，

ｄ０１２ ＝∫
ｌ

０
φ（ｘ）［φ′（ｘ）］２φ″（ｘ）ｄｘ．

（９）式可化为
Ｍ̈ｑ（ｔ）＋Ｃｑ（ｔ）＋Ｄｑ２（ｔ）ｑ（ｔ）＋Ｋｑ（ｔ）＋Ｇｑ３（ｔ）＝０

（１０）

其中，

Ｍ＝ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）ａ００，Ｃ＝
η０Ｈ

３

１２ａ０４，Ｄ＝－３η０Ｈｄ０１２，

Ｋ＝｛Ｅ［（Ｈ＋ｈ）
３－Ｈ３］

１２ ＋
Ｅ０Ｈ

３

１２｝ａ０４＋

　ρｅｑ（ｈ＋Ｈ）Ω
２（－Ｒｌａ０２＋Ｒｂ０２－

１
２ｌ
２ａ０２＋

　１２ｃ０２＋Ｒａ０１＋ｂ０１），

Ｇ＝－３２（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）ｄ０１２

（１０）式可进一步整理为：
ｑ̈（ｔ）＋２ζω０ｑ（ｔ）＋ω

２
０ｑ（ｔ）＋αｑ

２（ｔ）ｑ（ｔ）＋

　βｑ３（ｔ）＝０ （１１）
其中，

ω２０＝Ω
２［
ｂ０１
ａ００
＋１２
ｃ０２
ａ００
－１２
ａ０２
ａ００
ｌ２＋

２４２
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　Ｒ（
ａ０１
ａ００
＋
ｂ０２
ａ００
－
ａ０２
ａ００
ｌ）］

α＝
－３η０Ｈ

（ρｈ＋ρ０Ｈ）
ｄ０１２
ａ００

β＝
－３（Ｅｈ＋Ｅ０Ｈ）
（ρｈ＋ρ０Ｈ）

ｄ０１２
ａ００

令ｑ（ｔ）＝ε^ｑ（ｔ），２ζω０＝εζ，ε为小参数．将ｑ（ｔ）和
２ζω０代入（１１）式中，得

ｑ^¨（ｔ）＋ω２０^ｑ（ｔ）

＝－εζ^ｑ·（ｔ）－ε２α^ｑ２（ｔ）^ｑ·（ｔ）－ε２β^ｑ３（ｔ）（１２）
（１２）式即为旋转粘弹性夹层梁的自由振动方程．

２　旋转粘弹性夹层梁振动方程的求解

２．１　求解方法及过程
采用多重尺度法，令

ｑ^（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＝^ｑ０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

　ε^ｑ１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋ε
２ｑ^２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） （１３）

其中，Ｔｎ＝ε
ｎτ，将（１３）式代入到（１２）式中，比较 ε

的同次幂系数

Ｄ２０^ｑ０＋ω
２
０^ｑ０＝０ （１４）

Ｄ２０^ｑ１＋ω
２
０^ｑ１＝－２Ｄ０Ｄ１^ｑ０－ζＤ０^ｑ０ （１５）

Ｄ２０^ｑ２＋ω
２
０^ｑ２＝－２Ｄ０Ｄ２^ｑ０－Ｄ

２
１^ｑ０－２Ｄ０Ｄ１^ｑ１－

　［ζ（Ｄ１^ｑ０＋Ｄ０^ｑ１）＋α^ｑ０
２Ｄ０^ｑ０＋β^ｑ０

３］ （１６）
由（１４）式得

ｑ^０＝Ｈ（Ｔ１，Ｔ２）ｅ
ｉｗ０Ｔ０＋Ｈ（Ｔ１，Ｔ２）ｅ

－ｉｗ０Ｔ０ （１７）
将（１７）代入（１５）式，得

Ｄ２０^ｑ１＋ω
２
０^ｑ１＝－２ｉω０Ｄ１Ｈｅ

ｉω０Ｔ０－ζｉω０Ｈｅ
ｉω０Ｔ０＋ｃｃ

（１８）
（１８）式中，ｃｃ表示共轭项，消除（１８）式的久期项，
可得

Ｄ１Ｈ＝－
１
２ζＨ （１９）

这样，由（１８）式可以解得
ｑ^１＝ｅ

ｉω０Ｔ０＋ｅ－ｉω０Ｔ０ （２０）
将（１７）、（２０）式代入（１６）式，得

Ｄ２０^ｑ２＋ω
２
０^ｑ２＝－２ｉω０ｅ

ｉω０Ｔ０－ｅｉω０Ｔ０Ｄ２１Ｈ－

　ζｅｉω０Ｔ０Ｄ１Ｈ－ｉω０ζｅ
ｉω０Ｔ０－αＨ３ｉω０ｅ

３ｉω０Ｔ０－

　２αＨ２Ｈｉω０ｅ
ｉω０Ｔ０＋αＨ２Ｈｉω０ｅ

ｉω０Ｔ０－

　βＨ３ｅ３ｉω０Ｔ０－３βＨ２Ｈｅｉω０Ｔ０＋ｃｃ （２１）
消除（２１）式中的久期项，得

－２ｉω０Ｄ２Ｈ－Ｄ
２
１Ｈ－ζＤ１Ｈ－ｉω０ζ－２αＨ

２Ｈｉω０＋

　αＨ２Ｈｉω０－３βＨ
２Ｈ＝０ （２２）

经整理后，（２２）式化为

Ｄ２Ｈ－
ｉ
２ω０
Ｄ２１Ｈ－

ｉ
２ω０
ζＤ１Ｈ＋

１
２ζ＋

　（１２α－
３ｉ
２ω０
β）Ｈ２Ｈ＝０ （２３）

将（１９）式代入（２３）式中，经整理后得

Ｄ２Ｈ＝－
ｉ
８ω０
ζ２Ｈ－（１２α－

３ｉ
２ω０
β）Ｈ２Ｈ－１２ζ

（２４）
Ｈ对时间求导

ｄＨ
ｄｔ＝Ｄ０Ｈ＋εＤ１Ｈ＋ε

２Ｄ２Ｈ （２５）

因为Ｈ＝Ｈ（Ｔ１，Ｔ２），所以Ｄ０Ｈ＝０，即
ｄＨ
ｄｔ＝εＤ１Ｈ＋ε

２Ｄ２Ｈ （２６）

将（１９）、（２４）式代入（２６）式中，得

Ｈ· ＝ε２｛－ ｉ８ω０
ζ２Ｈ－（１２α－

３ｉ
ω０
β）Ｈ２Ｈ｝－

　１２ε
２ζ－１２εζＨ （２７）

为便于解出Ｈ，将它写成复数形式，即设

Ｈ＝１２ａｅ
ｉγ （２８）

其中ａ和γ是时间的实函数，则Ｈ对时间求导得

Ｈ·＝１２ａｃｏｓγ－
１
２ａ
γｓｉｎγ＋ｉ（１２ａｓｉｎγ＋

１
２ａ
γｃｏｓγ）

（２９）
将（２８）式代入（２７）式中，经整理得

Ｈ·＝－ａε４ζｃｏｓγ＋
ε２ａ
１６ω０

ζ２ｓｉｎγ－ε
２ａ４
３２αｃｏｓγ－

　３ε
２ａ４
１６ω０

βｓｉｎγ－ε
２

２ζ＋ｉ（－
ａε
４ζｓｉｎγ－

　 ε
２ａ
１６ω０

ζ２ｃｏｓγ－ε
２ａ４
３２αｓｉｎγ＋

３ε２ａ４
１６ω０

βｃｏｓγ）（３０）

（２９）式和（３０）式实部、虚部对应相等，得
１
２ａｃｏｓγ－

１
２ａ
γｓｉｎγ＝－ａε４ζｃｏｓγ＋

ε２ａ
１６ω０
ζ２ｓｉｎγ－

　ε
２ａ４
３２αｃｏｓγ－

３ε２ａ４
１６ω０

βｓｉｎγ－ε
２

２ζ （３１）

１
２ａｓｉｎγ＋

１
２ａ
γｃｏｓγ＝－ａε４ζｓｉｎγ－

ε２ａ
１６ω０
ζ２ｃｏｓγ－

　ε
２ａ４
３２αｓｉｎγ＋

３ε２ａ４
１６ω０

βｃｏｓγ （３２















 ）

由（３１）、（３２）式得

３４２
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１
２ａ＝－

ａε
４ζ－

ε２ａ４
３２α－

ε２
２ζｃｏｓγ （３３）

１
２ａ
γ＝－ａε

２

１６ω０
ζ２＋３ε

２ａ４
１６ω０

β＋ε
２

２ζｓｉｎγ （３４）

将εζ还原成２ζω０，（３３）、（３４）式变为

ａ＝－ａ２（２ζω０）－
ε２ａ４
１６α－２εζω０ｃｏｓγ （３５）

ａγ＝－ａ８ω０
（２ζω０）

２＋３ε
２ａ４
８ω０
β＋ε（２ζω０）ｓｉｎγ（３６{ ）

（３５）、（３６）式的稳态解对应系统的不动点，由 ａ＝
０，γ＝０可得

－ａ２（２ζω０）－
ε２ａ４
１６α－ε（２ζω０）ｃｏｓγ＝０（３７）

－ａ８ω０
（２ζω０）

２＋３ε
２ａ４
８ω０
β＋ε（２ζω０）ｓｉｎγ＝０（３８{ ）

［
ε２
２５６（

α
２ζω０

）２－９ε
２

６４ω２０
（
β
２ζω０

）２］ａ８＋（ α
３２ζω０

－

　 β
３２ω２０

）ａ５＋［１
４ε２
＋ １
６４ω２０ε

２（２ζω０）
２］ａ２＝１

（３９）
２．２　一次近似解

（３９）式中，α、β、ζ，ω０均为常数．这样给定一

个满足ｃｏｓγ和 ｓｉｎγ均在［－１，１］这个区间内的 ε
值，就可以通过（４０）式求出ａ，结合（３７）式，可以求
出γ．由（１７）式，可得系统的一次近似解为

ｑ^＝１２ａｅ
ｉβｅｉω０Ｔ０＋１２ａｅ

－ｉβｅ－ｉω０Ｔ０＝ａｃｏｓ（ω０ｔ＋β）（４０）

由（４０）式可见，ａ为振幅，γ为相位差．

３　数值仿真与讨论

计算所用材料参数如表１，几何参数如表２．
表１　旋转粘弹性夹层梁材料参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍ

Ｅ／ＭＰａ η ρ／（ｋｇ·ｍ－３）
Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
ｌａｙｅｒ ７．２×１０４ — ２７００

Ｓａｎｄｗｉｃｈ
ｌａｙｅｒ

１０ －０．１ １３００

表２　粘弹性夹层梁几何参数

Ｔａｂｌｅ２　Ｇｅｏｍｅｔｒｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｓａｎｄｗｉｃｈｂｅａｍ

ｌ／ｍ ｂ／ｍ （Ｈ＋ｈ）／ｍ
１ ０．００２ ０．００５

３．１　转速的影响
首先讨论转速对结构一阶固有频率和损耗因

子的影响．ｌ＝１ｍ，ｂ＝０．００２ｍ，Ｈ＋ｈ＝０．００５ｍ，Ｒ
＝０．０５ｍ，转速从０到５０ｒａｄ／ｓ间变化．三种夹层
厚度比下一阶固有频率随转速变化如图２．

可见，在夹心层厚度一定时，旋转粘弹性夹层

梁的一阶固有频率随转速增大而增大；在转速相同

时，夹心层越厚，一阶固有频率越小．

图２　一阶固有频率随转速变化图

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖｅｒｓｕｓｒｏｔａｔｉｎｇｖｅｌｏｃｉｔｙ

３．２　轮毂半径的影响
取ｌ＝１ｍ，ｂ＝０．００２ｍ，Ｈ＋ｈ＝０．００５ｍ，Ω＝

５０ｒａｄ／ｓ，计算 Ｈ／（Ｈ＋ｈ）＝０．６，０．７，０．８时，轮毂
半径Ｒ的变化对系统一阶固有频率和损耗因子的
影响，结果如图３．

图３　一阶固有频率与转速比随Ｒ的变化

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｒａｔｉｏｏｆｆｉｒｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｔｏｒｏｔａｔｉｎｇｖｅｌｏｃｉｔｙｖｅｒｓｕｓ

ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆＲ

可见，Ｒ的增大会使旋转粘弹性夹层梁的一阶
固有频率略有增加，但不明显．

４　结论

本文对旋转粘弹性夹层梁的非线性自由振动

特性作了研究，通过多尺度法求解非线性振动方

程，并得到一次近似解．此外还讨论了固有频率随
转速及轮毂半径的变化，结论如下：

１）固有频率随转速增大而增大，随夹层厚度
增大而减小；

２）固有频率随轮毂半径Ｒ的增大而增大．

４４２
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