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摘要　研究了具有磁流变阻尼器悬架系统汽车的非线性动力学行为．汽车采用七自由度模型，磁流变阻尼

器采用Ｓｉｇｍｏｉｄ模型，路面激励为四轮有不同相位差的正弦激励．根据第二类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立了汽车振动

微分方程，采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法进行数值仿真．以激励频率为参数分析汽车振动响应分岔过程，并通过

时间历程图、相位图等分析了汽车在不同频率范围的振动特性，结果表明在特定的激励频率区间汽车发生

混沌运动．分析结果可为基于磁流变阻尼器的车身振动控制提供理论指导．

关键词　磁流变阻尼器，　非线性振动，　分岔，　混沌

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０６１

引言

磁流变阻尼器（ＭＲＤａｍｐｅｒ）广泛用于汽车悬
架、建筑结构等半主动控制（ｓｅｍｉａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ）．由
于磁流变阻尼本身具有非线性动力学特征，基于磁

流变阻尼器悬架的汽车更是一个具有强非线性的系

统．目前，解决此类问题的主要方法是将其进行近似
线性化处理．但是，在大激励幅值和高激励频率下，
如汽车高速通过不平路面时，这种线性化的处理方

法会造成较大的误差［１－２］，从而不能准确预测其响

应．因此，有必要对这一系统的动力学行为进行非线
性分析．国内外对汽车的非线性动力学分析主要集
中在单自由度１／４汽车模型［３－５］和二自由度１／４汽
车模型［６－８］，不能很好反映车辆整体的运动状态．以
整车为研究对象的七自由度模型充分考虑了汽车在

运动过程中产生的垂直、俯仰和侧倾运动，更接近实

际系统，但大大增加了系统运动分析的复杂性［９］．高
维非线性动力系统的分岔、混沌运动分析

!

缺乏完

善的理论，因此本文主要采用数值方法研究复杂路

面激励下磁流变悬架汽车动力学特性．

１　七自由度汽车动力学模型

七自由度汽车模型如图１所示．车身作为一个

刚体，车身具有垂直、俯仰、侧倾三个自由度；前轮

独立，可以分别做垂直运动；后轮非独立，可以连后

轴质心一起做垂直和侧倾运动．
悬架为磁流变阻尼器．采用徐赵东等人建立的

Ｓｉｇｍｏｉｄ模型［１０］，它将磁流变阻尼器的阻尼力表示

如下：

ＦＭＲ＝
Ｆｍ（１－ｅ

－βｖ）

１＋ｅ－βｖ
（１）

Ｆｍ为磁流变阻尼器的屈服力，ｖ为相对速度，β为
无量纲系数．

汽车行驶在颠簸路面时，人们常感觉车身上

下、前后、左右摇晃，这是因为在汽车的四个车轮所

受位移激励具有相位差的原因．采用含有相位差的
正弦激励来模拟路面：

ｚｔ１＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ） （２）
ｚｔ２＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ＋α） （３）
ｚｔ３＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ＋δ） （４）
ｚｔ４＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ＋α＋δ） （５）

式中，ｚｔ１、ｚｔ２、ｚｔ３、ｚｔ４分别表示左前轮、右前轮、左后
轮、右后轮的激励，Ａ为激励的幅值，ｆ为激励的频
率，α为左右轮的相位差，δ为前后轮的相位差．

求出系统的动能、势能、耗散能后，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ
第二类方程可得到系统的运动微分方程如下，
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图１　七自由度汽车模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｓｅｖｅｎｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ（ＤＯＦ）ｃａｒｍｏｄｅ

车身的垂直运动微分方程：

ｍｓ̈ｚ＝－（２Ｋｆ＋２Ｋｒ）ｚ－２（Ｃｆ＋Ｃｒ）ｚ＋
　（２ａＫｆ－２ｂＫｒ）θ＋（２ａＣｆ－２ｂＣｒ）θ＋
　Ｋｆｚｕ１＋Ｃｆｚｕ１＋Ｋｆｚｕ２＋Ｃｆｚｕ２＋
　Ｋｒｚｕ３＋Ｃｒｚｕ３＋Ｋｒｚｕ４＋Ｃｒｚｕ４＋
　Ｆ１ＭＲ＋Ｆ２ＭＲ＋Ｆ３ＭＲ＋Ｆ４ＭＲ （６）

车身的侧倾运动微分方程：

Ｉｘｘφ̈＝－０．２５ｗ
２（２Ｋｆ＋２Ｋｒ）φ－０．２５ｗ

２（２Ｃｆ＋
　２Ｃｒ）̈φ＋０．５ｗＫｆｚｕ１＋０．５ｗＣｆｚｕ１－０．５ｗＫｆｚｕ２－
　０．５ｗＣｆｚｕ２＋０．５ｗＫｒｚｕ３＋０．５ｗＣｒｚｕ３－
　０．５ｗＫｒｚｕ４－０．５ｗＣｒｚｕ４＋０．５ｗＦ１ＭＲ－
　０．５ｗＦ２ＭＲ＋０．５ｗＦ３ＭＲ－０．５ｗＦ４ＭＲ （７）

车身的俯仰运动微分方程：

Ｉｙｙ̈θ＝（２ａＫｆ－２ｂＫｒ）ｚ＋（２ａＣｆ－２ｂＣｒ）ｚ－

　（２ａ２Ｋｆ＋２ｂＫｒ）θ－（２ａ
２Ｃｆ＋２ｂＣｒ）θ－

　ａＫｆｚｕ１－ａＣｆｚｕ１－ａＫｆｚｕ２－ａＣｆｚｕ２＋ｂＫｒｚｕ３＋
　ｂＣｒｚｕ３＋ｂＫｒｚｕ４＋ｂＣｒｚｕ４－
　ａＦ１ＭＲ－ａＦ２ＭＲ＋ｂＦ３ＭＲ＋ｂＦ４ＭＲ （８）

左前轮的垂直运动微分方程：

ｍｕ１̈ｚｕ１＝Ｋｆ（ｚ－ａθ＋０．５ｗφ－ｚｕ１）＋
　Ｃｆ（ｚ－ａθ＋０．５ｗφ－ｚｕ１）－
　Ｋｕ（ｚｕ１－ｚｔ１）－Ｆ１ＭＲ （９）

右前轮的垂直运动微分方程：

ｍｕ２̈ｚｕ２＝Ｋｆ（ｚ－ａθ＋０．５ｗφ－ｚｕ２）＋Ｃｆ（ｚ－ａθ＋
　０．５ｗφ－ｚｕ２）－Ｋｕ（ｚｕ２－ｚｔ２）－Ｆ２ＭＲ （１０）

后轮的垂直运动微分方程：

ｍｕｒ̈ｚｕｒ＝２Ｋｆｚ＋２Ｃｒｚ＋２ｂＫｒθ＋２ｂＣｒθ－
　２（Ｋｕ＋Ｋｒ）ｚｕｒ－２Ｃｒｚｕｒ＋Ｋｕ（ｚｔ３＋ｚｔ４）－
　Ｆ３ＭＲ－Ｆ４ＭＲ （１１）

后轮的侧倾运动微分方程：

Ｉｘｘｒ̈γ＝０．５ｗ
２Ｋｒφ＋０．５ｗ

２Ｃｒφ＋

　０．５ｗ（Ｋｕ＋Ｋｒ）（ｚｕ４－ｚｕ３）＋
　０．５ｗＣｒ（ｚｕ４－ｚｕ３）＋０．５ｗＫｕ（ｚｔ３－ｚｔ４）－
　０．５ｗ（Ｆ３ＭＲ－Ｆ４ＭＲ） （１２）

其中Ｆ１ＭＲ，Ｆ２ＭＲ，Ｆ３ＭＲ，Ｆ４ＭＲ为磁流变阻尼器的库伦
阻尼力，表达式为：

Ｆ１ＭＲ＝
Ｆｍ １－ｅ

－β（ｚ１－ｚｕ１( )）

１＋ｅ－β（ｚ１－ｚｕ１）
（１３）

Ｆ２ＭＲ＝
Ｆｍ １－ｅ

－β（ｚ２－ｚｕ２( )）

１＋ｅ－β（ｚ２－ｚｕ２）
（１４）

Ｆ３ＭＲ＝
Ｆｍ １－ｅ

－β（ｚ３－ｚｕ３( )）

１＋ｅ－β（ｚ３－ｚｕ３）
（１５）

Ｆ４ＭＲ＝
Ｆｍ １－ｅ

－β（ｚ４－ｚｕ４( )）

１＋ｅ－β（ｚ４－ｚｕ４）
（１６）

ｚ１＝ｚ－ａθ＋０．５ωφ （１７）
ｚ２＝ｚ－ａθ－０．５ωφ （１８）
ｚ３＝ｚ＋ｂθ＋０．５ωφ （１９）
ｚ４＝ｚ＋ｂθ－０．５ωφ （２０）

ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４表示车向在４个车轮处的铅垂位移．

２　结果与讨论

利用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对动力学微分方程进
行数值求解，路面激励参数分别取，Ａ＝０．０１ｍ，α
＝π／８ｒａｄ，δ＝π／４ｒａｄ，汽车模型参数如表１所示．
以路面激励频率ｆ为分岔参数分析汽车振动响

应的分岔过程．数值积分时间为４００个激励周期，按
照激励的周期取点，在每一个确定的分岔参数上，用

闪频法绘制最后１００个 Ｐｏｉｎｃａｒｅ点，避免受到瞬态
响应的影响．结果如图２、图３和图４所示．

图２、图３、图４分别是车身的垂直、侧倾、俯仰
运动的位移关于激励频率的分岔图．由此三个图可
知车身的垂直、侧倾、俯仰运动随频率的变化非常

复杂．在所考虑的频率区域，混沌运动和周期运动

６３２
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交替出现．很显然，在区间［０．５０，１．６５］、［２．５８，
２．７３］、［２．８４，３．３４］，车身的垂直、侧倾、俯仰运动
有可能发生混沌运动；在区间［１．７５，２．５８］，系统
发生周期运动；在区间［３．５３，３．８２］系统发生周期
二的运动，在其它区间系统的运动形式还需要进一

步分析．由于分岔图无法区分混沌运动和拟周期运
动，下面选取某些特定频率值，利用时间历程图、相

位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，进一步分析车身的
垂直、侧倾、俯仰运动特性．

表１　汽车模型的参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｃａｒｍｏｄｅｌ

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ＳｉｚｅｓａｎｄＵｎｉｔｓ Ｐｈｙｓｉｃａｌｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ
ｍｓ ７４５．１ｋｇ Ｖｅｈｉｃｌｅｂｏｄｙｍａｓｓ

ｍｕ１、ｍｕ２ ２５．２ｋｇ Ｆｒｏｎｔｗｈｅｅｌｍａｓｓ
ｍｕｒ ６８．９ｋｇ Ｂａｃｋｗｈｅｅｌｍａｓｓ
Ｉｙｙ ７６７ｋｇ·ｍ２ Ｐｉｔｃｈｉｎｇｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ
Ｉｘｘ ３７５．４ｋｇ·ｍ２ Ｒｏｌｌｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ
Ｉｘｘｒ ２４．６ｋｇ·ｍ２ Ｒｅａｒａｘｌｅｃｅｎｔｅｒｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａ

ａ １．１１７ｍ
Ｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｆｒｏｎｔａｘｌｅ

ａｎｄｂｏｄｙｍａｓｓｃｅｎｔｅｒ

ｂ １．２３３ｍ
Ｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｂａｃｋａｘｌｅ

ａｎｄｂｏｄｙｍａｓｓｃｅｎｔｅｒ
ｗ １．２７８ｍ ｗｈｅｅｌｂａｓｅ
Ｋｆ ３００００Ｎ／ｍ Ｆｒｏｎｔｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
Ｋｒ ３２５００Ｎ／ｍ Ｂａｃｋｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

Ｃｆ、Ｃｒ ５７０Ｎ／ｍ／ｓ
Ｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌｄａｍｐｅｒ
ｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

Ｋｕ １８１０００Ｎ／ｍ Ｔｉｒｅｖｅｒｔｉｃａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
Ｆｍ １３００Ｎ Ｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌｄａｍｐｅｒｙｉｅｌｄｆｏｒｃｅ
β ２００ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

图２　车身垂直运动位移ｚ关于频率ｆ的分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｚｖｓｆ

图３　车身侧倾角位移φ关于频率的分岔图

Ｆｉｇ．３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆφｖｓｆ

图４　车身俯仰角位移θ关于频率ｆ的分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆθｖｓｆ

从图５、图６、图７可以看出，系统的时间历程

图无周期性，相位图由许多相环组成，Ｐｏｉｎｃａｒｅ截

面上的点混乱，功率谱具有类似噪声的背景和宽

峰．可知，在 ｆ＝１．１０Ｈｚ时，车身的垂直、侧倾、俯

仰运动形式为混沌运动．

从图８、图９、图１０可以看出：系统的时间历程

图呈周期性变化，相位图为一个环，Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面

上只有一个点，功率谱只有一根谱线．可知，在 ｆ＝

２．２５Ｈｚ时，车身的垂直、侧倾、俯仰运动形式为周

期运动．

图１１、图１３中，系统的时间历程图无规律，相

位图由许多相环组成，Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上的点组成一

个封闭的曲线，功率谱有两根离散的谱线．由此可

判断在ｆ＝３．３０Ｈｚ时，车身的垂直与俯仰运动形式

图５　车身垂直运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝１．６１Ｈｚ

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｚ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝１．６１Ｈｚ

７３２
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图６　车身侧倾运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝１．６１Ｈｚ

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆφ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝１．６１Ｈｚ

图７　车身俯仰运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝１．６１Ｈｚ

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆθ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝１．６１Ｈｚ

图８　车身垂直运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝２．２５Ｈｚ

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｚ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝２．２５Ｈｚ

图９　车身侧倾运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝２．２５Ｈｚ

Ｆｉｇ．９　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆφ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆ＝２．２５Ｈｚ

图１０　车身俯仰运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝２．２５Ｈｚ

Ｆｉｇ．１０　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆθ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝２．２５Ｈｚ

图１１　车身垂直运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝３．３０Ｈｚ

Ｆｉｇ．１１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｚ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝３．３０Ｈｚ
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图１２　车身侧倾运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝３．３０Ｈｚ

Ｆｉｇ．１２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆφ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝３．３０Ｈｚ

图１３　车身俯仰运动时间历程图、相位图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面，功率谱图，ｆ＝３．３０Ｈｚ

Ｆｉｇ．１３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆθ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ，Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐａｎｄｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｆｏｒｆ＝３．３０Ｈｚ

为拟周期运动．而图１２中，系统的时间历程图无周
期性，相位图由许多相环组成，Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上的
点混乱，功率谱具有类似噪声的背景和宽峰．因此，
在ｆ＝３．３０Ｈｚ时，车身的侧倾运动形式为混沌运
动．此激励下车身的垂直、俯仰运动形式一致，但侧
倾运动形式不一样．

３　结论

通过以上对７自由度汽车振动行为分析，结果
表明车身的垂直、侧倾、俯仰运动形式在大部分频

率范围内有一定的相似性，在某些频率激励范围

下，运动形式不同．车身振动过程中周期运动、拟周
期运动和混沌运动交替出现．混动运动是及其不稳
定的运动，十分有害，一方面增加了汽车的损坏率，

另一方面降低了汽车的舒适性．因此，利用磁流变
阻尼器来对汽车进行减震控制时，应该充分考虑到

由阻尼力的强非线性引起的混沌运动，做到趋利避

害．
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