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摘要　针对磁悬浮飞轮储能系统的“磁悬浮飞轮发电机”机电耦合非线性动力学特性进行研究．通过推导

磁悬浮飞轮储能系统在偏心条件下的动能、势能、发电机系统的磁场能以及系统的耗散函数，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ

Ｍａｘｗｅｌｌ方程建立磁悬浮飞轮系统和两相四极永磁发电机系统的机电耦合动力学方程．采用数值法对０．６

ＭＷ磁悬浮飞轮储能系统进行了仿真分析，研究结果表明，系统机电耦合非线性方程存在稳定的与转速同频

的基频和三倍频周期运动解，且基频振动幅值比三倍频振动幅值大．对于稳定的磁悬浮储能飞轮机电耦合

系统，飞轮转速增大，或磁轴承系统刚度减小或阻尼增大，或磁场能（电枢反应磁场能或永磁励磁磁场能）减

小，可使系统的非线性振动幅值减小．而增大磁轴承系统的刚度，或减小磁轴承系统的阻尼，或增大系统的

磁场能有可能破坏机电耦合系统的稳定性，使飞轮失稳．
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引言

飞轮储能是具有广泛应用前景的机械储能方

式，它是由飞轮的升速和降速，实现电能的存储和

释放．自上世纪７０年代以来，电磁轴承技术不断发
展和成熟．作为一种新型的轴承形式，磁轴承利用
可控电磁力使转子实现非接触悬浮，与飞轮储能技

术相结合，消除了飞轮与传统机械轴承间的机械摩

擦，且具有低功耗和超高速运转等优点，磁悬浮飞

轮储能系统可被广泛应用于电力系统调峰、风力发

电、大功率电焊机、车辆供能、不间断电源、低地轨

道卫星储能等领域［１－４］．
由于磁悬浮储能飞轮本体与电机转子通常采

用一体化设计，在磁悬浮飞轮运行过程中，飞轮质

心通常被控制在安全气隙范围内运行，与定子轴心

之间存在偏心距，该偏心距引起发电机系统参数不

对称，导致发电机不平衡磁力（或力矩）的产生，不

平衡磁力进而又影响磁轴承支承的飞轮转子的运

动特性，形成磁悬浮飞轮与发电机系统的相互耦

合．当发电机功率较小时，由于磁悬浮飞轮的偏心
较小，引起的不平衡磁力对飞轮运动的影响也较

小，则机电耦合效应可以忽略；当发电机功率较高

时，磁悬浮储能飞轮系统的机电耦合效应不仅会引

起转子动力学产生非线性特性，甚至引起磁悬浮飞

轮失稳，此时，对飞轮动力学特性分析则应该考虑

机电耦合的影响．
目前，对储能飞轮转子动力学的研究大多是基

于转子质量分布不平衡引起的“轴承转子”动力学
分析，如文献［５－６］等．然而，储能飞轮在放电应
用背景下，尤其是放电电流较大时，对储能飞轮转

子动力学的分析略去电机系统的影响，回避发电机

系统对飞轮系统的影响，具有很大的近似性与片面

性．文献［７］在转子偏心条件下，通过对磁感强度Ｂ
的解析，分析了磁场耦合效应对电机转子振动的影

响，但未对转子－电机的非线性振动特性进行具体
讨论．文献［８］提出机电耦合分析方法，采用广义
ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ方程，对机械轴承支承的转子系
统进行非线性动力学分析，并应用于大型水轮、汽

轮发电机的转子非线性动力学研究．文献［９］运用
机电耦合动力学分析方法，针对０．３ＫＷ的永磁悬
浮－机械动压轴承混合支承式飞轮储能系统，分析
了由于永磁无刷直流电机的电磁参数和转子系统

的机械参数相互影响而引起的非线性动力学特性．
然而到目前为止，在飞轮放电应用背景下，针对磁
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轴承支承的储能飞轮系统的“磁悬浮飞轮发电机”
机电耦合非线性动力学问题研究却很少．

本文针对实验室研制的０．６ＭＷ磁悬浮储能飞
轮系统，通过建立磁悬浮储能飞轮系统的机电耦合

动力学模型，采用数值法对磁悬浮储能飞轮系统和

两相四极永磁发电机系统的机电耦合非线性动力

学特性进行研究，该研究方法也适用于其它“磁轴

承电机系统”的机电耦合动力学分析．

１　磁悬浮飞轮储能系统机电耦合动力学模型

本文研究的磁悬浮飞轮储能系统采用外转子

结构，系统主要包括一个用于高能发电的两相四极

永磁发电机和两个用于拖动飞轮转动的永磁无刷

直流电动机．两个磁轴承安装于电机两侧，采用永
磁电磁混合的五轴主动控制方式实现飞轮转子的
稳定悬浮．永磁发电机的电枢线圈以无槽同心绕制
方式粘固在定子表面，永磁体紧固在飞轮转子内

沿；两个永磁无刷直流电动机安装在发电机外侧．
系统结构如图１所示．

图１　系统机电耦合结构

Ｆｉｇ．１　ＥｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌＣｏｕｐｌｉｎｇＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＳｙｓｔｅｍ

２　基于 ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ的机电耦合动力
学方程

本文仅研究磁悬浮飞轮储能系统的径向机电

耦合动力学特性，对系统轴向的动力学不作讨论，

且建模时作如下简化假设：

１）相对于发电机而言，永磁无刷直流电机的
功率较小，因此，忽略永磁无刷直流电机对系统机

电耦合效应的影响，仅考虑永磁发电机与飞轮的机

电耦合效应；

２）忽略飞轮质量分布不均匀的影响，认为转
子质心即在其几何中心处；

３）转子偏心时，电机转子沿轴向方向的偏心

距是不同的，但为简化对磁场能的计算且不影响对

问题本质的分析，认为发电机轴向方向的磁场能等

于定子中心处的磁场能；

４）转子偏心时，转子永磁体的空间角度在定
子坐标系和转子坐标系是不同的，但考虑到偏心距

相对于转子内径很小，该角度在两坐标系的偏差很

小．为便于求解，假设转子永磁体的空间角度在两
坐标系相同；

５）由于系统结构左右对称，将系统简化在其
质心所在的中心平面进行分析；

６）电机铁心磁导率相对气隙为无穷大；
７）忽略漏磁．
简化后得到的系统动力学简化模型如图２所

示，图中，磁轴承支承等效为弹簧阻尼器支承，且
为便于分析，图中的坐标系定义如下：

定子坐标系 ＯｓＸｓＹｓ———Ｏｓ为定子几何中心，
Ｘｓ轴与地面平行，Ｙｓ轴与地面垂直且与地球重力
方向相反．由于定子连同基座固定在地面上，定子
坐标系可看作惯性坐标系．

转子坐标系 ＯｒＸｒＹｒ———Ｏｒ为转子几何中心，
Ｘｒ轴和Ｙｒ轴分别平行于 Ｘｓ轴和 Ｙｓ轴．通常情况
下，Ｏｒ与Ｏｓ不重合且Ｏｒ绕Ｏｓ旋转．该坐标系用来
标定转子质心的位置．

转子旋转坐标系 ＯｓＸｒ′Ｙｒ′———Ｏｓ为定子几何
中心，Ｘｒ′指向ＯｓＯｒ的延长线上，Ｙｒ′垂直于Ｘｒ′轴．
该坐标系在Ｏｒ旋转变化过程中，用来标定转子上
点的位置．

图２　动力学简化模型

Ｆｉｇ．２　ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄＭｏｄｅｌｆｏｒＤｙｎａｍｉｃｓ

磁悬浮飞轮储能系统的建模方法是根据文献［８］

提出的机电分析动力学方法，由 ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ

方程建立本文研究对象的非线性动力学方程．假设

６２２
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系统有Ｎ个自由度，则系统的 ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ方

程为：

ｄＬｑ( )
ｉ

ｄｔ ＝Ｌ
ｑｉ
＋Ｚ
ｑｉ
＝Ｑ，　 ｉ＝１，２，…，Ｎ （１）

其中，Ｌ＝Ｔ－Ｖ＋Ｗ，Ｌ为 ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ函数，Ｔ

为系统动能，Ｖ为系统势能，Ｗ为发电机气隙磁场

能，Ｚ为系统的耗散函数，Ｑｉ为广义坐标系的广义

力．

以下分别对ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ方程中的各项进

行推导，在定子坐标系下建立磁悬浮飞轮储能系统

的机电耦合动力学模型．

２．１　动能

系统动能由转子的平动动能和转动动能组成，

其表达式为

Ｔ＝ＴＰ＋ＴＲ＝
１
２ｍ（

Ｘ２＋Ｙ２）＋１２Ｊｐω
２ （２）

其中，ｍ为转子质量，（Ｘ，Ｙ）为转子质心 Ｏｒ在

定子坐标系的坐标，Ｊｐ是转子极转动惯量，ω为转

子转速．

２．２　势能

系统势能主要由磁轴承等效弹簧的势能和转

子质心的重力势能组成，其表达式为：

Ｖ＝１２ＫｘＸ
２＋１２ＫｙＹ

２＋ｍｇＹ （３）

其中，ｇ为地球引力常数．Ｋｘ，Ｋｙ为简化在单

平面上的 Ｘ，Ｙ方向的综合等效刚度，且有 Ｋｘ＝

２ｋｘ，Ｋｙ＝２ｋｙ，ｋｘ，ｋｙ分别为单个磁轴承等效弹簧在

Ｘ，Ｙ方向的刚度．对于物理参数确定的磁轴承系

统，磁轴承等效弹簧刚度由控制器参数决定，Ｘ和

Ｙ方向实际控制器参数不同，控制刚度因此也不

同．由文献［４］，可推得综合等效刚度为：

Ｋｘ，ｙ＝２（－ｋｓ＋ｋｉＫＰＧｐｏｗｅｒＧｓｅｎｓｏｒ）

其中，ＫＰ为控制器比例系数，ｋｓ是磁轴承力位移

刚度系数，ｋｉ是磁轴承力电流刚度系数，且 ｋｓ＞０，

ｋｉ＞０．Ｇｐｏｗｅｒ和Ｇｓｅｎｓｏｒ分别为磁轴承系统的功放和传

感器环节．

２．３　磁场能

本文系统的磁场能是忽略永磁无刷直流电动

机后的高能永磁发电机的磁场能，对其求解是基于

对发电机偏心条件下的磁势和磁导的解析得出．

２．３．１　两相四极永磁发电机的磁势
由多相绕组理论和磁势谐波分析方法［８，１０，１１］，

对两相四极永磁发电机的磁势进行解析，发电机的

磁势主要考虑电枢反应磁势和永磁体励磁磁势，且

仅考虑其基波项．为使电枢线圈产生最大电流，设
定子电枢电主轴方向为初始０°方向，则转子初始
角度为π／２，逆时针方向为正方向．
２．３．１．１　电枢反应磁势

电枢采用单层绕组和四端出线方式，则 Ａ，Ｂ
两相绕组函数的空间谐波基波表达式为：

ＮＡ（α）＝
４
π
Ｎ( )２ ｃｏｓ（α－ψ）

ＮＢ（α）＝
４
π
Ｎ( )２ ｃｏｓ（α－ψ－π）

（４）

Ａ，Ｂ两相绕组电流谐波的基波表达式为：

ｉＡ＝
４
π
Ｉｍｃｏｓ（ωｔ）

ｉＢ＝
４
π
Ｉｍｃｏｓ（ωｔ－π）

（５）

且由：

Ｆａ＝ｋｗ１［ＮＡ（α）·ｉＡ＋ＮＢ（α）·ｉＢ］ （６）
可推导电枢反应基波磁势为：

Ｆａ＝ｋｗ１
４( )π

２ ＮＩｍ( )２ ［ｃｏｓ·ωｔ（α－ψ）＋

　ｃｏｓ（ωｔ－π）·ｃｏｓ（α－ψ－π）］ （７）
其中，Ｆａ为电枢反应基波磁势；ｋｗ１为基波磁动势的
绕组因数；Ｎ为单相绕组匝数；Ｉｍ为电枢线圈有效

电流，Ｉｍ＝槡２Ｉｓ／２，Ｉｓ为放电瞬时值；α为转子空间
角度；ψ为内功率因数角，与负载性质有关（感性、
容性或阻性）．
２．３．１．２　永磁体励磁磁势

采用傅里叶级数将永磁体励磁磁势在空间展

开，永磁体励磁磁势如图３所示，其表达式为：

Ｆｐ＝
－Ｈｌｍ， －π４＋ωｔ＋γ≤α＜

π
４＋ωｔ＋γ

Ｈｌｍ，
π
４＋ωｔ＋γ≤α＜

３π
４＋ωｔ＋

{ γ

（８）
Ｆｐ是周期为 π的周期函数，将其展开成傅里

叶级数形式为：

ａｎ ＝
２
π ∫
π
４＋ωｔ＋γ

－π４＋ωｔ＋γ

（－Ｈｌｍ）·ｃｏｓ２ｎαｄα＋

７２２
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　　 ２
π ∫
３π
４＋ωｔ＋γ

π
４＋ωｔ＋γ

（Ｈｌｍ）·ｃｏｓ２ｎαｄα

　 ＝
Ｈｌｍ
ｎ [π ｓｉｎ２ｎωｔ＋γ－π( )４ －

　　２ｓｉｎ２ｎωｔ＋γ＋π( )４ ＋ｓｉｎ２ｎωｔ＋γ＋３π( ) ]４
　　（ｎ＝０，１，２，３，…）

ｂｎ ＝
２
π ∫
π
４＋ωｔ＋γ

－π４＋ωｔ＋γ

（－Ｈｌｍ）·ｓｉｎ２ｎαｄα＋

　　 ２
π ∫
３π
４＋ωｔ＋γ

π
４＋ωｔ＋γ

（Ｈｌｍ）·ｓｉｎ２ｎαｄα

　 ＝
Ｈｌｍ
ｎ [π ｃｏｓ２ｎωｔ＋γ＋π( )４ －

　　２ｃｏｓ２ｎωｔ＋γ－π( )４ －ｃｏｓ２ｎωｔ＋γ＋３π( ) ]４
　　（ｎ＝０，１，２，３，…）

图３　永磁体励磁磁势

Ｆｉｇ．３　ＥｘｃｉｔａｔｉｏｎＭａｇｎｅｔＰｏｔｅｎｔｉａｌｏｆＰｅｒｍａｎｅｎｔＭａｇｎｅｔ

取磁势的基波分量，得：

ａ０＝０；ａ１＝－
４( )π （Ｈｌｍ）·ｃｏｓ２（ωｔ＋γ）；

ｂ１＝－
４( )π （Ｈｌｍ）·ｓｉｎ２（ωｔ＋γ）

则永磁体励磁基波磁势为：

Ｆｐ＝－ｋｗ２
４( )π （Ｈｌｍ）［ｃｏｓ２（ωｔ＋γ）·ｃｏｓ２α＋

　ｓｉｎ２（ωｔ＋γ）·ｓｉｎ２α］ （９）
其中，Ｆｐ为永磁体励磁基波磁势；ｋｗ２为永磁体等效
基波磁动势的绕组因数；Ｈ为永磁体磁场强度；ｌｍ
为单边永磁体厚度；γ为转子质心的偏心角度．
２．３．１．３　合成总磁势

电枢反应基波磁势Ｆａ和永磁体励磁基波磁势
Ｆｐ的合成磁势Ｆ（α，ｔ）为：

Ｆ（α，ｔ）＝Ｆａ（α，ｔ）＋Ｆｐ（α，ｔ）
＝ｆ１·ｃｏｓ（α－ψ＋ωｔ）＋
　ｆ１·ｃｏｓ（α－ψ－ωｔ）＋
　ｆ２·ｃｏｓ２（α－γ－ωｔ） （１０）

其中，

ｆ１＝ｋｗ１
４( )π

２ ＮＩｍ( )２ ；

ｆ２＝－ｋｗ２
４( )π （ＨＩｍ）．

２．３．２　偏心气隙的磁导
定转子间的偏心气隙磁导Λ的表达式为［８］：

Λ＝Λ [０ １＋ε
２

２＋
３ε４( )８ ＋ ε＋３ε

２( )４ ·ｃｏｓ（α－

γ）＋ ε
２

２＋
ε４( )２ ·ｃｏｓ２（α－γ）＋

ε３
４·ｃｏｓ３（α－γ）＋

ε４
８·ｃｏｓ４（α－γ ]）

（１１）

其中，Λ０＝
μ０
ｋμδ０
，Λ０为单位面积均匀气隙磁导，μ０

为空气磁导系数，ｋμ为饱和度，δ０为均匀气隙大

小；ε＝ ｅｋμδ０
，ε为有效相对偏心，ｅ为转子质心相对

于定子质心的偏心距；σ＝ｋμδ０．
对式（１１）进行化简，得到定子坐标系下的偏

心磁导表达式为：

Λ＝Λ { [０ １＋Ｘ
２＋Ｙ２

２σ２
＋３
８σ４
（Ｘ２＋Ｙ２） ]２

[
＋

１
σ
＋３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｘ·ｃｏｓα

[
＋

１
σ
＋３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｙ·ｓｉｎα

[
＋

Ｘ２－Ｙ２

２σ２
＋Ｘ

４－Ｙ４

２σ ]４ ·ｃｏｓ２α

[
＋

ＸＹ
σ２
＋Ｘ

３Ｙ＋ＸＹ３

σ ]４ ·ｓｉｎ２α＋

３
４σ３
（Ｘ３－３ＸＹ２）·ｃｏｓ３α＋

３
４σ３
（３Ｘ２Ｙ－Ｙ３）·ｓｉｎ３α＋

１
８σ３
（Ｘ４－６Ｘ２Ｙ２＋Ｙ４）·ｃｏｓ４α＋

８２２
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１
２σ４
（Ｘ３Ｙ－ＸＹ３）·ｓｉｎ４ }α （１２）

２．３．３　发电机磁场能
由式（１０），（１２）可得两相四极永磁发电机偏

心气隙的磁场能为：

Ｗ ＝Ｒｈ２∫
２π

０

Λ（α，ｔ）·Ｆ（α，ｔ）２ｄα

＝
Λ０Ｒｈ
２∫

２π{ [
０

１＋Ｘ
２＋Ｙ２

２σ２
＋３
８σ４
（Ｘ２＋Ｙ２） ]２

[
＋

１
σ
＋ ３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｘ·ｃｏｓα

[
＋

１
σ
＋ ３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｙ·ｓｉｎα

[
＋

Ｘ２－Ｙ２

２σ２
＋Ｘ

４－Ｙ４

２σ ]４ ·ｃｏｓ２α

[
＋

ＸＹ
σ２
＋Ｘ

３Ｙ＋ＸＹ３

σ ]４ ·ｓｉｎ２α＋

３
４σ３
（Ｘ３－３ＸＹ２）·ｃｏｓ３α＋

３
４σ３
（３Ｘ２Ｙ－Ｙ３）·ｓｉｎ３α＋

１
８σ３
（Ｘ４－６Ｘ２Ｙ２＋Ｙ４）·ｃｏｓ４α＋

１
２σ４
（Ｘ３Ｙ－ＸＹ３）·ｓｉｎ４ }α ·Ｆ（α，ｔ）２ｄα

（１３）
其中，Ｒ为定子半径，ｈ为电枢有效长度．

将（１２）代入（１３）进行积分，化简后得：

Ｗ ＝
Λ０Ｒｈ{２ πａ１（ｂ１

２＋ｂ２
２＋ｂ３

２）＋

πａ２ｂ１［ｂ２ｃｏｓ（２ωｔ－ψ）－ｂ３ｓｉｎ（２ωｔ－ψ）］＋

πａ３ｂ１［ｂ２ｓｉｎ（２ωｔ－ψ）＋ｂ３ｃｏｓ（２ωｔ－ψ）］＋
１
２πｂ１

２（ａ４ｃｏｓ２ψ＋ａ５ｓｉｎ２ψ）＋

πａ６ｂ１［ｂ２ｃｏｓ（２ωｔ＋ψ）－ｂ３ｓｉｎ（２ωｔ＋ψ）］＋

πａ７ｂ１［ｂ２ｓｉｎ（２ωｔ＋ψ）＋ｂ３ｃｏｓ（２ωｔ＋ψ }）］

ａ２ [＝ １
σ
＋ ３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｘ （１４）

其中，

ａ１＝１＋
Ｘ２＋Ｙ２

２σ２
＋３
８σ４
（Ｘ２＋Ｙ２）２；

ａ２ [＝ １
σ
＋３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｘ；

ａ３ [＝ １
σ
＋３
４σ３
（Ｘ２＋Ｙ２ ]） ·Ｙ；

ａ４＝
Ｘ２－Ｙ２

２σ２
＋Ｘ

４－Ｙ４

２σ４
；ａ５＝

ＸＹ
σ２
＋Ｘ

３Ｙ＋ＸＹ３

σ４
；

ａ６＝
３
４σ３
（Ｘ３－３ＸＹ２）；ａ７＝

３
４σ３
（３Ｘ２Ｙ－Ｙ３）；

ｂ１＝２ｆ１ｃｏｓωｔ；ｂ２＝ｆ２ ２
Ｘ２

σ２
－( )１；ｂ３＝ｆ２ ２ＸＹσ( )２ ．

２．３．４　发电机电磁转矩方程
对于本文研究的两相四极发电机，转矩平衡方

程为：

Ｔｅ＝Ｊｐ
ｄωｅ
ｄｔ

且电磁转矩由下式得到：

Ｔｅ＝
ｐＥ
Ωｒ
ｉ１ｓｉｎωｅｔ＋ｉ２ｓｉｎωｅｔ－

π( )[ ]２ （１５）

若考虑电机负载为常值感性和阻性负载，则两

相电枢电流为：

Ｌ
ｄｉ１
ｄｔ＝Ｅｓｉｎωｅｔ－ｉ１Ｒ

Ｌ
ｄｉ２
ｄｔ＝Ｅｓｉｎωｅｔ－

π( )２ －ｉ２Ｒ
（１６）

其中，Ｔｅ为电磁转矩，ｐ为极对数，Ｅ为单相空载电
压值，Ｊｐ为转子极转动惯量，Ωｒ为额定电机转速，

ωｅ为转子电角度，Ｌ和Ｒ分别为电机负载的电感值
和电阻值，ｉ１和ｉ２分别为两线圈的电流值．
２．４　耗散函数

磁轴承等效阻尼器的耗散函数为：

Ｚ１＝
１
２ｃｘ
Ｘ２＋１２ｃｙ

Ｙ２ （１７）

其中，ｃｘ和ｃｙ为磁轴承等效阻尼器的阻尼，且：
ｃｘ，ｙ＝２ｋｉＫＤＧｐｏｗｅｒＧｓｅｎｓｏｒ

其中，ＫＤ为控制器微分系数．
发电机气隙磁场耗散函数为

Ｚ２＝
１
２μ１（

Ｘ２＋Ｙ２） （１８）

其中，μ１为电磁阻尼系数．
系统的耗散函数包括磁轴承等效阻尼器耗散

函数和电机气隙磁场耗散函数，其表达式为：

Ｚ＝Ｚ１＋Ｚ２

＝１２ｃｘ
Ｘ２＋１２ｃｙ

Ｙ２＋１２μ１（
Ｘ２＋Ｙ２） （１９）

２．５　ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ动力学方程
将式（２），（３），（１４），（１９）代入 ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘ

９２２
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ｗｅｌｌ方程，整理得磁悬浮飞轮储能系统的机电耦合
动力学方程为：

ｍＸ̈＋（ｃｘ＋μ１）Ｘ＋（ｇ７Ｘ
７＋ｇ６Ｘ

６＋ｇ５Ｘ
５＋

　ｇ４Ｘ
４＋ｇ３Ｘ

３＋ｇ２Ｘ
２＋ｇ１Ｘ）＋ｇ０＝０

ｍ̈Ｙ＋（ｃｙ＋μ１）Ｙ＋（ｈ７Ｙ
７＋ｈ６Ｙ

６＋ｈ５Ｙ
５＋

　ｈ４Ｙ
４＋ｈ３Ｙ

３＋ｈ２Ｙ
２＋ｈ１Ｘ）＋ｈ０＝０

（２０）
其中，

Γ＝
Λ０Ｒｈ
２ ；ｇ７＝－Γ

３πｆ２
２

σ８
；ｇ６＝０；

ｇ５＝－Γ
３πｆ２

２（３Ｙ２＋σ２）
σ８

；

ｇ４＝－Γπ［１５ｆ１ｆ２（ｃｏｓωｔ＋ｃｏｓ３ωｔ）ｃｏｓψ］／２σ
５；

ｇ３＝－Γπ［ｆ２
２（９Ｙ４＋６Ｙ２σ２＋４σ４）＋

２ｆ１
２σ４（３＋２ｃｏｓ２ψ）ｃｏｓ２（ωｔ）＋

３ｆ１ｆ２Ｙσ
３ｓｉｎ（４ωｔ）ｃｏｓ（ωｔ）ｓｉｎ（ψ）］／σ８；

ｇ２＝－Γπ［３ｆ１ｆ２（３Ｙ
２＋２σ２）ｃｏｓ（２ωｔ－ψ）·

ｃｏｓ（ωｔ）＋９ｆ１ｆ２Ｙ
２ｃｏｓ（２ωｔ＋ψ）ｃｏｓ（ωｔ）＋

６ｆ１
２Ｙσｃｏｓ２（ωｔ）ｓｉｎ（２ψ）］／σ５；

ｇ１＝ｋｘｓ－Γπ［ｆ２
２Ｙ２（３Ｙ４＋３Ｙ２σ２＋４σ４）＋

２ｆ１
２σ４（３Ｙ２＋２σ２＋σ４２ψ）ｃｏｓ２（ωｔ）＋

２ｆ１ｆ２Ｙσ
３ｃｏｓ（ωｔ）［－（３Ｙ２＋

２σ２）ｓｉｎ（２ωｔ－ψ）＋
３Ｙ２ｓｉｎ（２ωｔ＋ψ）］］／σ８；

ｇ０＝－Γπ·ｆ１Ｙｃｏｓ（ωｔ）［ｆ２Ｙ（３Ｙ
２＋４σ２）·

ｃｏｓ（２ωｔ－ψ）＋３Ｙ３ｆ２ｃｏｓ（２ωｔ＋ψ）＋

４ｆ１σ（σ
２＋Ｙ２）ｃｏｓωｔ＋ｓｉｎ２ψ］／２σ５；

ｈ７＝－Γ
１２πｆ２

２

σ８
；ｈ６＝０；

ｈ５＝－Γ
３πｆ２

２（９Ｘ２＋σ２）
σ８

；

ｈ４＝－Γπ［１５ｆ１ｆ２（ｃｏｓωｔ＋ｃｏｓ３ωｔ）ｓｉｎψ］／σ
５；

ｈ３＝－Γπ［ｆ２
２（３６Ｘ４＋８Ｘ２σ２＋１９σ４）－

４ｆ１
２σ４（－３＋２ｃｏｓ２ψ）ｃｏｓ２（ωｔ）＋

４８ｆ１ｆ２Ｘσ
３ｃｏｓωｔｃｏｓ（２ωｔ＋ψ）］／２σ８；

ｈ２＝－Γπ［－３ｆ１ｃｏｓ（ωｔ））［ｆ２（１２Ｘ
２＋５σ２）·

ｓｉｎ（２ωｔ－ψ）＋３ｆ２σ
２ｓｉｎ（２ωｔ＋ψ）－

４ｆ１Ｘσｃｏｓ（ωｔ）ｓｉｎ（２ψ）］／２σ
５；

ｈ１＝ｋｙｓ－Γπ［ｆ２
２（６Ｘ６＋２Ｘ４σ２＋１１Ｘ２σ４－

１４σ６）＋４ｆ１
２σ４（３Ｘ２＋２σ２－

σ２ｃｏｓ２ψ）ｃｏｓ２（ωｔ）＋

６ｆ１ｆ２Ｘσ
３ｃｏｓ（ωｔ）［（４Ｘ２－３σ２）ｃｏｓ（２ωｔ＋

ψ）＋σ２ｃｏｓ（２ωｔ－ψ）］］／２σ８；
ｈ０＝ｍｇ－Γπ·ｆ１ｃｏｓ（ωｔ）［－ｆ２（６Ｘ

４＋５Ｘ２σ２－４σ４）·

ｓｉｎ（２ωｔ－ψ）＋３Ｘ２ｆ２（－２Ｘ
２＋３σ２）ｓｉｎ（２ωｔ＋ψ）＋

４Ｘｆ１σ（σ
２＋Ｘ２）ｃｏｓωｔ＋ｓｉｎ２ψ］／２σ５．

引入“机电耦合等效刚度”Ｋｖｘ，Ｋｖｙ和“机电耦
合等效激振力”Ｆｖｘ，Ｆｖｙ，定义为：

Ｋｖｘ＝
ｇ７Ｘ

７＋ｇ６Ｘ
６＋ｇ５Ｘ

５＋ｇ４Ｘ
４＋ｇ３Ｘ

３＋ｇ２Ｘ
２＋ｇ１Ｘ

Ｘ ；

Ｋｖｙ＝
ｈ７Ｙ

７＋ｈ６Ｙ
６＋ｈ５Ｙ

５＋ｈ４Ｙ
４＋ｈ３Ｙ

３＋ｈ２Ｙ
２＋ｈ１Ｙ

Ｙ ；

Ｆｖｘ＝－ｇ０；Ｆｖｙ＝－ｈ０．
则式（２０）可化为：

ｍＸ̈＋（ｃｘ＋μ１）Ｘ＋ＫｖｘＸ＝Ｆｖｘ
ｍ̈Ｙ＋（ｃｙ＋μ１）Ｙ＋ＫｖｙＹ＝Ｆｖｙ

（２１）

由式（２１）可以看出，对于控制参数确定的磁
悬浮飞轮储能系统，其阻尼为常数，系统机电耦合

的“刚度”项和“激振力”项是时变的非线性项，系

统动力学的非线性特性主要是由“刚度”项和“激

振力”项的非线性引起的．

３　仿真分析

对式（２１）的非线性方程组，本文采用“数值
法”分析其非线性特性．对非线性方程组的数值求
解采用标准四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法．由于初始条件和
仿真步长对计算结果和计算的快速性都有重要影

响，考虑计算的截断误差以及仿真的快速性，本文

选用仿真步长Δｔ＝Ｔ／２５６，其中，Ｔ＝２π／ω，表示仿
真当前转速条件下的周期值，仿真总时间为３００Ｔ．
同时，考虑计算结果的快速收敛性，设初值为：

Ｘ０＝Ｙ０＝１×１０
－７ｍ，Ｘ０＝Ｙ０＝０

仿真中的其它参数见表１．
由表１中的初始条件，对系统机电耦合动力学

特性进行仿真，结果如图４所示．由于 Ｘ通道与 Ｙ
通道的受力不同，以及磁轴承在两通道的刚度值和

阻尼值略有不同，两通道的机电耦合振动特性也略

有不同，但本质规律是相同的．去除仿真初始阶段
的过渡过程，飞轮转子变为稳定周期运动，飞轮转

子稳定周期运行的转子位移曲线如图４（ａ）所示，
可以看出，飞轮在两轴方向的机电耦合振动幅值在

５０μｍ附近，且Ｙ方向的振动幅值稍大于 Ｘ方向的
振动幅值．图４（ｂ）为其Ｐｏｉｎｃａｒè图．对稳定周期运

０３２
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表１　系统的机械和电磁参数

Ｔａｂｌｅ１　ＭｅｃｈａｎｉｓｍＰａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｓｍ

ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＴｈｅＳｙｓｔｅｍ

Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｍａｓｓｏｆｒｏｔｏｒｍ＝１４９．４Ｋｇ

Ｆｌｙｗｈｅｅｌ ｐｏｌｅｍｏｍｅｎｔｏｆｉｎｅｒｔｉａＪｐ＝２．６１Ｋｇｍ２

ｒａｄｉｕｓｏｆｓｔａｔｏｒＲ＝０．１ｍ
ｄｉｓｃｈａｒｇｉｎｇｓｐｅｅｄω＝１００００ＲＰＭ

ＡＭＢｓ
ｅｑｕａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｋｘ＝１．７５×１０７Ｎ／ｍｋｙ＝１．９５×１０７Ｎ／ｍ
ｅｑｕａｌｄａｍｐｉｎｇｃｘ＝９９０．２Ｎｓ／ｍｃｙ＝１１２０．７Ｎｓ／ｍ

ｄｉｓｃｈａｒｇｉｎｇｃｕｒｒｅｎｔ１ＫＡ
ａｉｒ－ｇａｐｌｅｎｇｔｈ０．０１ｍ
ａｒｍａｔｕｒｅｌｅｎｇｔｈ０．１５ｍ
ｃｏｉｌｎｕｍｂｅｒ１０

ｒａｄｉａｌｌｅｎｇｔｈｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｍａｇｎｅｔ０．００６ｍ
Ｇｅｎｅｒａｔｏｒ ｍａｇｎｅｔｆｌｕｘｄｅｎｓｉｔｙｏｆｐｅｒｍａｎｅｎｔｍａｇｎｅｔＨ＝９００ＫＡ／ｍ

ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｋμ＝１．２
ｃｏｉｌｆａｃｔｏｒｋｗ１＝ｋｗ２＝０．９

ａｎｇｌｅｏｆｉｎｔｅｒｎａｌｐｏｗｅｒｆａｃｔｏｒ１０°
ｉｎｄｕｃｔａｎｃｅｏｆｌｏａｄＬ＝２０×１０－６Ｈ
ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｏｆｌｏａｄＲ＝２５×１０－３Ω

Ｏｔｈｅｒｓ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆａｉｒｍａｇｎｅｔｉｃｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅμ０＝４π×１０－７

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｄａｍｐｉｎｇμ１＝０．８

图４　１００００ＲＰＭ的机电耦合振动特性

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｕｐｌｉｎｇａｔ１００００ＲＰＭ

动进行频域分析，如图４（ｃ）所示，飞轮转子存在两
个主要振动频率：１６６．７Ｈｚ，５００Ｈｚ．可以明显看出，
系统机电耦合振动的主振频率 １６６．７Ｈｚ是转速
１００００ＲＰＭ的同频振动频率，在不存在飞轮转子质
量不平衡假设条件下，该同频振动产生的物理本质

是由于转子质心与定子质心偏心使发电机产生与

转速同频的不平衡电磁力（矩），进而激发系统产

生机电耦合同频振动．同时，系统还存在３倍频振
动分量，该振动分量是由偏心气隙磁导引起的气隙

磁场能的非线性导致的，其振动幅值与主频振动幅

值相比较小．

图５　不同转速条件下的振动幅频特性

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅＭａｇｎｉｔｕｄｅＦｒｅｑｕｅｎｃｙＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆ

Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｐｅｅｄｓ

在不改变其它仿真条件下，不同转速的振动幅

频特性如图５所示．可以看出，随着转速升高，飞轮

机电耦合的基频和３倍频振动幅值逐渐降低．对于

一般线性的单自由度强迫振动，以欠阻尼系统为

例，振幅的大小与激振力、刚度、阻尼和转速值有固

定数学关系，且飞轮转速“小于共振频率（转速）

时，振幅随转速升高而变大，大于共振频率（转速）

时，振幅随转速升高而减小”．然而，本文研究的机

电耦合振幅的大小与非线性“机电耦合等效刚度”

项和“机电耦合等效激振力”项的大小相关，可采用
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图６　Ｋｘ×２，Ｋｙ×２，１００００ＲＰＭ的机电耦合振动特性

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｕｐｌｉｎｇ

ａｔ１００００ＲＰＭ，Ｋｘ×２，Ｋｙ×２

图７　ｃｘ×２，ｃｙ×２，１００００ＲＰＭ的机电耦合振动特性

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｕｐｌｉｎｇ

ａｔ１００００ＲＰＭ，ｃｘ×２，ｃｙ×２

相关非线性解析法对系统的振动特性进行更深入

分析，本文仅给出转速变化对振幅影响的定性结

论，不对其进行解析分析．

图８　电流由１０００Ａ增大到１５００Ａ，１００００ＲＰＭ的机电耦合振动特性

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｕｐｌｉｎｇａｔ１００００ＲＰＭ，

ｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｓｉｎｃｒｅａｓｅｆｒｏｍ１０００Ａｔｏ１５００Ａ

对于通常的磁悬浮储能飞轮系统，通过调节磁

轴承的控制参数对磁轴承的支承刚度和阻尼进行

调节．在其它仿真条件不变条件下，磁轴承提供的
系统刚度Ｋｘ，Ｋｙ和阻尼ｃｘ，ｃｙ变化对机电耦合振动
特性的影响见图６和图７．与图４的仿真结果相比
较，增大刚度（Ｋｘ×２，Ｋｙ×２），系统机电耦合振幅
相应增大；增大阻尼（ｃｘ×２，ｃｙ×２），系统机电耦合
振幅相应减小．从能量观点来看，增大刚度使系统
势能得到增强，系统能量的增加使飞轮稳定振动的

幅值得到增大；同理，阻尼的增大使系统能量耗散

变大，系统能量的减小使飞轮稳定振动的幅值减

小．磁悬浮储能飞轮系统磁场能的大小对机电耦合
振动特性的影响见图８～图１０．图８为放电电流增
大到１５００Ａ的机电耦合振动特性，与图４仿真结果
相比，可以看出，放电电流的增大使系统的机电耦

合振动幅值显著增强，表明电枢反应磁场能的增强

使机电耦合振动呈增强趋势．图９为永磁体厚度增
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图９　永磁体厚度由０．００６ｍ增大到０．０１１ｍ，

１００００ＲＰＭ的机电耦合振动特性

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌｃｏｕｐｌｉｎｇ

ａｔ１００００ＲＰＭ，ｔｈｅｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｐｅｒｍａｎｅｎｔｍａｇｎｅｔ

ｉｎｃｒｅａｓｅｓｆｒｏｍ０．００６ｍｔｏ０．０１１ｍ

图１０　放电电流为１７３０Ａ，系统失稳的Ｐｏｉｎｃａｒè图

Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅＰｏｉｎｃａｒèｍａｐｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｓｙｓｔｅｍ，

ｔｈｅｄｉｓｃｈａｒｇｅｃｕｒｒｅｎｔｉｓ１７３０Ａ

大到０．０１１ｍ的机电耦合振动特性，可以得到类似

的结论—增强励磁永磁体的磁场能使系统的机电

耦合振动幅值变大．当磁场能增大到一定程度，磁

悬浮储能飞轮系统会变为不稳定系统，图１０为放
电电流增大到１７３０Ａ时系统失稳的情况．仿真研究
发现，导致系统失稳的主要因素还包括：过分增大

磁轴承系统的刚度或减小磁轴承系统的阻尼，限于

文章篇幅，不再列举其仿真结果．

４　结论

本文针对磁悬浮储能飞轮系统的“磁悬浮飞轮

永磁发电机”机电耦合非线性动力学特性进行研
究，采用ＬａｇｒａｎｇｅＭａｘｗｅｌｌ方程推导其机电耦合动
力学模型，采用数值法对非线性动力学方程进行分

析．仿真结果表明：
１）系统存在稳定的机电耦合非线性振动，分

别为与转速同频的基频振动和三倍频振动，且基频

振动幅值比三倍频振动幅值大．
２）对于稳定的磁悬浮储能飞轮机电耦合系

统，飞轮转速增大，磁轴承系统刚度减小，磁轴承系

统阻尼增大，或磁场能（电枢反应磁场能或永磁励

磁磁场能）减小，都能使系统的非线性振动幅值得

到减小．
３）增大磁轴承系统的刚度，减小磁轴承系统

的阻尼，或增大系统的磁场能都有可能破坏机电耦

合非线性系统的稳定性，使飞轮失稳．
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