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摘要　正如傅里叶变换采用正弦基，单频信号能够在频域形成峰值，分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换采用线性调频基，线性

调频（ＬＦＭ）信号能够在分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域上实现聚焦，利用此聚焦性通过搜索峰值可实现ＬＦＭ信号检测和参

数估计．通常采用步进式搜索方法，效率低下．为了克服该缺点，通过对分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域优化问题本质的研究，

将混沌优化算法引入到分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值搜索中．仿真结果表明：本文的方法优于传统的步进式搜索法．

关键词　混沌优化算法，　分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，　极值搜索

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０５６

引言

传统的傅立叶变换（ＦＦＴ）采用正弦基，适合于
处理平稳信号．但实际中，许多信号的统计特性往
往随时间变化，表现出非平稳特性．为了表征非平
稳信号的时变特征，需要寻求新的时频分析工具，

分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换（ＦＲＦＴ）［１］－［３］是近年来基于此
出现的一种新的信号处理方法．ＦＲＦＴ采用线性调
频基，特别适合于处理 Ｃｈｉｒｐ类信号．线性调频
（ＬＦＭ）信号在特定的分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域上能够实现
聚焦，称为ＬＦＭ信号在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域具有聚焦
性．常用此聚焦特性检测在通信、雷达、声纳等领域
中应用广泛的ＬＦＭ信号．

目前，常用的 ＬＦＭ 信号检测方法是步进
法［４］－［６］．即设定参数步长，在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域二
维平面对ＬＦＭ信号进行步进搜索．但步进式搜索
算法效率低下，尤其是当精度要求高时，更是如此．
通常离散采样信号经ＦＲＦＴ后，除了对应ＬＦＭ信号
的最大峰值外，在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域平面还会出现
多个局部峰值．因此，分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域的极值搜索
本质上是全局寻优问题．混沌优化算法［７］－［１０］是近

年来出现的一种全局优化算法，该法利用混沌的遍

历性进行搜索，具有所需函数信息少、不依赖于初

始值等优点．因此，本文将混沌优化算法引入到
ＦＲＦＴ中，提出了一种基于混沌优化算法的分数阶

Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值优化算法，从而实现 ＬＦＭ信号的检
测．通过仿真实例，验证了本文所提方法的效率优
于传统的步进式搜索方法．

１　分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域优化问题描述

分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换由 Ｎａｍｉａｓ于 １９８０年提

出［１］，可理解为信号在时频平面的旋转算子．其定
义如下：

Ｘｐ（ｕ）＝∫
＋∞

－∞
Ｋｐ（ｕ，ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ （１）

其中，Ｋｐ（ｕ，ｔ）为核函数，如式（２）所示：

Ｋｐ（ｕ，ｔ）＝
Ａαｅｘｐ（ｉ

ｔ２＋ｕ２
２ ｃｏｓα－ｉｕｔｓｉｎα

），α≠ｎπ

δ（ｔ）， α＝２ｎπ
δ（－ｔ）， α＝（２ｎ±１）










π
（２）

信号在分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域上的旋转角度为：α＝

ｐπ／２，Ａα为相应的幅度因子，其表达式为：Ａα＝

（１－ｉｃｏｔ（α））／２槡 π．
实际中，信号由离散化采样值表示．因此，需要

将连续分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ变换离散化，本文采用 Ｏｚａｋ

ｔａｓ［３］提出的离散化快速算法，即：

Ｘｐ（ｕ）＝

　∑
Ｎ

ｎ＝－Ｎ

Ａα
２Δｘ
ｅｉπ（ｕ２ｃｏｓα－

２ｕｎｃｓｃα
２Δｘ ＋

ｎ２ｃｏｓα
（２Δｘ）２

）ｘ（ｎ２Δｘ
） （３）
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则分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域二维极值搜索问题可描述为：
在分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域二维平面（ｐ，ｕ）内，寻找合

适的（ｐ０，ｕ０），使得分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域目标函数 ｆ（ｐ，

ｕ）＝｜Ｘｐ（ｕ）｜
２达到最大，其数学表达式为：

（ｐ０，ｕ０）＝ａｒｇｍａｘ
（ｐ，ｕ）

（｜Ｘｐ（ｕ）｜
２）

或（ｐ０，ｕ０）＝－ａｒｇｍｉｎ
（ｐ，ｕ）

（｜Ｘｐ（ｕ）｜
２{
）

（４）

由式（３）和（４）可知，分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域目标函
数形式复杂，为多个二维复杂指数函数的非线性叠

加．这使得信号经ＦＲＦＴ后，目标函数呈现出非凸、
多峰等特性．进一步增加了分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域二维
寻优的难度．

２　混沌优化算法

混沌是存在于非线性动力学系统中的一种普遍

的行为．混沌的变化过程看似杂乱无章，实则有其内
在的规律性．混沌变量具有随机性、遍历性、规律性
等特点．利用混沌变量的遍历性作为函数极值搜索
过程中避免陷入局部极小值的优化机制，李兵［９］等

提出了一种新的全局优化算法－混沌优化算法．
混沌优化算法的基本思想是根据一定的混沌

映射，产生混沌序列，通过载波方式将混沌序列载

入到参变量区间，并比较各序列的目标函数值．通
常以一定步数内，函数值不发生变化作为终止条

件，以满足终止条件时的当前值作为最优值输出．
其基本步骤为：

（１）根据具体待优化问题，得到解空间，并根
据一定的混沌映射，产生各解空间的混沌序列，各

混沌序列数为Ｍ，同时令计数变量ｍ＝１．
（２）一次载波．设解空间维数为 Ｄ，以 ｙ＝［ｙ１，

…，ｙＤ］表示解空间向量，各变量 ｙｄ｜ｄ＝１，…，Ｄ范围为
ａｄ到ｂｄ．将各解空间的混沌序列通过下式所示的
载波方式载入到各解空间变量所对应的范围内．

ｙｄｍ＝ａｄ＋（ｂｄ－ａｄ）ｘｄｍ （５）
其中，ｘｄｍ对应第ｄ（ｄ＝１，…，Ｄ）维解空间的第

ｍ（ｍ＝１，…，Ｍ）个混沌变量．
（３）选择合适的度量函数 ｆ，并计算 ｙｍ（第 ｍ

个混沌变量对应的解向量）的度量函数值 ｆ（ｙｍ）．
当初始状态即ｍ＝１时，以其对应的 ｙ１及 ｆ（ｙ１）作

为初始最好解 ｆｂ及最佳变量 ｙｂ．否则，将 ｙｍ与 ｆ
ｂ

比较，找出其中的最佳值，与此对应，将最佳变量ｙｂ

做相应变化．

（４）判断是否达到设定搜索步数，若是，则往
下运行步骤（５）．否则，计数变量 ｍ增加１，运行步
骤（２）－（４）．

（５）缩小搜索空间，并对混沌变量进行二次载
波，继续搜索，，将当前搜索值与以前搜索的历史最

好解比较，若当前值由于历史最好解，则将当前值

作为最好解，同时更新最佳变量．
（６）判断是否满足终止条件，若满足，则停止

运算，并以当前解作为最优解输出，否则，重复步骤

（５），继续进行搜索．
对于分数阶Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值寻优问题，以式（４）

中的最小化目标函数作为混沌优化算法中度量函

数．典型的混沌映射序列有式（６）所示的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ
映射、式（７）所示无限折叠映射等．由于无限折叠
映射的遍历性更均匀，因此，本文中采用无限折叠

映射．
算法流程如图１所示．

图１　混沌优化算法流程图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｃｈｅｄｕｌｅｏｆｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｙｍ＋１＝μｙｍ（１－ｙｍ）

０≤ｙ１≤１，μ＝{ ４
，ｍ＝１，２，… （６）

ｙｍ＋１＝ｓｉｎ（２／ｙｍ）

－１≤ｙ１≤{ １
，ｍ＝１，２，… （７）

３　仿真实例

下面通过几个实例来说明混沌优化算法的良

好性能．

２２２
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１、信号ｘ（ｔ）＝ｅｉ２πｆ０ｔ＋ｉπμｔ２＋ｗ（ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］．信号
脉宽Ｔ＝０．１ｓ，采样频率 ｆｓ＝２５００Ｈｚ，带宽为１５０－
３００Ｈｚ．ｗ（ｔ）是高斯白噪声，信噪比 －５ｄＢ．步进法
（直接法）和混沌优化算法的优化结果如表１所示．
表１　０．１ｓ脉宽时直接法与混沌优化算法性能比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈ０．１ｓｐｕｌｓｅｗｉｄｔｈ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ
（ｐｏ，ｕｏ）

Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｖａｌｕｅ
（ｐ，ｕ）

ｔｉｍｅ
（ｓ）

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．００１）

（１．０３９，１．４２３０） １５．０

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．０００６）

（１．０３８２，１．４２０５）（１．０３９２，１．４２３０） ２４．９

ｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（１．０３９３，１．４２３０） ６．２

２、信号ｘ（ｔ）＝ｅｉ２πｆ０ｔ＋ｉπμｔ２＋ｗ（ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］．信号
脉宽Ｔ＝０．２ｓ，采样频率 ｆｓ＝２５００Ｈｚ，带宽为１５０－
３５０Ｈｚ．ｗ（ｔ）是高斯白噪声，信噪比 －５ｄＢ．步进法
（直接法）和混沌优化算法的优化结果如表２所示．
表２　０．２ｓ脉宽时直接法与混沌优化算法性能比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈ０．２ｓｐｕｌｓｅｗｉｄｔｈ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ
（ｐｏ，ｕｏ）

Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｖａｌｕｅ
（ｐ，ｕ）

ｔｉｍｅ
（ｓ）

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．００１）

（１．０５１，２．２１３７） ３３．７

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．０００６）

（１．０５０８，２．２２８９）（１．０５０６，２．２１３７） ６０．７

ｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（１．０５０５，２．２１３７） １５．２

３、信号ｘ（ｔ）＝ｅｉ２πｆ０ｔ＋ｉπμｔ２＋ｗ（ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］．信号
脉宽Ｔ＝０．４ｓ，采样频率 ｆｓ＝２５００Ｈｚ，带宽为１５０－
３７０Ｈｚ．ｗ（ｔ）是高斯白噪声，信噪比 －５ｄＢ．步进法
（直接法）和混沌优化算法的优化结果如表３所示．
表３　０．４ｓ脉宽时直接法与混沌优化算法性能比较

Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈ０．４ｓｐｕｌｓｅｗｉｄｔｈ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ
（ｐｏ，ｕｏ）

Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｖａｌｕｅ
（ｐ，ｕ）

ｔｉｍｅ
（ｓ）

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．００１）

（１．０５６，３．２７３０） ６６．９

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．０００６）

（１．０５５９，３．２７６１）（１．０５６０，３．２７３０）１１４．２

ｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（１．０５６１，３．２７３０） ３０．０

４、信号ｘ（ｔ）＝ｅｉ２πｆ０ｔ＋ｉπμｔ２＋ｗ（ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］．信

号脉宽Ｔ＝０．６ｓ，采样频率 ｆｓ＝２５００Ｈｚ，带宽为１５０
－３６０Ｈｚ．ｗ（ｔ）是高斯白噪声，信噪比 －５ｄＢ．步进
法（直接法）和混沌优化算法的优化结果如表４所
示．
表４　０．６ｓ脉宽时直接法与混沌优化算法性能比较

Ｔａｂｌｅ４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈ０．６ｓｐｕｌｓｅｗｉｄｔｈ

Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｖａｌｕｅ
（ｐｏ，ｕｏ）

Ｅｓｔｉｍａｔｅｄｖａｌｕｅ
（ｐ，ｕ）

ｔｉｍｅ
（ｓ）

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．００１）

（１．０６１，３．７０５２） １２８．０

Ｓｔｅｐ－ｂａｓｅｄ
（０．０００６）

（１．０６０９，３．７０１０）（１．０６０８，３．７０５２）２１３．３

ｃｈａｏｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（１．０６１０，３．７０５２） ５３．５

表１－４中，估计值和理论值有偏差，这是由于
信号的离散化采样及噪声的影响导致的．直接法的
计算时间和估计精度与步长有关，随着步长的增

加，尽管其估计精度提高，但以牺牲运算效率为代

价．混沌优化算法不仅耗时少于直接法，且其精度
高．

４　结束语

本文通过研究分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值优化问题

的本质，将混沌优化算法引入到分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域
极值搜索中，和传统步进式搜索算法相比，提高了

搜索速度和精度．
研究表明：

（１）线性调频信号在分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域具有聚
焦性，其目标函数表现出非凸、多峰等特性，增加了

极值搜索的难度．
（２）混沌优化算法利用混沌的遍历性进行全

局搜索，分数阶 Ｆｏｕｒｉｅｒ域极值搜索中采用混沌算
法，其搜索效率和精度优于传统步进式搜索算法

（３）文中思想对于混沌在优化领域的应用，提
供了典型案例，具有推广价值．
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