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Ｂｉｒｋｈｏｆｆ意义下 ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程的离散变分计算
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摘要　在Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下，采用离散变分方法研究了非Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程的数值解法，并通

过和传统的ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法进行比较，说明了在Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下研究这类不具有简单辛结构的非 Ｈａｍｉｌｔｏｎ

系统可以得到更可靠和精确的数值结果．
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引言

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统具有简单的辛结构，自动满足自
伴随性质，可以用来描述耗散可忽略的保守动力学

系统，并在动力学系统的保结构算法研究中具有重

要意义［１，２，３］．但是对于本质非自伴随的动力学系
统，在保持实验室可观测量或动力学函数物理意义

不变的情况下，则不能表示为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统．虽然
通过Ｄａｒｂｏｕｘ变换，可以实现简单的辛结构表示，
但是此时的实验室可观测量或动力学函数已经失

去了直接的物理意义，我们称这类不能表示为简单

Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的动力学系统为非Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统［４］．
对于非Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，由于不具有简单的辛结构，
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的保辛算法已经不再适用，因此需要
找到一种较理想的数值算法来数值求解这类非

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的运动方程问题．
本文以 ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ（ＨＵ）方程［５７］为例，在

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ意义下，将ＨＵ方程表示为自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方
程的形式，并采用离散变分方法，给出研究这类非

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的数值积分子．通过数值实验说明了
在Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下研究非Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的几何数值
积分问题是合理和有效的，从而为非 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统
的几何数值积分问题研究开辟了一条新的途径．

１　ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示

Ｈｏｊｍａｎ和Ｕｒｒｕｔｉａ于１９８１年在Ｊ．Ｍａｔｈ．Ｐｈｙｓ．

上发表了一篇文章，在该文中，他们给出了如下的

方程［６，７］：

ｘ̈＋ｙ＝０，　ｙ̈＋ｙ＝０ （１）
称为ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程．该方程在关于 Ｌａｇｒａｎｇｅ
逆问题和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ逆问题的研究以及 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ力
学的发展过程中起着重要的作用［７］．

取如下初始条件：

ｘ（０）＝０，　ｘ（０）＝２，
ｙ（０）＝１，　ｙ（０）＝１ （２）

则方程（１）有如下的解析解：
ｘ（ｔ）＝ｓｉｎ（ｔ）－ｃｏｓ（ｔ）＋ｔ＋１
ｙ（ｔ）＝ｓｉｎ（ｔ）＋ｃｏｓ（ｔ） （３）

方程（１）看似简单，却不能表示成 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程或
Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的形式，因此其是一个典型的非
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统问题，其一阶形式没有辛结构．但是
在Ｂｉｒｋｈｏｆｆ力学框架下，该方程可以表示为满足自
伴随条件的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的形式，具有简单的辛结
构．如果取ａ１＝ｘ，ａ２＝ｙ，ａ３＝ｘ，ａ４＝ｙ，利用Ｈｏｊｍａｎ
方法可以构造该系统的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示［５，６］

Ｒ１＝ａ
２＋ａ３，

Ｒ２＝０，

Ｒ３＝ａ
４，

Ｒ４＝０

Ｂ＝１２［（ａ
３）２＋２ａ２ａ３－（ａ４）２］ （４）

对应的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程为：
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从所得到的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组
（４）可以看出，ＨＵ方程的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示方程（５）是
自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程．

２　离散自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程和变分积分子

给定构型空间为 Ｍ２ｎ，其坐标为｛ａμ｝（μ＝１，
…，２ｎ），设自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数Ｂ：Ｍ２ｎ→Ｒ和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
函数组Ｒμ：Ｍ

２ｎ→Ｒ，从而定义如下Ｐｆａｆｆ作用量：

Ａ＝∫
ｔ２

ｔ１
Ｐ（ａ，ａ）ｄｔ＝∫

ｔ２

ｔ１
（Ｒμ（ａ）ａ

μ－Ｂ（ａ））ｄｔ

（６）
这里Ｐ（ａ，ａ）为Ｐｆａｆｆ函数．利用等时变分原理

δＡ＝０，并考虑端点条件 δａ（ｔ１）＝δａ（ｔ２）＝０，可以

得到如下自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程［６，８］：

Ｒｖ（ａ）
ａμ

－
Ｒμ（ａ）
ａ( )ｖ ａｖ－Ｂ（ａ）

ａμ
＝０ （７）

则由方程（７）所描述的系统被称为自治 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统［８］．

取离散空间为 Ｍ×Ｍ，并取定时间步长 ｈ∈Ｒ，
定义离散Ｐｆａｆｆ函数Ｐｄ：Ｍ×Ｍ×Ｒ→Ｒ，从而给出离

散作用泛函为［９，１０］：

Ａｄ ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｐｄ（ｈ，ａｋ，ａｋ＋１） （８）

利用离散变分计算 δＡｄ＝０，并考虑端点条件 δａ０＝

δａＮ＝０，则可以得到如下离散自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程：
ＤＢＰｄ（ａｋ，ａｋ＋１，ｈ）＝０ （９）

这里，ＤＢ为离散Ｂｉｒｋｈｏｆｆ映射，写成坐标形式如下：
Ｄ１Ｐｄ（ａｋ，ａｋ＋１，ｈ）＋Ｄ２Ｐｄ（ａｋ－１，ａｋ，ｈ）＝０

（１０）
这里ＤｉＰｄ（ｉ＝１，２）表示对Ｐｄ中第ｉ个变量的偏导
数．如果取

ｂｋ＝－Ｄ１Ｐｄ（ａｋ，ａｋ＋１，ｈ） （１１）
ｂｋ＋１＝Ｄ２Ｐｄ（ａｋ，ａｋ＋１，ｈ） （１２）

作为中间变量，通过求解隐式方程（１１）可以得到

ａｋ＋１，然后求解显式方程（１２），则得到映射：Ｆ
＾
Ｐｄ：

（ａｋ，ｂｋ）→（ａｋ＋１，ｂｋ＋１），即给出系统随时间的演化．

可以证明，映射Ｆ
＾
Ｐｄ保持离散 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ辛形式

［９］，从

而方程（１１）和（１２）给出了计算自治 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ辛积分子．可以采用许多方法离散 Ｐｆａｆｆ
函数，如中点格式，Ｖｅｒｌｅｔ方法，ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方法
等［１１］．本文采用Ｅｕｌｅｒ中点格式来离散Ｐｆａｆｆ函数．

３　ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程的离散变分计算

由ＨＵ方程的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示（４）式可以得到
ＨＵ方程所对应的Ｐｆａｆｆ函数：

Ｐ＝（ａ２＋ａ３）ａ１＋ａ４ａ３－１２［（ａ
３）２＋

　２ａ２ａ３－（ａ４）２］ （１３）
从而利用Ｅｕｌｅｒ中点格式可以得到离散Ｐｆａｆｆ函数：

Ｐｄ＝
ｈ
８［４（ａ

２
ｋ＋ａ

２
ｋ＋１＋ａ

３
ｋ＋

　ａ３ｋ＋１）（
ａ１ｋ＋１－ａ

１
ｋ

ｈ ）＋

　４（ａ４ｋ＋ａ
４
ｋ＋１）（

ａ３ｋ＋１－ａ
３
ｋ

ｈ ）－

　（ａ３ｋ＋１＋ａ
３
ｋ）
２－２（ａ２ｋ＋ａ

２
ｋ＋１）（ａ

３
ｋ＋１＋

　ａ３ｋ）－（ａ
４
ｋ＋１＋ａ

４
ｋ）
２］ （１４）

利用（１１）和（１２）式可以得到如下表达式

ｂ１ｋ＝
１
２（ａ

２
ｋ＋ａ

２
ｋ＋１＋ａ

３
ｋ＋ａ

３
ｋ＋１）

ｂ２ｋ＝－
ｈ
４［２（

ａ１ｋ＋１－ａ
１
ｋ

ｈ ）－（ａ３ｋ＋１＋ａ
３
ｋ）］

ｂ３ｋ＝－
ｈ
４［
２
ｈ（ａ

１
ｋ＋１－ａ

１
ｋ－

　ａ４ｋ－ａ
４
ｋ＋１）－ａ

３
ｋ＋１－

　ａ３ｋ－ａ
２
ｋ－ａ

２
ｋ＋１］

ｂ４ｋ＝－
ｈ
４［２（

ａ３ｋ＋１－ａ
３
ｋ

ｈ ）－ａ４ｋ＋１－ａ
４
ｋ］ （１５）

ｂ１ｋ＋１＝
１
２（ａ

２
ｋ＋ａ

２
ｋ＋１＋ａ

３
ｋ＋ａ

３
ｋ＋１）

ｂ２ｋ＋１＝
ｈ
４［２（

ａ１ｋ＋１－ａ
１
ｋ

ｈ ）－（ａ３ｋ＋１＋ａ
３
ｋ）］

ｂ３ｋ＋１＝
ｈ
４［
２
ｈ（ａ

１
ｋ＋１－ａ

１
ｋ＋

　ａ４ｋ＋ａ
４
ｋ＋１）－ａ

３
ｋ＋１－

　ａ３ｋ－ａ
２
ｋ－ａ

２
ｋ＋１］

ｂ４ｋ＋１＝
ｈ
４［２（

ａ３ｋ＋１－ａ
３
ｋ

ｈ ）－ａ４ｋ＋１－ａ
４
ｋ］ （１６）

从方程组（１５）可以求解出 ａｉｋ＋１（ｉ＝１，…，４），将其

代入方程组（１６），则得到ｂｉｋ＋１（ｉ＝１，…，４），这样就
得到了 ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程的数值解，从而得出系

００２
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统随时间的演化．
这里取时间步长 ｈ＝０．０００１，在上面的初始条

件（２）下，对ＨＵ方程（１）采用２阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ方
法，对 ＨＵ方程对应的等价 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程（４）采用
本文所给的离散变分方法分别进行数值计算，并比

较两种框架下所得结果的误差，如图 １和图 ２所
示．

图１　ｘ的相对误差

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｘ

图２　ｙ的相对误差

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｙ

图１和图２分别表示计算所得的 ｘ和 ｙ的相

对误差，实线表示在 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下采用离散变分
方法算得的结果，而点线表示在原方程框架下采用

２阶 ＲＫ方法算得的结果，从图中可以看出，在
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下，采用离散变分方法算得的数值误

差更小，结果要优于在原方程框架下算得的结果．

４　结论

通过对ＨｏｊｍａｎＵｒｒｕｔｉａ方程的数值研究，说明

在求解这类不能表示成 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程或 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程的非Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的数值解时，为了得到更好
的数值结果，可以将该系统的运动方程转化为具有

自伴随特性的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程的形式，从而在Ｂｉｒｋｈｏｆｆ

框架下研究非Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的数值积分问题，以得
到更加可靠、精确的数值结果．
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