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基于小波分析和多模融合的外弹道估计算法
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摘要　在外弹道数据处理中，奇异点处理、特征点求取与随机误差削弱都是精度估计的关键环节．本文首先利

用小波变换在处理奇异点、特征点、噪声消除方面的优势，对观测数据进行基于小波变换的分解、融合、重构处

理，剔除奇异点，查找特征点，削弱随机误差．其次利用节点自由分布Ｂ样条描述导弹运动轨迹，使该弹道确定

方法转化为关于求解导弹轨道样条表示参数和测量系统误差的多模融合的非线性优化问题，采用非线性最优

化方法，进而得到待估参数的最优估计，完成弹道的最佳逼近．仿真结果表明，该技术应用在奇异点处理、特征

点提取与随机误差削弱方面效果较好，多模融合算法能减少计算量，且能切实提高参数估计精度．

关键词　小波变换，　样条分频，　信息重构，　数据融合

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０２６

引言

典型的外测弹道估计方法主要有基于权值的

数据处理方法［１］、经典的最小二乘方法［２］、基于权

值的多结构多参数方法［３］等．上述方法在测元随机
误差方面的处理均是基于事后的 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ［８］算
法，这种方法具有一定的限制性，是在进行预处理

后把大量随机误差带入计算，且增加了大量的计

算．因此，要提高计算精度和解算速度，就必须在计
算前尽量抑制随机误差的影响．

本文采用小波变换，对测量数据进行分解，对

高频信息与低频信息分别进行数据处理，消除异常

点数据，再对高低频信息进行重组，来达到寻找特

征点、奇异点，同时削弱随机误差的影响的目的，再

利用节点自由分布Ｂ样条描述导弹运动轨迹，使该
弹道确定方法转化为关于求解导弹轨道样条表示

参数和测量系统误差的多模融合的非线性优化问

题，采用非线性最优化方法，进而得到待估参数的

最优估计，完成弹道的最佳逼近，并把结果与基于

权值的数据处理方法［１］、样条分频［９－１０］后节省参

数建模方法进行了比较．

１　外测数据的奇异性检测

在测量数据的奇异点或者不规则的突变部分

经常带有比较重要的信息，这是测量数据的主要特

征之一．比如在数据健康度检查中，数据异常经常
表现为数值的突变，因此对突变点的检测在数据预

处理过程中有非常重要的意义．我们知道，小波变
换具有空间局部化性质，因此，利用小波变换分析

测量数据的奇异性及奇异性位置和奇异度的大小

是比较有用的．
在利用小波分析这种局部奇异性时，小波系数

取决于ｆ（ｘ）在ｘ０点的领域内的特性及小波变换所
选取的尺度．在小波变换中，局部奇异性可定义为：
定义１　设ｆ（ｘ）∈Ｌ２（Ｒ），若ｆ（ｘ）对ｘ∈δｘ０，小波

ψ（ｘ）满足连续可微，并具有ｎ阶消失矩，有：
Ｗｆ（ｓ，ｘ） ≤Ｋｓα　Ｋ为常数

则称α为ｘ０点的奇异性指数．
定义２　ｆ（ｘ）对ｘ∈δｘ０，有 Ｗｆ（ｓ，ｘ） ≤ Ｗｆ（ｓ，
ｘ０） ，则称ｘ０为小波变换在尺度 ｓ下的局部极值
点．
１．１　对野值的检测

用小波变换可以检测到测量数据突变的准确

时刻．仿真一段光测方位角数据，通过小波变换对
高频信号的第一级与第二级重组，得到准确的野值

产生时刻．因此，利用小波变换方法快速检测到了
上段光测数据的奇异点－ｘ＝２００．（图１）
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图１　方位角原始信号分解图

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｒａｗａｚｉｍｕｔｈｓｉｇｎａｌ

１．２　对特征点的检测
用节省参数求解最优弹道时，特征点位置的准

确求解非常重要，而小波变换对数据进行多尺度分

析，在数据出现突变时，其小波变换后的系数出现

模量极大值，因此可以通过对模量极大值点的检测

来确定突变点．现仿真一段飞行器无动力前后的轨
迹数据，通过小波变换可以很准确的得到突变点位

置，得到特征点－ｘ＝２００、３００．（图２）

图２　速度原始信号分解图

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｒａｗｖｅｌｏｃｉｔｙｓｉｇｎａｌ

２　外测数据的误差处理方法

２．１　误差处理的小波方法
对误差的小波分离是利用具体问题的先验知

识，根据信号与噪声的小波系数在不同尺度上具有

不同性质的机理，构造相应的规则，在小波域上采

用其他数学方法对含噪信号的小波系数进行处理．
处理的实质在于减少甚至剔除由噪声产生的系数，

同时最大限度的保留真实信号的系数．最后由经过
处理的小波系数重构原信号得到真实信号的估计．
处理过程包括小波变换、对小波系数进行处理和小

波重构三个步骤．

Ｓｔｅｐ１　对Ｘｍ数据进行 Ｍａｌｌａｔ
［４］塔式分解，得

到其低频部分：Ａｊ（Ｘｍ）＝［ａｊｍ（０），ａｊｍ（１），ａｊｍ（２），

…ａｊｍ（Ｎ）］和高频部分：Ｄｊ（Ｘｍ）＝［ｄｊｍ（０），ｄｊｍ（１），

ｄｊｍ（２），…ｄｊｍ（Ｎ）］．
Ｓｔｅｐ２　对小波分解数据Ａｊ（Ｘｍ）与Ｄｊ（Ｘｍ）进

行处理：

ｄｊｍ（ｉ）＝β１ｄｊｍ（ｉ－２）＋β２ｄｊｍ（ｉ－１）＋
　β３ｄｊｍ（ｉ＋１）＋β４ｄｊｍ（ｉ＋２）

珔ａｊｍ（ｉ）＝β１ａｊｍ（ｉ－２）＋ａ２ｄｊｍ（ｉ－１）＋
　ａ３ｄｊｍ（ｉ＋１）＋ａ４ｄｊｍ（ｉ＋２）

其中，βｉ为单个数据加权值，由各测量数据自身特

点决定，一般可取为β１＝β４＝
１
６，β２＝β３＝

１
３．

Ｓｔｅｐ３　设置门限 δ１，δ２，若
ｄｊｍ（ｉ）
ｄｊｍ（ｉ）

＞δ１，ｄｊｍ

（ｉ）＝ｄｊｍ（ｉ），若
ａｊｍ（ｉ）
ａｊｍ（ｉ）

＞δ１，ａｊｍ（ｉ）＝ａｊｍ（ｉ），其中

δ１，δ２一般通过经验公式求得，比一般默认的阈值
要更具可信度，经过这一处理，就将各个时刻的异

常数据，用此时刻附近数据的加权平均来代替．
Ｓｔｅｐ４　数据重构．利用 Ｍａｌｌａｔ重构公式对进

行了处理的高低频信号进行重构，得到处理后的观

测数据．
２．２　样条函数的误差处理方法

在外测数据处理中，采用自由节点样条函数方

法，通过合理的节点选择，可以比较有效的分离出

外测数据中的误差［９］．
考虑区间［ａ，ｂ］，称

ｆＮｎ（ｔ，Ｔ
ｎ）＝α０＋α１ｔ＋…αｎｔ

ｎ＋∑
Ｎ

ｊ＝１
αｊ＋ｎ（ｔ－Ｔｊ）

ｎ
＋

（１）
为［ａ，ｂ］上的具有 Ｎ个内节点的 ｎ次多项式样条
函数．其中ａ＜Ｔ１＜Ｔ２＜… ＜ＴＮ＜ｂ为 ｎ次多项式
样条函数的Ｎ个内节点，

ｔｋ＋＝
ｔｋ，ｔ＞０
０，ｔ＜{ ０

．

记ΓＮ＝｛ＴＮ＝（Ｔ１，Ｔ２，…，ＴＮ）：ａ＜Ｔ１＜Ｔ２＜…＜ＴＮ
＜ｂ｝为节点数等于Ｎ的内节点序列之全体．
下面以ｙ（ｔ）为例，设 ｙ（ｔ）具有 ｎ次样条多项

式特征，并在ｍ个时刻有采样数据｛ｙ（ｔｉ），ｉ＝１，２，
…ｍ｝，ａ＜ｔ１＜ｔ２…＜ｔｍ＝ｂ，由此可获得一个离散数
据模型

ｙ（ｔｉ）＝ｆ
Ｎ
ｎ（ｔｉ，Ｔ

Ｎ）＋ε（ｔｉ），ｉ＝１，２，…，ｍ．

其中，ε（ｔｉ）～（０，σ
２）为测量随机误差，假设为白噪

声．

３８１
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令

α＝（α０，α１，α２，…，αｎ＋Ｎ）
Ｔ，Ｙ＝（ｙ（ｔ１），ｙ（ｔ２），…，ｙ（ｔｍ））

Ｔ，ｅ＝（ε（ｔ１），ε（ｔ２），…，ε（ｔｍ））
Ｔ

Ｘ（Ｔ）Ｎ＝

１ ｔ１ … ｔｎ１ （ｔ１－Ｔ１）
ｎ
＋ （ｔ１－Ｔ２）

ｎ
＋ … （ｔ１－ＴＮ）

ｎ
＋

  …     

１ ｔｍ … ｔｎｍ （ｔｍ－Ｔ１）
ｎ
＋ （ｔｍ－Ｔ２）

ｎ
＋ … （ｔｍ－ＴＮ）

ｎ









＋

，

则模型（１）可以写成向量形式：
Ｙ＝Ｘ（ＴＮ）α＋ｅ （２）

模型（２）的参数估计可归为如下非线性优化问题：
即求参数α，ＴＮ，使得

Ｑ（^α，^ＴＮ＝ ｍｉｎ
α∈Ｒｎ＋Ｎ＋１，ＴＮ∈ΓＮ

Ｑ（α，ＴＮ） （３）

其中

Ｑ（α，Ｔ）Ｎ＝‖Ｙ－Ｘ（ＴＮ）α‖２

＝αＴ（Ｙ－Ｘ（ＴＮ））Ｔ（Ｙ－Ｘ（Ｔ）Ｎ））α

３　多模数据融合方法

３．１　节省弹道参数模型
由于弹道具有一定的光滑性，文献［６］提出了

不等距节点的标准Ｂ样条表示弹道的方法，得到了
成功的应用．对目标进行跟踪时，对弹道有一定的
了解．例如级间关机点、点火点是已知的，这些点在
发射坐标系下的弹道参数：

Ｘ（ｔ）＝（ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ），ｘ（ｔ），ｙ（ｔ），ｚ（ｔ））
的可微性较差，这些光滑点较差的点，称之为特征

点，实践证明，取特征点为样条节点，可节省参数

１／３以上．
考虑在ｔ１，ｔ２，…，ｔｍ时刻有采样数据，设在［ｔ２，

ｔｍ］中有ｒ个特征点 ｔ１≤Ｔ１＜Ｔ… ＜Ｔｒ≤ｔｍ，用三次
样条表示弹道，则描述弹道的样条节点为Ｔ１＜Ｔ２＜
Ｔ３＜Ｔ４＝ｔ１＜…＜ＴＭ＋１＝ｔｍ＜ＴＮ＋２＜ＴＮ＋３＜ＴＮ＋４，设
ψｊ（ｔ）为此节点序列下的样条基函数，则弹道函数
可表示为：

ｘ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｊψｊ（ｔ），ｘ（ｔ）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｊψｊ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｊ＋Ｎψｊ（ｔ），ｙ（ｔ）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｊ＋Ｎψｊ（ｔ）

ｚ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
ｃｊ＋２Ｎψｊ（ｔ），ｚ（ｔ）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ｃｊ＋２Ｎψｊ（ｔ













）

，

　ｔ１≤ｔ≤ｔｍ （４）
３．２　多模数据融合

数据融合的目的就是将各种测量数据，按照

某种规则进行融合，以获得目标的真实数据．
文采用的是基于北斗、光雷设备的测量，根据

观测条件，文献［６］建立下面的联合模型．由上面
方程知，在采样时刻 ｔｉ给定时，测元真实信号是样
条系数（ｃｉ）与系统误差（Ｕｉ）的非线性函数，记 Ｃ＝
（ｃ１，…ｃ３Ｎ，Ｕ１，…ＵＭ），于是 ｔｉ时刻的观测数据可
表示为

ｙρ（ｔｉ）＝ｆρ（Ｃ，ｔｉ）＋ερ（ｔｉ）

ｙＡ（ｔｉ）＝ｆＡ（Ｃ，ｔｉ）＋εＡ（ｔｉ）

ｙＥ（ｔｉ）＝ｆＥ（Ｃ，ｔｉ）＋εＥ（ｔｉ）

ｙＲ（ｔｉ）＝ｆＲ（Ｃ，ｔｉ）＋εＲ（ｔｉ










）

记：Ｙｊ＝（ｙｊ（ｔ１），…，ｙｊ（ｔｍ））
Ｔ，Ｆｊ（Ｃ）＝（ｆｊ（ｔ１，Ｃ），

…，ｆｊ（ｔｍ，Ｃ））
Ｔ，ｊ＝ρ，Ａ，Ｅ，Ｒ，εｊ＝（εｊ（ｔ１），…，εｊ

（ｔｍ）），且 Ｅεｊ＝Ｏ，Ｅεｊε
Ｔ
ｋ＝δｊｋδｊＩｍ，ｊ＝ρ，Ａ，Ｅ，Ｒ数

据融合的具体步骤如下：

Ｓｔｅｐ１　对测量数据进行预处理．设有双星测
量、光雷测量数据．利用相关技术，对数据进行时间
或空间对齐，这是数据融合的前提条件．设第 ｍ台
设备数据为：

Ｘｍ＝［ｘｍ（０），ｘｍ（１），ｘｍ（２），…ｘｍ（Ｎ）］
Ｓｔｅｐ２　对Ｘｍ数据进行上述的基于小波的数

据处理（见２．１）．
Ｓｔｅｐ３　建立联合模型，使用基于权值估计的

融合思想的节省参数模型［６］对测量数据进行处理．

４　仿真算例

为了检验小波理论在外弹道处理中应用的效

果，针对各种系统误差、随机误差等主要因素，来组

建相应的模型，并对仿真结果进行分析，仿真结果

如图３所示．
仿真生成某飞行器０ｓ到４５０ｓ步长为１ｓ的

无误差的运动数据，共４５０个观测点，在双星测量ρ
加２０ｍ的常值误差与３０ｍ的随机误差；光测Ａ，Ｅ
加１８角秒的随机误差，雷达测距 Ｒ加０．３ｍ的随
机误差，结合双星系统、光测、雷测设备做仿真．

首先，针对测量数据进行系统误差补偿后，引

起误差的基本上是高频误差，然后对数据分别进行

小波变换的误差处理、野值剔除与样条分频处理，

来消除奇异点，消弱高频误差的影响，如图３、图４

４８１
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图３　小波处理误差估计

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｗａｖｅｌｅｔ

图４　预处理与样条分频处理误差估计

Ｆｉｇ．４　Ｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇａｎｄｓｐｌｉｎｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｖｉｓｉｏｎ

所示，数据比较如表１，这里取 β１＝β４＝
１
６，β２＝β３

＝１３，δ１＝δ２＝３．然后，分别对使用两种方法处理

后的数据进行节省参数建模，得到其最优弹道，并

与没有经过处理的节省参数建模方法比较，结果比

较如图５、６、７，表２所示．
表１　两种残差比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｒｅｓｉｄｕａｌｓ

Ｒｅｓｉｄｕａｌｓ Ｍｅａｎ Ｖａｒｉａｎｃｅ
ＷａｖｅｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ －０．００１３ ３．８ｅ－５

ＰｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇａｎｄＳｐｌｉｎｅＦｒｅｑｕｅｎｃｙＤｉｖｉｓｉｏｎ ０．０００９ ３．４ｅ－５

表２　三种方法情况下结果比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

ＥｒｒｏｒｏｆＢａｌｌｉｓｔｉｃｓＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ ΔＸ ΔＹ ΔＺ
ＳｐｌｉｎｅＦｒｅｑｕｅｎｃｙ
ＤｉｖｉｓｉｏｎａｎｄＦｕｓｉｏｎ

Ｍｅａｎ －０．１ －０．０７ －０．０１６
Ｖａｒｉａｎｃｅ ０．０３ ０．０１５ ５．２ｅ－４

Ｗｅｉｇｈｔｂａｓｅｄ
Ａｐｐｒｏａｃｈ

Ｍｅａｎ ２．１５ －６．３４ －４．４８
Ｖａｒｉａｎｃｅ ０．２９ ０．４ ０．１９

ＷａｖｅｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍＭｕｌｔｉＭｏｄｅｌ
ＥｘｔｅｒｉｏｒＢａｌｌｉｓｔｉｃｓＥｓｔｉｍａｔｅｓ

Ｍｅａｎ －０．０６ －０．０６ －０．０１１
Ｖａｒｉａｎｃｅ０．００５ ０．０２５ ２．３ｅ－４

从上面仿真结果可以看出：

１）小波变换与样条分频在处理白噪声的能力
方面基本相当；

２）对测元进行小波变换或样条分频后再进行
节省融合计算与直接进行节省融合再使用 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ［８］相比，能显著的提高精度并减少计算量；

图５　节省融合处理误差估计图 （分别为ｘ，ｙ，ｚ方向）

Ｆｉｇ．５　Ｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｓａｖｉｎｇｆｕｓｉｏｎ（ｘ，ｙ，ｚ）

图６　应用样条分频融合处理误差估计图（分别为ｘ，ｙ，ｚ方向）

Ｆｉｇ．６　Ｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｓｐｌｉｎｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｖｉｓｉｏｎａｎｄｆｕｓｉｏｎ（ｘ，ｙ，ｚ）

图７　应用小波变换融合处理误差估计图（分别为ｘ，ｙ，ｚ方向）

Ｆｉｇ．７　Ｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｕｓｉｏｎ（ｘ，ｙ，ｚ）

３）由于小波变换在奇异点检测方面的优势，
这是样条分频不具备的优势，所以我们可以很准确

的发现特征点，并把它当作样条节点进行计算，得

到的结果不仅快且比样条分频处理的精度要高．

５　结论

利用小波变换在奇异点检测的优势，我们可以

很容易的发现野值、特征点，利用小波对测量数据

进行误差处理可以很方便的剔除野值；并由于小波

在消除白噪声方面的优势，我们可以在融合前通过

对测量数据进行消噪，同时由于小波变换能得到很

准确的特征点，所以在节省参数建模方法中可用来

提取特征点，得到样条节点，能提高融合精度，并减

少计算量．
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