
书书书

第１１卷第２期２０１３年６月
１６７２６５５３／２０１３／１１⑵／１６５７

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＤＹＮＡＭＩＣＳＡＮＤＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１１Ｎｏ．２
Ｊｕｎ．２０１３

２０１２０６２４收到第１稿，２０１２０７１０收到修改稿．
湖南省“十二五”重点建设学科（机械设计及理论）、湖南省教育厅项目（１１Ａ０８１）
通讯作者 Ｅｍａｉｌ：ｗｘ２００５２２０＠１６３．ｃｏｍ

功能梯度材料椭圆板的非线性热振动及屈曲
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摘要　采用弹性理论建立了功能梯度材料板的静力平衡方程，利用静力平衡方程确定了功能梯度材料板的

中性面位置，在此基础上推导出了功能梯度材料板在均匀温度场中的非线性振动及屈曲微分方程组，求得

了功能梯度材料椭圆板的非线性振动及屈曲的近似解，讨论分析了中性面位置、梯度指数、温度等因素对功

能梯度材料椭圆板非线性振动及屈曲的影响．把该方法计算结果与有限元计算结果进行了比较，验证了该

方法的计算结果是可靠的．算例分析表明，中性面位置对均匀温度场中功能梯度材料椭圆板的非线性振动

及屈曲有一定影响．
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引言

功能梯度材料是基于一种全新的材料设计概

念合成的新型复合材料［１－６］，日本科学家于 １９８４
年提出了功能梯度材料的概念，即根据具体的要

求，选择使用两种不同性能材料，通过连续平滑地

改变两种材料的组织和结构，使其结合部位的界面

消失，从而得到功能相应于组织变化而变化的均质

材料，最终减小或消除结合部位的性能不匹配因

素．对于陶瓷和金属混合而成的功能梯度材料，由
于陶瓷具有低传热系数而用于抵抗高温，金属则由

于其良好的延展性而防止了短时间内温度剧变产

生的应力而导致断裂破坏，因此被广泛地应用在航

空航天等实际工程中．所以，功能梯度材料板的力
学性能引起了工程设计人员的高度关注［７－１１］．但
是，有关研究功能梯度材料板壳的文献都没有确定

功能梯度材料板壳中性面的真实位置，而是假设功

能梯度材料板壳相对于中性面具有几何和弹性对

称，然后建立功能梯度材料板壳的振动及屈曲的微

分方程，然而一般功能梯度材料板壳中性面与板壳

中面是不重合的，这种研究方法显然是具有局限性

的．基于上述原因，本文首先确定了功能梯度材料
椭圆板的中性面位置，建立了功能梯度材料椭圆板

在均匀温度场中的非线性振动及屈曲微分方程组，

讨论分析了中性面位置、温度、梯度指数等因素对

椭圆板非线性振动及屈曲的影响．

１　振动及屈曲微分方程

假设均匀温度场中功能梯度材料板下侧为金

属材料，上侧为陶瓷材料，中间为两种材料组成的

混合物，由于金属材料与陶瓷材料的泊松比相近，

可令它们的泊松比均为 μ．设金属材料的弹性模
量、热膨胀系数、密度分别为 Ｅｍ、αｍ、ρｍ，陶瓷材料
的弹性模量、热膨胀系数、密度分别为Ｅｃ、αｃ、ρｃ，则
板内任一点的弹性模量、热膨胀系数、密度分别为

Ｅ（ｚ）＝Ｅ１Ｖｍ＋Ｅｃ，α（ｚ）＝α１Ｖｍ＋αｃ，

ρ（ｚ）＝ρ１Ｖｍ＋ρｃ （１）
式中，Ｅ１＝Ｅｍ－Ｅｃ，α１＝αｍ－αｃ，ρ１＝ρｍ－ρｃ，Ｖｍ为
金属材料组分的体积比例系数．

可设功能梯度材料板中金属材料组分的体积

比例系数为板厚方向坐标ｚ的幂函数，即

Ｖｍ＝
ｚ－ｚ０
ｈ ＋( )１２

ｋ

（２）

其中，坐标原点在板中性面，ｋ为梯度指数，ｚ０为中
性面与板中面之间的距离．

根据弹性理论，功能梯度材料板在均匀温度场
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中的物理方程为

σｘ＝－
Ｅ（ｚ）ｚ
１－μ２

（
２ｗ
ｘ２
＋μ

２ｗ
ｙ２
）－Ｅ（ｚ）α（ｚ）１－μ ΔＴ

σｙ＝－
Ｅ（ｚ）ｚ
１－μ２

（
２ｗ
ｙ２
＋μ

２ｗ
ｘ２
）－Ｅ（ｚ）α（ｚ）１－μ ΔＴ

τｘｙ＝－
Ｅ（ｚ）ｚ
１＋μ

２ｗ
ｘ













ｙ
（３）

式中，ΔＴ为温度增量，ｗ为板的平面外位移．
当ΔＴ＝０时，功能梯度材料板纯弯曲的横截

面内力应满足以下关系

∫ＡσｘｄＡ＝０，∫ＡσｙｄＡ＝０ （４）

把式（３）代入式（４）中可以得到

∫
ｚ０＋

ｈ
２

ｚ０－
ｈ
２

Ｅ（ｚ）ｚｄｚ＝０ （５）

把式（１）、式（２）代入式（５）中可以求得

ｚ０＝
（Ｅｃ－Ｅｍ）ｋｈ

２（ｋ＋２）（Ｅｍ＋ｋＥｃ）
（６）

利用式（３）可以得到功能梯度材料板弯矩、扭
矩表达式为

Ｍｘ＝－Ｄ（
２ｗ
ｘ２
＋μ

２ｗ
ｙ２
）－ＭＴ

Ｍｙ＝－Ｄ（
２ｗ
ｙ２
＋μ

２ｗ
ｘ２
）－ＭＴ

Ｍｘｙ＝－（１－μ）Ｄ
２ｗ
ｘ













ｙ

（７）

式中，

Ｄ＝
Ｅ１
１－μ２

［
ｈ
ｋ＋１（ｚ０＋

ｈ
２）

２－ ２ｈ２
（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｚ０＋

　ｈ２）＋
２ｈ３

（ｋ＋１）（ｋ＋２）（ｋ＋３）］＋

　
Ｅｃ

３（１－μ２）
［（ｚ０＋

ｈ
２）

３－（ｚ０－
ｈ
２）

３］

ＭＴ＝
ＥｃαｃΔＴ
２（１－μ）

［（ｚ０＋
ｈ
２）

２－（ｚ０－
ｈ
２）

２］＋

　
Ｅ１α１ｈΔＴ

（２ｋ＋１）（１－μ）
（ｚ０＋

ｋｈ
２ｋ＋２）＋

　
（Ｅｃα１＋Ｅ１αｃ）ｈΔＴ
（ｋ＋１）（１－μ）

（ｚ０＋
ｋｈ
２ｋ＋４）

由弹性理论可知，功能梯度材料板在外扰力作

用下的内力满足以下关系式

Ｍｘ
ｘ
＋
Ｍｘｙ
ｙ
＝Ｑｘ

Ｍｘｙ
ｘ
＋
Ｍｙ
ｙ
＝Ｑ{

ｙ

（８）

Ｑｘ
ｘ
＋
Ｑｙ
ｙ
＋Ｎｘ

２φ
ｘ２
＋Ｎｙ

２φ
ｙ２
＋

　２Ｎｘｙ
２φ
ｘｙ

－ρｈ
２ｗ
ｔ２
＋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０ （９）

式中，ρｈ＝
（ρｍ＋ｋρｃ）ｈ
ｋ＋１ ，Ｎｘ、Ｎｙ、Ｎｘｙ为中面拉力及剪

力，ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）为外扰力．
由弹性理论可得板中面内点的应变表达式为

εｘ＝
ｕ
ｘ
＋１２（

ｗ
ｘ
）２

εｙ＝
ｖ
ｙ
＋１２（

ｗ
ｙ
）２

γｘｙ＝
ｖ
ｘ
＋ｕ
ｙ
＋ｗ
ｘ
ｗ














ｙ

（１０）

式中，ｕ（或ｖ）为中面内点沿ｘ（或ｙ）方向的位移．
由式（１０）可得相容方程为：

２εｘ
ｙ２
＋
２εｙ
ｘ２
－
２γｘｙ
ｘｙ

＝（
２ｗ
ｘｙ
）２－

２ｗ
ｘ２
２ｗ
ｙ２

（１１）

把板中面上应力可用板中面内点的应变表示

为

σ０ｘ＝
Ｅ（ｚ）
１－μ２

［εｙ＋μεｙ－（１＋μ）α（ｚ）ΔＴ］

σ０ｙ＝
Ｅ（ｚ）
１－μ２

［εｙ＋μεｘ－（１＋μ）α（ｚ）ΔＴ］

τ０ｘｙ＝
Ｅ（ｚ）
２（１＋μ）γ













ｘｙ

（１２）

由式（１２）可得功能梯度材料板的中面拉力为

Ｎｘ＝
Ｅｈ
１－μ２

（εｘ＋μεｙ）－ＮＴ

Ｎｙ＝
Ｅｈ
１－μ２

（εｙ＋μεｘ）－ＮＴ

Ｎｘｙ＝
Ｅｈ

２（１＋μ）γ













ｘｙ

（１３）

式中，Ｅ＝Ｅｃ＋
Ｅ１
ｋ＋１，ＮＴ＝

ＥｃαｃｈΔＴ
１－μ

＋
Ｅ１α１ｈΔＴ

（２ｋ＋１）（１－μ）

＋
Ｅ１αｃ＋Ｅｃα１）ｈΔＴ
（ｋ＋１）（１－μ）

．

由式（１３）还可以得到板中面点应变的另一种
表达式为

εｘ＝
１
Ｅｈ（Ｎｘ－μＮｙ）＋

（１－μ）ＮＴ
Ｅｈ

εｙ＝
１
Ｅｈ（Ｎｙ－μＮｘ）＋

（１－μ）ＮＴ
Ｅｈ

γｘｙ＝
２（１＋μ）
Ｅｈ Ｎ













ｘｙ

（１４）

６６１
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再令

Ｎｘ＝
２φ
ｙ２
，Ｎｙ＝

２φ
ｘ２
，Ｎｘｙ＝－

２φ
ｘｙ

（１５）

把式（７）、式（８）、式（１５）代入式（９）中，把式
（１４）、式（１５）代入式（１１）中，可以得到功能梯度材
料板的非线性热振动及屈曲微分方程组为

Ｄ４ｗ＋２ＭＴ＋ρｈ
２ｗ
ｔ２
＝

（
２φ
ｘ２
２ｗ
ｙ２
＋

２φ
ｙ２
２ｗ
ｘ２
－２

２φ
ｘｙ

２ｗ
ｘｙ
）＋ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）

４φ＋（１－μ）２ＮＴ＝Ｅｈ［（
２ｗ
ｘｙ
）２－

２ｗ
ｘ２
２ｗ
ｙ２











 ］

（１６）

２　非线性热振动及屈曲近似解

对于图１所示周边固支功能梯度材料椭圆板，
在椭圆板中心中性面建立坐标原点，则沿其周边的

边界条件为

ｗ＝ｗ
ｘ
＝ｗ
ｙ
＝０ （１７）

图１　周边固支椭圆板

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｆｉｘｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｐｌａｔｅ

设功能梯度材料椭圆板的横振位移为

ｗ（ｘ，ｙ）＝Ｔ（ｔ）（ｘ
２

ａ２
＋ｙ

２

ｂ２
－１）２ （１８）

把式（１８）代入式（１６）第二分式中可得

４φ＝－ＥｈＴ２（４８ｘ
４

ａ６ｂ２
＋４８ｙ

４

ａ２ｂ６
－６４ｘ

２

ａ４ｂ２
－６４ｙ

２

ａ２ｂ４
＋

　９６ｘ
２ｙ２

ａ４ｂ４
＋１６
ａ２ｂ２
） （１９）

对式（１９）进行积分后可以得到下式

φ（ｘ，ｙ）＝ ＥｈＴ
２

２１０ａ４ｂ４
（ｘ８＋ｙ８）－ＥｈＴ

２

３５（
ｘ８

ａ６ｂ２
＋

　 ｙ
８

ａ２ｂ６
）＋８ＥｈＴ

２

４５ （
ｘ６

ａ４ｂ２
＋ｙ

６

ａ２ｂ４
）－ＥｈＴ

２

３ａ４ｂ４
ｘ４ｙ４－

　ＥｈＴ
２

３ａ４ｂ４
（ｘ４＋ｙ４）＋１２Ｐｘｙ

２＋１２Ｐｙｘ
２ （２０）

周边固支功能梯度材料椭圆板的伸长为

Δｘ＝１ｂ∫
ａ

－ａ∫
ｂ １－ｘ

２
ａ槡 ２

－ｂ １－ｘ
２
ａ槡

[
２

１
Ｅｈ（
２φ
ｙ２
－μ

２φ
ｘ２
）－

　 １２（
ｗ
ｘ
）２＋１－μＥｈＮ ]Ｔ ｄｘｄｙ＝０

Δｙ＝１ａ∫
ａ

－ａ∫
ｂ １－ｘ

２
ａ槡 ２

－ｂ １－ｘ
２
ａ槡

[
２

１
Ｅｈ（
２φ
ｘ２
－μ

２ｗ
ｙ２
）－

　 １２（
ｗ
ｙ
）２＋１－μＥｈＮ ]Ｔ ｄｘｄｙ＝















 ０

（２１）

利用式（１７）、式（２０）、式（２１）可以求得

Ｐｘ＝
Ｅｈ（３ａ４－２６ａ２ｂ２－ｂ４＋４８）Ｔ２

４８ａ４ｂ２
＋

　Ｅｈ（μａ
２＋ｂ２）Ｔ２

３ａ２ｂ２（１－μ２）
－ＮＴ

Ｐｙ＝
Ｅｈ（３ｂ４－２６ａ２ｂ２－ａ４＋４８）Ｔ２

４８ａ２ｂ４
＋

　Ｅｈ（ａ
２＋μｂ２）Ｔ２

３ａ２ｂ２（１－μ２）
－Ｎ

















Ｔ

（２２）

利用伽辽金原理可以把式（１６）第一分式化为
如下形式

∫
ａ

－ａ∫
ｂ １－ｘ

２
ａ槡 ２

－ｂ １－ｘ
２
ａ槡

[
２

Ｄ４ｗ＋２ＭＴ＋ρｈ
２ｗ
ｔ２
－

　
２φ
ｘ２
２ｗ
ｙ２
－

２φ
ｙ２
２ｗ
ｘ２
＋２

２φ
ｘｙ

２ｗ
ｘｙ

－

　ｑ（ｘ，ｙ，ｔ ]） （ｘ２ａ２＋
ｙ２

ｂ２
－１）２ｄｘｄｙ＝











 ０

（２３）

把式（１８）、式（２０）、式（２２）代入式（１６）中且
令ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０，可得功能梯度材料椭圆板的非线
性固有振动微分方程为

ｄ２Ｔ
ｄｔ２
＋ω０

２Ｔ＋βＴ３＝０ （２４）

式中，

ω０
２＝Ｄ
ρｈ
（
４０
ａ４
＋４０
ｂ４
＋ ８０
３ａ２ｂ２

）－１０３ρｈ
（
１
ａ２
＋１
ｂ２
）ＮＴ

β＝Ｅ（１１７ａ
４－７１０ａ２ｂ２－３１ｂ４＋１００８）

５０４ρａ６ｂ２
＋

　Ｅ（１１７ｂ
４－７１０ａ２ｂ２－３１ａ４＋１００８）

５０４ρａ２ｂ６
－２Ｅ
ρａ２ｂ６

＋

　１０Ｅ（ａ
２＋μｂ２）

９ρ（１－μ２）ａ２ｂ４
＋１０Ｅ（μａ

２＋ｂ２）
９ρ（１－μ２）ａ４ｂ２

在式（２４）中引入“人工摄动参数”且令 τ＝ωｔ
可以得到

７６１



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１３年第１１卷

ω２ｄ
２Ｔ
ｄτ２
＋ω０

２Ｔ＋εβＴ３＝０ （２５）

令式（２５）的初始条件为

τ＝０，Ｔ（０）＝Ｂ，ｄＴ（０）ｄτ
＝０ （２６）

令

Ｔ（τ）＝Ｔ０（τ）＋εＴ１（τ）＋ε
２Ｔ２（τ）＋Λ

ω＝ω０＋εω１＋ε
２ω２＋{ Λ

（２７）

把式（２７）代入式（２５）中可以得到下式
ｄ２Ｔ０
ｄτ２
＋Ｔ０＝０

ｄ２Ｔ１
ｄτ２
＋Ｔ１＝

２ω１
ω０
ｄ２Ｔ０
ｄτ２
－β
ω０
２Ｔ０

３

ｄ２Ｔ２
ｄτ２
＋Ｔ２＝

２ω１
ω０
ｄ２Ｔ１
ｄτ２
－３β
ω０
２Ｔ０

２Ｔ１－

　
（ω１

２＋２ω０ω２）
ω０
２

ｄ２Ｔ０
ｄτ

















２

（２８）

把式（２５）的解表示为系数待定的傅立叶级数
Ｔ（τ）＝Ｔ０（τ）＋εＴ１（τ）＋ε

２Ｔ２（τ）＋Λ

　　 ＝Ｂｃｏｓτ＋∑
∞

ｊ＝１
εｊ（ｃｊ＋ｂｊｃｏｓτ＋

　　　∑
∞

ｉ＝２
ａｉｊｃｏｓｉτ）＋Λ （２９）

为了使式（２９）满足初始条件式（２６）可补充条件

ｃｊ＋ｂｊ＋∑
∞

ｉ＝２
ａｉｊ＝０ （３０）

把式（２９）代入式（２８）中利用系数待定法及式
（３０）可以求得

ω＝ｌｉｍ
ε→１
（ω０＋εω１＋ε

２ω２）

　＝ω０（１＋
３βＢ２

８ω０
２－
１５β２Ｂ４

２５６ω０
４） （３１）

Ｔ（ｔ）＝ｌｉｍ
ε→１
（Ｔ０＋εＴ１＋ε

２Ｔ２）

　＝Ｂｃｏｓωｔ＋（βＢ
３

３２ω０
２ｃｏｓ３ωｔ－

βＢ３

３２ω０
２ｃｏｓωｔ）

　（２０β
２Ｂ５

１０２４ω０
４ｃｏｓωｔ－

２１β２Ｂ３

１０２４ω０
４ｃｏｓ３ωｔ＋

　 β２Ｂ５

１０２４ω０
４ｃｏｓ５ωｔ） （３２）

在式（１８）中把时间函数Ｔ（ｔ）用椭圆板中心挠
度ｆ代替，且在式（２４）中略去惯性项可得功能梯度
材料椭圆板热屈曲关系式为

ＮＴ＝（ｐ０＋ｑ０ｆ
２）／Ｒ （３３）

式中，

ｐ０＝Ｄ（
４０
ａ４
＋４０
ｂ４
＋ ８０
３ａ２ｂ２

），Ｒ＝１０３（
１
ａ２
＋１
ｂ２
）

ｑ０＝
Ｅｈ（１１７ａ４－７１０ａ２ｂ２－３１ｂ４＋１００８）

５０４ａ６ｂ２
＋

　Ｅｈ（１１７ｂ
４－７１０ａ２ｂ２－３１ａ４＋１００８）

５０４ａ２ｂ６
－２Ｅｈ
ａ２ｂ２

＋

　１０Ｅｈ（ａ
２＋μｂ２）

９（１－μ２）ａ２ｂ４
＋１０Ｅｈ（μａ

２＋ｂ２）
９（１－μ２）ａ４ｂ２

３　算例分析

为了验证本文计算方法正确性，分别用ＡＮＳＹＳ
和本文方法计算了温度载荷作用下周边固支椭圆

板及四边不可移简支矩形板中点挠度 ｆ和板非线
性振动频率ω，并比较了直接考虑ｚ０＝０，即认为中
面与中性面重合的情况．椭圆板、矩形板均 ａ＝
１０００ｍｍ，板厚 ｈ＝５０ｍｍ，陶瓷材料的弹性模量和
热膨胀系数、密度分别为 αｃ＝７．４×１０

－６／℃，Ｅｃ＝

３８０ＧＰａ，ρｃ＝２．５×１０
３ｋｇ／ｍ３，金属材料的弹性模

量和热膨胀系数、密度分别为 αｍ＝２３×１０
－６／℃，

Ｅｍ＝７０ＧＰａ，ρｍ＝２．７×１０
３ｋｇ／ｍ３，泊松比均为μ＝

０．３．ｋ分别取０．２５，０．５．有限元建立模型求解，单
元为８节点 ＳＯＬＩＤ４６实体层状单元，定义５０层材
料层来模拟功能梯度材料的材料性能的变化，顶层

Ｅｃ＝３８０ＧＰａ，αｃ＝７．４×１０
－６／℃，ρｃ＝２．５×１０

３ｋｇ／

ｍ３，μ＝０．３，底层 Ｅｍ＝７０ＧＰａ，αｍ＝２３×１０
－６／℃，

ρｍ＝２．７×１０
３ｋｇ／ｍ３，μ＝０．３，中间层按照式（１）、

式（２）来确定 Ｅ、α和 ρ．采用 ＬａｒｇｅＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ＳｔａｔｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ进行求解．ｋ＝０．２５，ΔＴ＝５００°，ａ＝
１．５ｂ和ｋ＝０．５，ΔＴ＝５００°，ａ＝１．５ｂ时椭圆板节点
平面外位移如图 ２和图 ３所示；ｋ＝０．２５，ΔＴ＝
５００°，ａ＝ｂ和 ｋ＝０．５，ΔＴ＝５００°，ａ＝１．５ｂ时矩形
板节点平面外位移如图４和图５所示．本文计算结
果与有限元结果比较可见一下各表．表１～表４为
周边固支椭圆板的计算数据结果，表５～表８为四
边不可移简支矩形板的计算数据结果．

图２　节点平面外位移（ｋ＝０．２５，ａ＝１．５ｂ）

Ｆｉｇ．２　ｔｈｅｎｏｄｅｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｕｔｏｆｐｌａｎｅ
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图３　节点平面外位移（ｋ＝０．５，ａ＝１．５ｂ）

Ｆｉｇ．３　ｔｈｅｎｏｄｅｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｕｔｏｆｐｌａｎｅ

图４　节点平面外位移（ｋ＝０．２５，ａ＝ｂ）

Ｆｉｇ．４　ｔｈｅｎｏｄｅｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｕｔｏｆｐｌａｎｅ

图５　节点平面外位移（ｋ＝０．５，ａ＝１．５ｂ）

Ｆｉｇ．５　ｔｈｅｎｏｄｅｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｕｔｏｆｐｌａｎｅ

表１　温度与挠度的非线性关系（ａ＝１．２ｂ）

Ｔａｂｌｅ１　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ΔＴ ３００° ３５０° ４００° ４５０° ５００°

ｚ＝０．１ｈ ２２．５７ ２６．６２ ２９．８７ ３２．８６ ３５．８３

ｋ＝０．２５ ｆ ｚ＝０ ２０．８８ ２５．１１ ２８．６１ ３２．０９ ３４．７７

ＡＮＳＹＳ ２２．１３ ２６．０９ ２９．１６ ３２．１１ ３５．２３

ｚ＝０．１２ｈ ２０．２１ ２３．９８ ２７．２６ ３０．０１ ３２．５２

ｋ＝０．５ ｆ ｚ＝０ １７．８９ ２１．８８ ２５．０８ ２８．０１ ３０．９１

ＡＮＳＹＳ １９．９３ ２３．２８ ２６．８６ ２９．７７ ３２．０１

表２　温度与频率的非线性关系（ａ＝１．２ｂ）

Ｔａｂｌｅ２　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ

ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ΔＴ １０° ２０° ３０° ４０° ５０°

ｋ＝０．２５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１ｈ ２４１０ ２３３１ ２２３８ ２１５２ ２０８３
ｚ＝０ ２５８０ ２５０６ ２４１９ ２３３５ ２２６３

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１ｈ ２４３３ ２３４２ ２２６６ ２１８６ ２０９６
ｚ＝０ ２５９８ ２５１６ ２４３７ ２３６６ ２２８６

ｋ＝０．５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１２ｈ ２６８５ ２６００ ２５１６ ２４２１ ２３３５
ｚ＝０ ２９３７ ２８６６ ２７８８ ２６９６ ２６２６

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１２ｈ ２７０６ ２６２５ ２５３５ ２４５１ ２３６０
ｚ＝０ ２９６０ ２８８８ ２８１１ ２７３３ ２６５０

表３　温度与挠度的非线性关系（ａ＝１．５ｂ）

Ｔａｂｌｅ３　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ΔＴ ３００° ３５０° ４００° ４５０° ５００°
ｚ＝０．１ｈ １１．０１ １６．２３ １９．９１ ２３．１１ ２６．２１

ｋ＝０．２５ ｆ ｚ＝０ １９．１１ ２６．５５ ３１．２２ ３７．２１ ４５．１１
ＡＮＳＹＳ １２．１５ １８．１９ ２１．３０ ２５．７１ ２８．６６
ｚ＝０．１２ｈ ６．９１ １３．１２ １６．９９ ２０．１１ ２３．０１

ｋ＝０．５ ｆ ｚ＝０ １３．０１ ２０．０１ ２５．３１ ３１．５８ ４０．３７
ＡＮＳＹＳ ７．１６ １３．６６ １８．０６ ２２．２２ ２５．１１

表４　温度与频率的非线性关系（ａ＝１．５ｂ）

Ｔａｂｌｅ４　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ΔＴ １０° ２０° ３０° ４０° ５０°

ｋ＝０．２５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１ｈ ３９９１ ３９１８ ３８５５ ３７６６ ３７０１
ｚ＝０ ４２３３ ４１９６ ４１３０ ４００６ ３９２２

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１ｈ ４０２０ ３９５５ ３９０６ ３８１２ ３７７６
ｚ＝０ ４２５６ ４２２１ ４１５９ ４０２９ ３９５５

ｋ＝０．５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１２ｈ ４４３０ ４３６１ ４３００ ４２３１ ４１６８
ｚ＝０ ４８３３ ４７７８ ４７２０ ４６６１ ４６００

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１２ｈ ４４５８ ４３９８ ４３２２ ４２６６ ４２００
ｚ＝０ ４８７６ ４８１１ ４７６０ ４６９５ ４６５６

表５　温度与挠度的非线性关系（ａ＝ｂ）

Ｔａｂｌｅ５　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ΔＴ ３００° ３５０° ４００° ４５０° ５００°
ｚ＝０．１ｈ ５７．１０ ６６．６１ ７５．０２ ８２．５０ ８９．３２

ｋ＝０．２５ ｆ ｚ＝０ ５２．３７ ６２．６９ ７１．３９ ７９．２８ ８６．３５
ＡＮＳＹＳ ５６．８２ ６６．１５ ７４．３１ ８１．０３ ８７．０９
ｚ＝０．１２ｈ ５０．３９ ５９．６１ ６７．６０ ７４．７１ ８１．１８

ｋ＝０．５ ｆ ｚ＝０ ４３．１７ ５３．７０ ６２．３８ ６９．９２ ７６．９０
ＡＮＳＹＳ ５０．０１ ５８．７８ ６６．０５ ７３．１３ ７９．６５

表６　温度与频率的非线性关系（ａ＝ｂ）

Ｔａｂｌｅ６　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ΔＴ １０° ２０° ３０° ４０° ５０°

ｋ＝０．２５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１ｈ ２００７ １９４０ １８７１ １７９９ １７２４
ｚ＝０ ２１４６ ２０８４ ２０２０ １９５３ １８８５

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１ｈ ２０２３ １９５７ １８８８ １８１６ １７４２
ｚ＝０ ２１６２ ２０９９ ２０３５ １９７０ １９０１

ｋ＝０．５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１２ｈ ２２３５ ２１６６ ２０９６ ２０２２ １９４７
ｚ＝０ ２４４９ ２３８７ ２３２３ ２２５６ ２１８９

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１２ｈ ２２５３ ２１８６ ２１１６ ２０４３ １９６８
ｚ＝０ ２４６６ ２４０４ ２３４１ ２２７５ ２２０７

表７　温度与挠度的非线性关系（ａ＝１．５ｂ）

Ｔａｂｌｅ７　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ΔＴ ３００° ３５０° ４００° ４５０° ５００°

ｚ＝０．１ｈ ２２．８０ ３４．９１ ４３．７２ ５１．１０ ５７．５２
ｋ＝０．２５ ｆ ｚ＝０ ４４．７２ ６４．１１ ８９．５５ １０９．２２１２５．９０

ＡＮＳＹＳ ２２．５５ ３４．０３ ４２．５５ ４９．７７ ５５．３１
ｚ＝０．１２ｈ １３．９０ ２８．１１ ３７．３０ ４４．６２ ５０．８１

ｋ＝０．５ ｆ ｚ＝０ ５．０３ １２．０１ ２７．３１ ３６．５８ ４４．３７
ＡＮＳＹＳ １３．５５ ２７．５１ ３６．０５ ４２．７８ ４８．１９
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表８　温度与频率的非线性关系（ａ＝１．５ｂ）

Ｔａｂｌｅ８　ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅａｎｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ΔＴ １０° ２０° ３０° ４０° ５０°

ｋ＝０．２５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１ｈ ３３１８ ３２６８ ３２１７ ３１６５ ３１１３
ｚ＝０ ３５４２ ３４９５ ３４４７ ３３９９ ３３５０

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１ｈ ３３４５ ３２９５ ３２４５ ３１９３ ３１４０
ｚ＝０ ３５６６ ３５１９ ３４７２ ３４２４ ３３７５

ｋ＝０．５
ｂ＝０．１ｈ

ｚ＝０．１２ｈ ３６９０ ３６３９ ３５８６ ３５３３ ３４８０
ｚ＝０ ４０３２ ３９８５ ３９３７ ３８８９ ３８４１

ｂ＝０．２ｈ
ｚ＝０．１２ｈ ３７２１ ３６７０ ３６１８ ３５６６ ３５１２
ｚ＝０ ４０６０ ４０１３ ３９６７ ３９１９ ３８７０

由表１～表８可以看出，随着温度升高均匀温
度场中功能梯度材料椭圆板及矩形板的屈曲挠度

将增大、非线性固有振动频率将变小，这主要是由

于温度升高将降低功能梯度材料椭圆板及矩形板

的弯曲刚度．随着梯度指数ｋ增大均匀温度场中功
能梯度材料椭圆板及矩形板的屈曲挠度将变小、非

线性固有振动频率将变大，主要是由于梯度指数 ｋ
增大将增加功能梯度材料椭圆板的弯曲刚度，随着

功能梯度材料椭圆板半长短轴比及功能梯度材料

矩形板长宽比的增大均匀温度场中功能梯度材料

椭圆板的屈曲挠度将减小、非线性固有振动频率将

变大，主要是由于椭圆板半长短轴比及材料矩形板

长宽比的增大将增加功能梯度材料椭圆板的弯曲

刚度．
由表１、表３、表５、表７还可知道，采用有限元

方法计算的功能梯度材料椭圆板及矩形板屈曲挠

度和本文方法计算的功能梯度材料椭圆板及矩形

板屈曲挠度非常相近，两种方法的计算结果吻合的

非常好，充分验证了本文方法的可靠性．
如按有关文献不确定功能梯度材料板壳中性

面的真实位置，而是假设功能梯度材料板壳相对于

中性面具有几何和弹性对称，来研究功能梯度材料

椭圆板的非线性振动及屈曲．算例分析表明，中性
面位置对均匀温度场中功能梯度材料椭圆板的非

线性振动及屈曲有较大的影响，这一点由表１～表
４就可以看出．

４　结论

由以上分析可以得到以下结论：

１）采用有限元方法和本文方法计算的结果非
常相近，两种方法的计算结果吻合的非常好，充分

验证了本文方法的可靠性．

２）温度升高将降低功能梯度材料椭圆板的弯
曲刚度，梯度指数 ｋ增大、半长短轴比增大将增加
功能梯度材料椭圆板的弯曲刚度．
３）中性面位置对均匀温度场中功能梯度材料

椭圆板的非线性振动及屈曲有较大影响．

参　考　文　献

１　ＺｈｏｎｇＺ，ＹｕＴ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆａｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ

ｌｙｇｒａｄｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ．ＳｍａｒｔＭａｔｅｒ

Ｓｔｒｕｃｔ，２００６，１５：１４０４～１４１２

２　ＺｈｏｎｇＺ，ＳｈａｎｇＥＴ．Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｅｘａｃｔａｎａｌｙｓｉｓｏｆａ

ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｉｅｎｔｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐｌａｔｅ．

ＩｎｔＪＳｏｌｉｄｓＳｔｒｕｃｔ，２００３，４０（２０）：５３３５～５３５２

３　尚尔涛，仲政．功能梯度热释电材料平板柱形弯曲问题

的精确解．应用力学学报，２００３，２０（４）：１２２～１２５

（ＳｈａｎｇＥＴ，ＺｈｏｎｇＺ．Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａ

ｄｅｄｐｉｅｚｏｔｈｅｒｍｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐｌａｔｅｓｉｎｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｂｅｎｄｉｎｇ．Ｃｈｉ

ｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００３，２０（４）：１２２～

１２５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４　ＣｈｅｎＷＱ，ＤｉｎｇＨＪ．Ｏｎｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆａｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ

ｇｒａｄｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐｌａｔｅｓ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａ，２００２，１５３～

２０７

５　ＷｕＸＨ，ＣｈｅｎＣＱ，ＳｈｅｎＹＰ，ｅｔａｌ．Ａｈｉｇｈｏｒｄｅｒｔｈｅｏｒｙ

ｆｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｓｈｅｌｌｓ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅ，２００２，３９（２０）：５３２５～

５３４４

６　王铁军，马连生，石朝锋．功能梯度中厚圆／环板轴对

称弯曲问题的解析解．力学学报，２００４，３６（３）：３４８～

３５３（ＷａｎｇＴＪ，ＭａＬＳ，ＳｈｉＺＦ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒ

ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｅｎｄｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｃｉｒｃｕｌａｒ／ａｎｎｕ

ｌａｒｐｌａｔｅｓ．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００４，３６（３）：３４８～

３５３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

７　马连生，赵永刚，杨静宁．功能梯度圆板的轴对称非线

性分析大挠度问题．兰州理工大学学报，２００４，３０

（６）：１３９～１４２（ＭａＬＳ，ＺｈａｏＹＧ，ＹａｎｇＪＮ．Ａｘｉ

ｓｙｍｍｍｔｒｉｃｎｏｎｌｉｎｅａｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｃｉｒｃｕｌａｒ

ｐｌａｔｅ： ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｂｅｎｄｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

ＬａｎｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００４，３０（６）：１３９～

１４２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　鲍四元，邓子辰．Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系下中厚板静力弯曲和自

由弯曲振动问题的一类模型及通解．动力学与控制学

报，２０１２，１０（２）：１２１～１２６（ＢａｏＳＹ，ＤｅｎＺＣ．Ａｔｙｐｅ

ｏｆｍｏｄｅｌａｎｄｏｒｄｉｎａｒｙｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｓｔａｔｉｃｂｅｎｄｉｎｇａｎｄｆｒｅｅ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｍｏｄｅｒａｔｅｔｈｉｃｋｐｌａｔｅｉｎＨａｍｉｌｔｏｎｓｙｓ

０７１



第２期 吴晓等：功能梯度材料椭圆板的非线性热振动及屈曲

ｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，２０１２，１０（２）：１２１

～１２６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　马连生，赵永刚，杨静宁．径向压力作用下功能梯度圆

板的过屈曲．兰州理工大学学报，２００６，３２（４）：１５８

（ＭａＬＳ，ＺｈａｏＹＧ，ＹａｎｇＪＮ．Ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇｏｆａｆｕｎｃ

ｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｒａｄｉａｌｃｏｍｐｒｅｓ

ｓｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＬａｎｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００６，

３２（４）：１５８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１０　沈惠申．功能梯度复合材料板壳结构的弯曲、屈曲和

振动．力学进展，２００４，３４（１）：５３～６０（ＳｈｅｎＨＳ．

Ｂｅｎｄｉｎｇ，ｂｕｃｋｌｉｎｇａｎｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄ

ｐｌａｔｅｓａｎｄｓｈｅｌｌｓ．ＡｄｖａｎｃｅｓＩｎＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００４，３４（１）：

５３～６０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　刘进，武兰河，张晓炜．功能梯度材料板的弯曲问题．

石家庄铁道学院学报，２００３，１６（２）：１～５（ＬｉｕＪ，Ｗｕ

ＬＨ，ＺｈａｎｇＸＷ．ＯｎＢｅｎｄｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｒｅｃ

ｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈｉｊｉａｚｈｕａｎｇＴｉｅｄａｏＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

２００３，１６（２）：１～５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２４Ｊｕｎｅ２０１２，ｒｅｖｉｓｅｄ１０Ｊｕｌｙ２０１２．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｐｒｏｇｒａｍｏｆｔｈｅｋｅｙｄｉｓｃｉｐｌｉｎｅｉｎＨｕｎａｎｐｒｏｖｉｎｃｅ（ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＤｅｓｉｇｎａｎｄＴｈｅｏｒｙ）ａｎｄｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ
ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＨｕｎａｎＥｄｕｃａｔｉｏｎＣｏｍｍｉｔｔｅｅ（１１Ａ０８１）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｗｘ２００５２２０＠１６３．ｃｏｍ

ＮＯＮＬＩＮＥＡＲＴＨＥＲＭＡＬＶＩＢＲＡＴＩＯＮＡＮＤＢＵＣＫＬＩＮＧ

ＯＦＦＵＮＣＴＩＯＮＡＬＬＹＧＲＡＤＥＤＥＬＬＩＰＴＩＣＡＬＰＬＡＴＥ

ＷｕＸｉａｏ　ＨｕａｎｇＣｈｏｎｇ
（ＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｒｔｓａｎｄＳｃｉｅｎｃｅ，Ｃｈａｎｇｄｅ　４１５０００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｅｓｔａｔｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｂｙｕｓｉｎｇｅｌａｓｔｉｃ
ｔｈｅｏｒｙ，ａｎｄｔｈｅｎｅｕｔｒａｌｐｌａｎｅｓｉｔｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｐｌａｔｅｗａｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．Ｏｎｔｈｅｂａｓｉｓ，ｔｈｅｎｏｎｌｉｎ
ｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｂｕｃｋｌｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｐｌａｔｅｉｎｕｎｉｆｏｒｍｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
ｆｉｅｌｄｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄ，ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｈｅｒｍａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｂｕｃｋｌｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄ
ｃｉｒｃｕｌａｒｐｌａｔｅｗａｓｏｂｔａｉｎｅｄ，ａｎｄｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｎｅｕｔｒａｌｐｌａｎｅｓｉｔｅ，ｇｒａｄｉｅｎｔｉｎｄｅｘａｎｄｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｏｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｈｅｒ
ｍａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｂｕｃｋｌｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｐｌａｔｅｗａｓｄｉｓｃｕｓｓｅｄａｎｄａｎａｌｙｚｅｄ．Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅ
ｓｕｌｔｓａｇｒｅｅｄｗｅｌｌｗｉｔｈｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ，ｗｈｉｃｈｖｅｒｉｆｉｅｄｔｈｅｍｅｔｈｏｄ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｘａｍｐｌｅｓｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｔｈｅｎｅｕｔｒａｌ
ｐｌａｎｅｓｉｔｅｈａｓｃｅｒｔａｉｎｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｈｅｒｍａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｂｕｃｋｌｉｎｇｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｐｌａｔｅ
ｉｎｕｎｉｆｏｒｍｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄ，　ｍａｔｅｒｉａｌｓ，　ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌｐｌａｔｅ，　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ，　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，　ｂｕｃｋｌｉｎｇ

１７１


