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基于多重反射法对周期结构的频率响应研究

陈涛　王立刚
（哈尔滨工程大学理学院，哈尔滨　１５０００１）

摘要　采用多重反射法对受到外扰的二组元周期梁结构的频率响应进行了研究．施加到周期梁结构上的外

部扰动被假定为一入射波，传播波入射到不连续处会产生反射波和透射波，进而在周期结构中会产生多重

的反射和透射．首先，基于波的多重反射，考虑施加扰动的组元上的波场；其次，由于波的透射，分别考虑两

个传播方向上的其他组元的波场，作为初始波场；最后，可先考虑某个组元右侧的所有组元上的向左传播的

波在其上的叠加，作为一次迭代波场；再考虑某个组元左侧的所有组元上的向右传播的波在其上的叠加，作

为二次迭代波场．依次类推，基于多重反射法，叠加了入射波引起的多重反射和透射，得到了所有组元的波

场．给出了周期梁结构中任一点的波幅与入射波幅之间的函数关系，确定了受外扰的周期梁结构的传播常

数及相应的波场的迭代次数．
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引 言

对于具有相同特性的材料所组成的周期结构

的研究已有数十年的历史，但声子晶体概念的提出

激起了对由具有不同特性的材料组成的周期结构

的重新认识［１－８］．当弹性波的频率落在带隙范围内
时，弹性波被禁止传播，因此弹性波带隙也可称为

弹性波禁带．周期结构中弹性波带隙的形成同样遵
守Ｂｒａｇｇ散射机理，这种特性使得周期结构在减振
和降噪领域有着广阔的应用前景．

Ｊｅｎｓｅｎ对一维质量 －弹簧周期结构的弹性波
带隙进行了研究，研究结果表明频率响应函数可以

被用来描述结构的带隙特性［９］．Ｘｉａｎｇ和 Ｓｈｉ采用
微分求积法对周期梁的振动带隙进行了研究［１０］．
Ｙｕ等采用传递矩阵法对周期梁中弯曲波的传播进
行了研究［１１］．

许多方法可以被用来对周期结构的带隙进行

研究，然而，大多数现有这些方法分析传播扰动对

波的传播的影响还是有比较困难的地方，例如，入

射波的波幅与任一组元上的波幅间的函数关系就

无法由传递矩阵法给出．Ｕｎｇａｒ采用的多重反射法

可以很好的解决这一总题［３］．
本文基于多重反射法，对周期梁结构中传播扰

动对波的传播的影响进行了研究．叠加了入射波引
起的多重反射和透射，得到了所有组元的波场．给
出了周期梁结构中任一点的波幅与入射波幅之间

的函数关系，确定了受外扰的周期梁结构的传播常

数．频率响应函数被用来描述结构的带隙特性．讨
论了材料参数对振动带隙的影响，数值研究结果证

明了该方法的有效性．

１　波的反射和透射

图１为一维周期梁结构示意图．图１中两种不
同弹性模量和密度的材料 Ａ和 Ｂ在方向上交替排
列形成周期结构．

图１　一维周期梁结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｂｅａｍｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍ
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１．１　弯曲波在（０）段上的多重反射
假定一外部扰动在（０）段上产生一个向右传

播的谐波ｗｉｎ（ｘ，ｔ）．该谐波在不连续点（１）处将会
产生反射和透射．下面将给出（０）段上由于多重反
射产生（不连续点（０）和（１）之间）的波场．入射波
可表示为

ｗｉｎ（ｘ）＝Ａｉｎ１ｅｘｐ（－ｋ１ｘｉ） （１）

式中ｋ１＝
４
（ρＳ）１ω

２／（ＥＩ）槡 １，Ｅ为杨氏模量，Ｉ为惯
性矩，ρ为密度，Ｓ为横截面积，Ａｉｎ１为波幅．

入射波在不连续点（１）处，将会产生处反射波
ｗｒｅ１（ｘ）和透射波 ｗｔｒ１（ｘ），反射波 ｗｒｅ１（ｘ）沿负向传
播，在不连续点（０）处继续发生反射和透射，依次
类推，在（０）段上将会产生一个正向传播的波 ｗ（０）ｎａ＋
（ｘ）和负向传播的波ｗ（０）ｎａ－（ｘ）

ｗ（０）ｎａ＋（ｘ）＝
１

１－Ｒ２η
Ａｉｎ１ｅｘｐ（－ｋ１ｘｉ）＝

　Ａ（０）ｎ１ｅｘｐ（－ｋ１ｘｉ）， （２）

ｗ（０）ｎａ－（ｘ）＝
Ｒτη
１－Ｒ２η

Ａｉｎ１ｅｘｐ（－ｋ１ｘｉ）＝

　Ａ（０）ｎ２ｅｘｐ（ｋ１ｘｉ）， （３）
式中Ｒ为不连续点（１）处反射系数，τ＝ｅｘｐ（－
２ｋ１ｌｉ），η＝ｅｘｐ（－２ｋ１ａ１ｉ），上标（０）表示初次近似．
１．２　波沿ｘ正方向的传播

这里我们考虑（０）段上由于多重反射产生的
波场在沿ｘ正方向透射的传播情况．此时，ｗ（０）ｎａ＋在
不连续点（１）处将会产生透射，透射波在（１）段上
又继续发生多重反射和透射，（１）段上产生的波场
为

ｗ（０）ｎａ＋（ｘ）＝
Ｔ

（１－Ｒ２η）（１－Ｒ２１γ）
Ａｉｎ１ｅｘｐ（－ｋ２ｘｉ）＝

　Ｂ（０）ｎ１ｅｘｐ（－ｋ２ｘｉ）， （４）

ｗ（０）ｎｂ－（ｘ）＝Ｒ１τ１η１
Ｔ

（１－Ｒ２η）（１－Ｒ２１γ）
×

　Ａｉｎｅｘｐ（－ｋ２ｘｉ）＝Ｂ
（０）
ｎ２ｅｘｐ（ｋ２ｘｉ）， （５）

式中τ１＝ｅｘｐ（－２ｋ２ｌｉ），η１＝ｅｘｐ（－２ｋ２ａｉ），γ＝ｅｘｐ（－
２ｋ２ａ２ｉ），Ｒ和Ｒ１分别为（０）和（１）段上的反射系数．同
理，我们可以推出在第（ｎ）段上的０次近似波场．
１．３　波沿负方向的传播

这里，波在正反两个方向的传播都会在一个迭

代程序中被考虑［３］．以（０）段为例，其上波场的一
次近似项是由其右侧各段上向左传播的波产生．
ｗ（０）ｎｂ－（ｘ）在不连续点（１）处透射后在（０）段上发生

多重反射；ｗ（０）（ｎ＋１）ａ－在不连续点（２）处透射后在（１）
段上发生多重反射，后又在不连续点（１）处透射后
在（０）段上发生多重反射，最后（０）段上的一次近
似波场为

ｗ（１）ｎａ－（ｘ）＝（ＰＢ
（０）
ｎ２ ＋ＰＰ１Ａ

（０）
（ｎ＋１）２＋

　Ｐ２Ｐ１Ｂ
（０）
（ｎ＋１）２＋…）ｅｘｐ（ｋ１ｘｉ） （６）

ｗ（１）ｎａ＋（ｘ）＝τ
－１Ｒ（ＰＢ（０）ｎ２ ＋ＰＰ１Ａ

（０）
（ｎ＋１）２＋

　Ｐ２Ｐ１Ｂ
（０）
（ｎ＋１）２＋…）ｅｘｐ（－ｋ１ｘｉ） （７）

式中，，项数和为（０）段右侧的段数和．同样的方
法，我们可以推出在第（ｎ）段上的一次近似波场．

接下来我们可推出任一段上的二次近似波场．
同样以（０）段为例，考虑其左侧各段上的向右传播
的波．（０）段上的二次近似波场为

ｗ（２）ｎａ＋（ｘ）＝（ＰＢ
（１）
（ｎ－１）１＋ＰＰ１Ａ

（１）
（ｎ－１）１＋

　Ｐ２Ｐ１Ｂ
（１）
（ｎ－２）１＋…）ｅｘｐ（ｋ１ｘｉ） （８）

ｗ（２）ｎａ－（ｘ）＝τηＲ（ＰＢ
（１）
（ｎ－１）１＋ＰＰ１Ａ

（１）
（ｎ－１）１＋

　Ｐ２Ｐ１Ｂ
（１）
（ｎ－１）１＋…）ｅｘｐ（ｋ１ｘｉ） （９）

式中项数和为（０）段左侧的段数和．同样的方法，
我们可以推出在第（ｎ）段上的二次近似波场．

第三次近似波场和第四次近似波场同样能够

被得到．任一段上的波场可以由所有近似项叠加得
到．以（－１）段，（０）段和（１）段为例，波场可表示
为

ｗｎａ＋（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｗ（ｉ）ｎａ＋（ｘ）＝

　Ｗｎａ＋ｅｘｐ（－ｋ１ｘｉ），

ｗｎａ－（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｗ（ｉ）ｎａ－（ｘ） （１０ａ）

ｗ（ｎ－１）ｂ＋（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｗ（ｉ）（ｎ－１）ｂ＋（ｘ）＝

　Ｗ（ｎ－１）ｂ＋ｅｘｐ（－ｋ２ｘｉ）

ｗ（ｎ－１）ｂ－（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｗ（ｉ）（ｎ－１）ｂ－（ｘ） （１０ｂ）

ｗｎｂ＋（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｗ（ｉ）ｎｂ＋（ｘ）＝

　Ｗｎｂ＋ｅｘｐ（－ｋ２ｘｉ），

ｗｎｂ－（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｗ（ｉ）ｎｂ－（ｘ） （１０ｃ）

式中级数的项数由迭代次数确定．

２　波场的迭代次数

波场的迭代次数可以由相邻元胞波场的比值

来确定．由于

３２１
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Ｗ－ｎｂ＋＝ｅｘｐ（－ｋ２（ｌ＋ａ１）ｉ）Ｗｎｂ＋，

Ｗ－（ｎ－１）ｂ＋＝ｅｘｐ（－ｋ２（ｌ－ａ＋ａ１）ｉ）Ｗ（ｎ－１）ｂ＋ （１１）
式中上标表示以段左末端为起始点的局部坐标系．
Ｂｌｏｃｈ定理有 Ｗ－ｎｂ＋ ＝ｅｘｐ（ｉμａ）Ｗ

－
（ｎ－１）ｂ＋．故有如下

表达式

Ｗｎｂ＋＝ｅｘｐ（ｉμａ）ｅｘｐ（ｋ２ａｉ）Ｗ（ｎ－１）ｂ＋ （１２）
式中传播常数可以由传递矩阵法得出，这样即可得

到相应的满足一定精度的波场的迭代次数．波的
反射系数和透射系数可由文献［１２］得到．

３　数值算例

计算了环氧树脂／铝一维周期梁结构的频率响
应．晶格常数ａ＝２ｍ，ａ１＝ａ２＝１ｍ，梁的截面积 Ａ＝

６．０×１０－３ｍ２，惯性矩为Ｉ＝２．７×１０－５ｍ４，ｌ＝３ａ．

图２　周期梁的频率响应 （ａ）Ｍ＝６，段（４）右侧末端处，

Ｎ＝５，（ｂ）Ｍ＝１０，段（１２）右侧末端处，Ｎ＝５

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｂｅａｍ（ａ）Ｍ＝６，ａｔｔｈｅｅｎｄ

ｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｏｆｓｅｃｔｉｏｎ（４），Ｎ＝５，（ｂ）Ｍ＝１０，

ａｔｔｈｅｅｎｄｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｏｆｓｅｃｔｉｏｎ（１２），Ｎ＝５

图２ａ和２ｂ分别给出了元胞数 Ｍ＝６和１０的

周期梁结构的频率响应，式（１２）计算出了其波场

对应的迭代次数Ｎ＝５．可以看出，随着周期数的增

加，结构的振动带隙越明显．

图３　ρＡ／ρＢ对第二带隙的影响

Ｆｉｇ．３　ＥｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｒａｔｉｏρＡ／ρＢｏｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｂａｎｄｇａｐ

图３和４研究了二组元的密度比和弹性模量
比对第二带隙的影响．周期数的周期结构的频率响
应被相应的考虑．可以看出，随着 ρＡ／ρＢ的增加，第
二带隙的初始频率增加而截止频率降低．随着 ＥＡ／
ＥＢ的增加，第二带隙的初始频率和截止频率均降
低．

图４　ＥＡ／ＥＢ对第二带隙的影响

Ｆｉｇ．４　ＥｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｒａｔｉｏＥＡ／ＥＢｏｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｂａｎｄｇａｐ

４　结论

本文基于多重反射法，对周期梁结构中传播扰

动对波的传播的影响进行了研究．给出了二组元周
期梁结构中任一点的波幅与入射波幅之间的函数

关系；利用Ｂｌｏｃｈ定理确定了满足一定精度的波场
的迭代次数；给出了二组元结构密度比和模量比对

带隙频率的影响，数值验证了方法的有效性．
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