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基于向量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和 ＬＭＩ的大系统分散镇定
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摘要　基于线性关联大系统的比较方程稳定性判据，给出了一种完全解耦的子系统控制器设计方法．该方

法通过构造一个向量Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来满足比较方程的稳定性要求，并将控制器的设计转换为一组线性矩阵

不等式的求解，进而对大系统进行镇定．由于各子系统控制器的设计可独立进行，相较于加权Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

方法，该方法降低了控制算法的计算量和难度．仿真结果表明了该方法的可行性和有效性．

关键词　线性大系统，　比较原理，　向量Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，　分散镇定，　线性矩阵不等式（ＬＭＩ）

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１３０２３

引言

随着科技的发展，在工业生产和社会生活中所

面临的控制和管理系统规模越来越大，关于这种大

系统理论和应用的研究是十分必要的［１］．对于线性
关联大系统，基于线性矩阵不等式设计控制器的一

般方法是对各个子系统分别构造二次型正定 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数，加权后沿大系统对时间求导，使其满足
Ｌｙａｐｕｎｏｖ渐近稳定定理的条件，从而求得镇定控制
律［２－４］．文献［５－６］采用双线性矩阵不等式（ＢＭＩ）
方法研究了大系统的关联稳定性，并实现了系统的

协调控制，但是稳定性判据比较复杂，当子系统个

数较多时难以应用．实际上文献［２－６］均是以加
权Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法为基础来设计控制器，其构
造的矩阵不等式与大系统的阶数相同，当大系统的

阶数很高时，计算量比较大．
另一方面，由于能把高阶的微分方程稳定问题

转化为低阶的比较方程的稳定问题，向量Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数在大系统稳定性分析中得到了广泛研究［７］．对
于内联项为线性的大系统，文献［８］提出了集结比
较方程的析因子法，并利用 Ｍ矩阵的性质给出了
大系统的稳定性判据．文献［９］建立了箱体理论，
提出了比较方程的核方程概念，给出了集结核方程

的方法，并通过判断核方程的稳定性给出了非线性

大系统稳定的充分条件．而文献［１０－１１］在比较

方程中保留了原系统的状态项，建立了广义比较原

理，减小了集结比较方程的损失，并通过广义比较

方程的稳定性来判定大系统的稳定性．同时，文献
［８－１０］建立的稳定性判据也适用于线性大系统，
如果能够基于这些判据并利用线性矩阵不等式来

设计镇定控制律，则大系统控制器的设计将更加简

便，其计算量将低于加权 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的设计方
法．

本文针对线性关联大系统，利用向量Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数降阶分析大系统的稳定性，并使用线性矩阵不

等式方法求解状态反馈控制律，使得大系统在各个

子系统局部反馈控制下得到镇定，降低了控制器设

计时的计算负担．

１　问题描述

由Ｎ个子系统Ｓｉ（ｉ＝１，２，Ｋ，Ｎ）组成的关联大

系统可描述为

Ｓｉ：ｘｉ＝Ａｉｉｘｉ＋Ｂｉｕｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ａｉｊｘｊ （１）

其中ｘｉ∈Ｒ
ｎｉ（ｎ１＋ｎ２＋Ｋ＋ｎＮ＝ｎ）和ｕｉ∈Ｒ

ｍｉ（ｍ１＋
ｍ２＋Ｋ＋ｍＮ＝ｍ）分别表示子系统Ｓｉ的状态和控制
向量，Ａｉｉ，Ａｉｊ，Ｂｉ是具有适当维数的实常数矩阵．

定义１［２］：对于线性关联大系统（１），若子系统 Ｓｉ
存在局部状态反馈控制律

ｕｉ＝Ｋｉｘｉ （２）
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其中Ｋｉ∈Ｒ
ｍｉ×ｎｉ表示局部反馈增益矩阵，使得闭环

关联大系统

ｘｉ＝（Ａｉｉ＋ＢｉＫｉ）ｘｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ａｉｊｘｊ　ｉ＝１，２，Ｋ，Ｎ

（３）
是渐近稳定的，则称系统（１）是分散能镇定的，相
应的控制律（２）称为系统（１）的一个分散稳定控制
律．

根据定义１，控制器的设计问题可描述为：对
于不稳定的线性关联大系统，设计一组分散稳定控

制律ｕｉ＝Ｋｉｘｉ，以实现大系统的镇定．

２　线性关联系统的分散镇定

首先给出基于比较原理的线性关联大系统的

稳定性判据．对于任意向量 ｚ＝［ｚ１　ｚ２　Λ　ｚｌ］
Ｔ

和矩阵Φ，分别定义向量范数和矩阵范数为

‖ｚ‖ ＝ ∑
ｌ

ｐ＝１
ｚ２

槡 ｐ，‖Φ‖ ＝ λｍａｘΦ
Ｔ

槡 Φ （４）

其中λｍａｘ表示矩阵的最大特征值．

定义２［９］：如果矩阵 Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ的所有非对角元

素ｒｉｊ≥０（ｉ≠ｊ），且存在向量ｗ∈Ｒ
Ｎ，ｗ＞０，使得Ｒｗ

＜０，则称Ｒ为负Ｍ矩阵．
对于没有控制输入的线性关联系统

ｘｉ＝Ｄｉｉｘｉ＋∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
Ｄｉｊｘｊ，　ｉ＝１，２，Ｋ，Ｎ （５）

其孤立子系统为

ｘｉ＝Ｄｉｉｘｉ，　ｉ＝１，２，Ｋ，Ｎ （６）

假设１：对于正定函数 ｖｉ＝ｘ
Ｔ
ｉＰｉｘｉ，ｉ＝１，２，Ｋ，Ｎ（Ｐｉ

为对称正定矩阵），存在标量 ｋｉ＞０，使其通过（６）
式的全导数

ｖｉ＝（ｇｒａｄｖｉ）
Ｔｘｉ

　＝ｘｉ
Ｔ（ＤＴｉｉＰｉ＋ＰｉＤｉｉ）ｘｉ≤－２ｋｉｘ

Ｔ
ｉｘｉ （７）

存在标量ｃｉ＞０，使得

‖ｇｒａｄｖｉ‖≤２ｃｉ‖ｘｉ‖ （８）
存在常数Ｍｉ＞ｍｉ＞０，使得

ｍｉｘ
Ｔ
ｉｘｉ≤ｘ

Ｔ
ｉＰｉｘｉ≤Ｍｉｘ

Ｔ
ｉｘｉ （９）

引理 １［８］：对于大系统（５），若存在正定函数
ｖｉ＝ｘ

Ｔ
ｉＰｉｘｉ满足假设１，且矩阵Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ，ｉ，ｊ＝１，

２，Ｋ，Ｎ，为负 Ｍ矩阵，则大系统（５）的零解是全局
渐近稳定的，其中

ｒｉｊ＝－
ｋｉ
Ｍ槡 ｉ

，ｒｉｊ＝
ｃｉ‖Ｄｉｊ‖
ｍ槡 ｉ

，ｉ≠ｊ （１０）

为了求得定义１中的分散稳定控制律，进一步
给出以下几个引理．
引理２［１３］：设 Ａ，Ｂ均为 ｎ阶实对称正定矩阵，且

ＡＢ＝ＢＡ，若Ａ≥Ｂ，则Ａ２≥Ｂ２．

引理３［１３］：设Ａ，Ｂ均为ｎ阶实对称正定矩阵，且Ａ

和Ｂ的特征值分别为λ１≥Ｋ≥λｎ和μ１≥Ｋ≥μｎ．如

果Ａ≥Ｂ，则λｉ≥μｉ，ｉ＝１，２，Ｋ，ｎ．

引理４［１３］：设Ａ，Ｂ均为ｎ阶实对称正定矩阵，若Ａ

≥Ｂ＞０，则Ｂ－１≥Ａ－１＞０．
引理５：设Ａ为ｎ阶实对称正定矩阵，标量 ａ＞０，Ｉ
为ｎ阶单位阵，若Ａ≤ａＩ，则‖Ａ‖≤ａ．

证明：　由于Ａ，ａＩ，均是实对称正定矩阵，且
有Ａ·ａＩ＝ａＩ·Ａ，若Ａ≤ａＩ，由引理２知

Ａ２≤ａ２Ｉ （１１）
由（１１）式和引理３可得

λｍａｘ（Ａ
２）≤λｍａｘ（ａ

２Ｉ） （１２）
所以由（１２）式和矩阵范数的定义有

‖Ａ‖＝ λｍａｘ（Ａ
２

槡 ）≤ λｍａｘ（ａ
２Ｉ槡 ）＝ａ （１３）

证毕．
下面给出线性关联大系统（１）分散能镇定的

充分条件．
定理１：对于给定的线性关联大系统（１），如果对所
有的ｉ，ｊ＝１，２，Ｋ，Ｎ，存在矩阵Ｙｉ∈Ｒ

ｍｉ×ｎｉ，对称正定

矩阵Ｘｉ∈Ｒ
ｎｉ×ｎｉ，标量 ｈｉ＞０，ｑｉ＞０，ｓｉ＞０和给定的

γｉ＞１，使得以下不等式

ＸｉＡ
Ｔ
ｉｉ＋ＡｉｉＸｉ＋Ｙ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｉ＋ＢｉＹｉ Ｉ

Ｉ －１２ｈｉ









Ｉ
＜０

（１４）

ｑｉＩ＜Ｘｉ＜ｓｉＩ （１５）

ｓｉ＜γｉ·ｑｉ （１６）

ｑｉ－ｈｉγｉ∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
‖Ａｉｊ‖ ＞０ （１７）

成立，其中Ｉ为适当维数的单位阵，则线性关联大
系统（１）是分散能镇定的，且

ｕｉ＝ＹｉＸ
－１
ｉ ｘｉ （１８）

是系统（１）的分散稳定控制律．
证明：　对大系统（１）引入局部状态反馈控制

律（２），则孤立子系统可写为
ｘｉ＝（Ａｉｉ＋ＢｉＫｉ）ｘｉ （１９）

取正定函数ｖｉ＝ｘ
Ｔ
ｉＰｉｘｉ（Ｐｉ为对称正定阵），则 ｖｉ沿

０１１
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（１９）式关于时间ｔ的导数为
ｖ（１７）＝ｘ

Ｔ
ｉ（Ａ

Ｔ
ｉｉＰｉ＋ＰｉＡｉｉ＋Ｋ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｉＰｉ＋ＰｉＢｉＫｉ）ｘｉ

（２０）

下面证明在（１４）（１５）式成立的条件下，正定

函数ｖｉ满足假设１．分别取 Ｘｉ＝Ｐ
－１
ｉ ，Ｙｉ＝ＫｉＰ

－１
ｉ ，ｋｉ

＝ｈ－１ｉ ，在（１４）式两边同乘以对角块矩阵 ｄｉａｇ（Ｐｉ，
Ｉ）可得

　
ＡＴｉｉＰｉ＋ＰｉＡｉｉ＋Ｋ

Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｉＰｉ＋ＰｉＢｉＫｉ Ｉ

Ｉ －（２ｋｉ）
－１[ ]Ｉ＜０
（２１）

由矩阵Ｓｃｕｒ补性质，（２１）式等价于

ＡＴｉｉＰｉ＋ＰｉＡｉｉ＋Ｋ
Ｔ
ｉＢ
Ｔ
ｉＰｉ＋ＰｉＢｉＫｉ＜－２ｋｉＩ （２２）

由（２２）式可知，（２０）式满足假设１的条件（７）．

取ｑｉ＝Ｍ
－１
ｉ ，ｓｉ＝ｍ

－１
ｉ ，由引理４和（１５）式有

ｍｉＩ＜Ｐｉ＜ＭｉＩ （２３）

即ｖｉ满足假设１中的条件（９）．又由于

ｖｉ （１７）＝（ｇｒａｄｖｉ）
Ｔｘｉ＝（ｇｒａｄｖｉ）

Ｔ（Ａｉｉ＋ＢｉＫｉ）ｘｉ
（２４）

比较（２０）式与（２４）式可得

ｇｒａｄｖｉ＝２Ｐｉｘｉ （２５）

由（２３）（２５）式和引理５可得

‖ｇｒａｄｖｉ‖≤２‖Ｐｉ‖‖ｘｉ‖≤２Ｍｉ‖ｘｉ‖ （２６）

即假设１中的条件（８）得到满足．因此，由以上分

析可知，如果不等式（１４）（１５）成立，则正定函数 ｖｉ
满足假设１．构造矩阵Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ，其中

ｒｉｊ＝－
ｋｉ
Ｍ槡 ｉ

，ｒｉｊ＝
Ｍｉ‖Ａｉｊ‖

ｍ槡 ｊ

，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，Ｋ，Ｎ

（２７）

按照引理１，若Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ为负 Ｍ矩阵，则大
系统（１）的零解是全局渐近稳定的．下面证明在
（１６）（１７）式成立的条件下，由（２７）式构造的矩阵

Ｒ为负Ｍ矩阵．由于，所以 γｉ＞ γ槡 ｉ，进而由（１６）

（１７）式可得

ｑｉ－ｈｉ
ｓｉ
ｑ槡ｉ
∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
‖Ａｉｊ‖ ＞ｑｉ－ｈｉγｉ∑

Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
‖Ａｉｊ‖ ＞０

（２８）

又ｋｉ＝ｈ
－１
ｉ ，ｑｉ＝Ｍ

－１
ｉ ，ｓｉ＝ｍ

－１
ｉ ，由（２８）式有

－ｋｉ＋Ｍｉ
Ｍｉ
ｍ槡ｉ
∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
‖Ａｉｊ‖ ＜０ （２９）

考虑到ｉ＝１，２，Ｋ，Ｎ，可将（２９）式写为

－
ｋ１
Ｍ槡 １

Ｍ１‖Ａ１２‖
ｍ槡 ２

Λ
Ｍ１‖Ａ１Ｎ‖
ｍ槡 Ｎ

Ｍ２‖Ａ２１‖
ｍ槡 １

－
ｋ２
Ｍ槡 ２

Λ
Ｍ２‖Ａ２Ｎ‖
ｍ槡 Ｎ

Ｍ Ｍ Ｍ Ｍ

ＭＮ‖ＡＮ１‖
ｍ槡 １

ＭＮ‖ＡＮ２‖
ｍ槡 ２

Λ －
ｋＮ
Ｍ槡





















Ｎ

ｍ槡 １

ｍ槡 ２

Ｍ

ｍ槡













Ｎ

＜０

（３０）
由（３０）式可得，存在向量

ｗ＝［ｍ槡 １　 ｍ槡 ２　Λ　 ｍ槡 Ｎ］
Ｔ∈ＲＮ，ｗ＞０

使得

Ｒｗ＜０
由定义２知Ｒ＝（ｒｉｊ）Ｎ×Ｎ为负Ｍ矩阵．因此，由引理
１可得闭环关联大系统的零解是全局渐近稳定的，
即在不等式（１４）～（１７）式成立的条件下，（１８）式
为分散稳定控制律．证毕．

不等式（１４）～（１７）是关于 Ｘｉ，Ｙｉ，ｑｉ，ｈｉ，ｓｉ，γｉ
的一组线性矩阵不等式，所以可以利用 ＬＭＩ工具
箱中的求解器 ｆｅａｓｐ来求解这组不等式的可行解，
进而得到相应的分散稳定控制律．

３　数值例子

考虑由以下２个子系统组成的关联系统

Ｓ１：ｘ１＝
０．８ ０．６
０．４ ０．[ ]９ｘ１＋

０．１
０．[ ]１ｕ１＋

　　　
０．１ ０ ０．１
０．１ ０ ０．[ ]１ｘ２

Ｓ２：ｘ２＝
０．７ ０ －０．５
－０．１ －１ －０．１
－０．６ １ ０．









８
ｘ２＋

　　　
０ －０．１
０．１ ０．２
０ ０．









１
ｕ２＋

－０．１ －０．２
０．３ ０．１
０．１ ０．









２
ｘ１

其中ｘ１＝［ｘ１１　ｘ１２］
Ｔ∈Ｒ２，ｘ２＝［ｘ２１　ｘ２２　ｘ２３］

Ｔ∈

Ｒ３分别表示两个子系统的状态．针对系统 Ｓ１，Ｓ２，
取γ１＝γ２＝３００，应用求解器ｆｅａｓｐ可知定理１中的
不等式是可解的，并求得局部反馈增益矩阵

Ｋ１＝［－５１．１５０３　３０．２２９１］

Ｋ２＝
－２２．９７３８ －１４．１７５１ －１０．０５１６
１２．１９５４ ７．００７６ －４．[ ]８８７８

设初始条件为ｘ１（０）＝［－２３］
Ｔ，ｘ２（０）＝［５１３］

Ｔ，

则闭环系统状态响应如图１～图２．
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图１　子系统Ｓ１的闭环状态轨线

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｃｌｏｓｅｌｏｏｐｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｕｂｓｙｓｔｅｍＳ１

图２　子系统Ｓ２的闭环状态轨线

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｃｌｏｓｅｌｏｏｐｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｕｂｓｙｓｔｅｍＳ２

由子系统Ｓ１，Ｓ２的系数矩阵可知，该关联系统
的开环状态响应是不稳定的．按定理１引入局部状

态反馈控制后，如图１、图２所示，子系统 Ｓ１，Ｓ２的
状态值经过一段时间后均收敛到０，这说明该关联

系统是分散能镇定的，并且得到的控制律 ｕ１＝

Ｋ１ｘ１，ｕ２＝Ｋ２ｘ２是一组分散稳定控制律．

４　结论

对于线性关联大系统的分散镇定问题，如果仍

然采用加权 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数来设计分散稳定控制
律，需要求解的线性矩阵不等式将出现高维数，这

给控制器的设计与计算都带来很大的负担．本文基
于大系统集结比较方程的稳定性判据，对每个子系

统构造适当的线性矩阵不等式来满足整个大系统

的稳定条件，并通过 ＬＭＩ工具箱对这一组不等式
进行求解，进而得到分散稳定控制律．该算法使得
各子系统控制律求解完全解耦，计算过程可以独立

进行，大大降低了计算负担．文中给出了的一个算

例，对取得的结论进行了验证．
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