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基于 ＮＡＲＭＡＸ模型和 ＮＯＦＲＦ结构
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摘要　非线性输出频率响应函数是由Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数发展而来的频域概念，可方便在频域对非线性系统进行

分析，它是频率的一维函数．本文主要介绍了利用ＮＡＲＭＡＸ模型以及ＮＯＦＲＦ对结构进行损伤检测的方法，

并利用实验研究证实了该损伤检测方法的可行性．另外，由于系统非线性特性可用来做结构损伤检测，且具

有对系统状态比较敏感的优点，而基于ＮＯＦＲＦ的损伤检测方法是利用非线性方法来分析系统的状态，该方

法提取出的特征属于非线性特征，所以该损伤检测方法可以用来做结构损伤检测，且具有对系统状态比较

敏感的优点．

关键词　Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数，　ＮＡＲＭＡＸ模型，　非线性输出频率响应函数，　广义频率响应函数，　损伤检测

引 言

众所周知，若不能及时发现结构中的损伤可能

会引发重大事故，所以准确及时地识别出工程结构

当中的损伤，对于防止恶性事故的发生、减少生命

财产损失具有重要的意义．研究人员对此做了大量
研究，取得了一定的进展，提出了多种损伤检测技

术．其中，由于振动测试法具有信号易提取、测点无
需苛刻要求和结构动态响应的全局性等优点，受到

许多研究人员的重视．一般认为结构损伤会引起结
构物理参数的变化，从而使结构模态参数发生变

化，如频率变化［１］、振型变化、曲率模态变化［２－３］以

及模态柔度（刚度）变化［４］等等．于是基于上述不
同的参数，人们提出了多种基于模态测试数据的损

伤识别方法．
但是，一些学者［５－７］研究发现结构的线性特征

对结构的变化不够敏感．例如，文献［５］数值研究
结果显示具有占截面面积１０～２０％裂纹的梁，固
有频率仅仅降低了０．６～１．９％．Ｃｈｅｎ［７］研究结果
表明，当槽钢达到损坏的临界点时，实验测得该槽

钢的前四阶模态频率仅仅分别下降４．９％，２％，２．
９％，３．６％，而用有限元模型分析时该槽钢前四阶
模态频率变化的更小．另外，Ｅｌｌｉｓ和 Ｊｅａｒｙ［８］研究结
果表明，变化的环境下，测量得到的模态频率存在

高达３％的变化，Ａｓｋｅｇａａｒｄ和 Ｍｏｓｓｉｎｇ［９］等的研究

结果证实了这一点，并且显示一座桥梁在没有任何

明显变化的情况下，一年以后固有频率居然变化了

１０％．Ｃｈｅｎ［７］研究结果表明仅利用系统的模态频率
以及模态振型不足以对结构进行损伤检测以及损

伤定位，需要研究出较结构模态频率以及模态振型

对结构状态更加敏感的特征来对结构进行损伤检

测．
一般而言，结构系统发生损伤后，结构会产生

非线性特征．基于此考虑，许多学者研究利用非线
性振动方法对结构进行损伤检测［６，１０，１１］．Ｔｓｙｆａｎ
ｓｋｉｉ［１２］和他的同事研究一根棒的振动响应时，发现
棒的非线性特征对裂纹（即使是非常小的裂纹）的

存在非常敏感．Ｂｏｖｓｕｎｏｖｓｋｙ和 Ｓｕｒｃｅ［５］证实了这一
点，并且研究表明系统非线性特征比固有频率或模

态振型对裂纹的存在更加敏感．基于亚谐共振，
Ｔｓｙｆａｎｓｋｙｈ和 Ｂｅｒｅｓｎｅｖｉｃｈ［６］提出了一种用于检测
非线性弹性梁中疲劳裂纹的新方法．

基于以上考虑，本文提出了一种新的基于系统

非线性特征的结构损伤检测方法，该结构损伤检测

方法是一种基于 ＮＡＲＭＡＸ模型和 ＮＯＦＲＦ的结构
损伤检测方法．

１　ＮＡＲＭＡＸ模型及非线性输出频率响应函数

１．１　ＮＡＲＭＡＸ模型
ＮＡＲＭＡＸ模型表示系统输入与输出之间的非
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线性函数关系，该函数是一个非线性差分方程，如

下式所示

ｙ（ｋ）＝ＦＮｌ（ｙ（ｋ－１），…，ｙ（ｋ－ｎｙ），ｕ（ｋ－１），
…，ｕ（ｋ－ｎｕ），ｅ（ｋ－１），…，ｅ（ｋ－ｎｅ））＋ｅ（ｋ） （１）
其中，ｎｙ，ｎｕ，ｎｅ分别是时刻ｋ时，系统输出、输入与
噪声项的最大延迟数，ｕ（ｋ），ｙ（ｋ）分别是系统的输
入与输出，ＦＮｌ［·］是一个非线性函数．实际工程当
中，噪声项ｅ（ｋ）是无法直接通过测量得到，而是用
预测误差代替，即，

ε（ｋ）＝ｙ（ｋ）－^ｙ（ｋ） （２）
其中，^ｙ（ｋ）是预测的输出，ｙ（ｋ）为测量得到的实际
输出．

假设函数ＦＮｌ［·］是阶数为Ｎｌ的多项式函数．
为了估计该函数的参数，方程（１）可以用下式表示

ｙ（ｋ）＝∑
ｎθ

ｉ＝１
ｐｉ（ｋ）θｉ＋ε（ｋ）　ｋ＝１，…，Ｎ （３）

其中，ｐｉ（ｋ）代表ＮＡＲＭＡＸ模型当中的项，ｐｉ（ｋ）≠
ｐｊ（ｋ）（ｉ≠ｊ），Ｎ为数据的长度，ｎθ是预选项的个
数，θｉ是待估计的模型参数．

本文利用正交前向回归最小二乘算法对系统的

ＮＡＲＭＡＸ模型进行辨识．正交前向回归最小二乘算
法的基本思想是将较高维（例如Ｍ维）的参数估计
问题，转化成较低维（例如Ｍｓ维，且Ｍｓ＜Ｍ）的参数
估计问题，也即从原来Ｍ个预选项的非线性模型当
中提取出最重要的Ｍｓ项的过程．该算法可以独立地
从系统的非相关项中估计出系统的参数，并可计算

出模型每一项对系统能量的贡献．该算法有效地将
参数估计与结构辨识集合成为一个简单的过程，从

而简化了非线性系统辨识这一复杂的问题．
现将正交前向回归最小二乘算法的具体步骤

归纳如下：

（１）确定模型预选项的总个数，例如 Ｍ，令所
有的预选项ｐｉ（ｋ），ｉ＝１，２，…，Ｍ等于ｗ１（ｋ）．

（２）ｉ＝１，２，…，Ｍ计算
ｗｉ１（ｋ）＝ｐｉ（ｋ） （４）

ｇ^ｉ１ ＝
∑Ｎ

ｋ＝１
ｗｉ１（ｋ）ｙ（ｋ）

∑Ｎ

ｋ＝１
（ｗｉ１（ｋ））

２
（５）

εＲＲ（ｉ）１ ＝
（^ｇｉ１）

２∑Ｎ

ｋ＝１
（ｗｉ１（ｋ））

２

∑Ｎ

ｋ＝１
ｙ２（ｋ）

（６）

（３）找出 εＲＲ（ｉ）１ 的最大值，例如 εＲＲ
（ｊ）
１ ＝ｍａｘ

｛εＲＲ（ｉ）１ ，１ｉＭ｝，那么在这个模型当中第一个被选

择的就是方程（３）中的第ｊ项，例如ｗ１（ｋ）＝ｐｊ（ｋ）．

（４）考虑所有的 ｐｉ（ｋ），ｉ＝１，２，…，Ｍ，ｉ≠ｊ作

为ｗ２（ｋ）的预选项．令ｉ＝１，２，…，Ｍ，ｉ≠ｊ，计算

ｗｉ２（ｋ）＝ｐｉ（ｋ）－α
（ｉ）
１２ｗ

ｋ
１ （７）

ｇ^ｉ２ ＝
∑Ｎ

ｋ＝１
ｗｉ２（ｋ）ｙ（ｋ）

∑Ｎ

ｋ＝１
（ｗｉ２（ｋ））

２
（８）

εＲＲ（ｉ）２ ＝
（^ｇｉ２）

２∑Ｎ

ｋ＝１
（ｗｉ１（ｋ））

２

∑Ｎ

ｋ＝１
ｙ２（ｋ）

（９）

其中，

α１２ ＝
∑Ｎ

ｋ＝１
ｗ１（ｋ）ｐｉ（ｋ）

∑Ｎ

ｋ＝１
ｗ２１（ｋ）

（１０）

（５）找出 εＲＲ（ｉ）２ 的最大值，例如 εＲＲ
（ｉ）
２ ＝ｍａｘ

｛εＲＲ（ｉ）２ ，１ｉＭ，ｉ≠ｊ｝，那么在这个模型当中第二
个被选择的就是方程（３）的第ｌ项，例如

ｗ２（ｋ）＝ｗ
ｌ
２（ｋ）＝ｐｌ（ｋ）－α１２ｗ１（ｋ） （１１）

（６）根据上面的选项方法，继续选项，直到误
差减小率达到设定的允许误差，则结束选项．假设
允许误差为ρ，若

１－∑
Ｍｓ

ｉ＝１
［εＲＲ］ｉ＜ρ （１２）

结束选项，至此，选出了一个只有Ｍｓ个重要项的模
型．

为了检验辨识得到的ＮＡＲＭＡＸ模型是否与实
际系统相符合，还需要对其进行相关的验证．Ｂｉｌｌ

ｉｎｇｓ［１３］研究结果显示对于辨识得到的 ＮＡＲＭＡＸ模
型，如果满足以下条件，那么辨识得到的 ＮＡＲＭＡＸ
模型是有效的．

εε（τ）＝Ｅ［ε（ｔ－τ）ε（ｔ）］＝δ（τ）

ｕε（τ）＝Ｅ［ｕ（ｔ－τ）ε（ｔ）］＝０，　τ

［ｕｕ］＂ε（τ）＝Ｅ［ｕ
２（ｔ－τ）－ｕ２（ｔ）ε（ｔ）］＝０，　τ

［ｕｕ］＂ε２（τ）＝Ｅ［ｕ
２（ｔ－τ）－ｕ２（ｔ）ε２（ｔ）］＝０，　τ

（ε）［εｕ］（τ）＝Ｅ［ε（ｔ）ε（ｔ－１－τ）ｕ（ｔ－１－τ）］＝０，τ

（１３）
其中，ε（ｔ）是残差，即

ε（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Ｆ＾（ｙ（ｔ－１），…，ｙ（ｔ－ｎ），ｕ（ｔ－

１），…，ｕ（ｔ－ｎｕ），ε（ｔ－１），…，ε（ｔ－ｎｅ）） （１４）

Ｆ＾（·）代表辨识得到的ＮＡＲＭＡＸ模型．
由于实际工程当中，只能根据有限长度的数据

来辨识结构模型，所以基于方程（１３）的模型有效

０９
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性检验可引入一个置信区间，如果方程（１３）中相
关函数的值在置信区间内，就可认为它们之间没有

发现明显的相关性，即辨识出的模型是有效的．
１．２　非线性输出频率响应函数

对于可以用 Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数［１４］表示的非线性系

统，它的输出频谱可以用下式表示，

　

Ｙ（ｊω）＝∑
Ｑ

ｎ＝１
Ｙｎ（ｊω）　ω

Ｙｎ（ｊω）＝
１槡／ｎ
（２π）ｎ－１ ∫Ｒｎω１＋…＋ωｎ＝ω

Ｈｎ（ｊω１，…，

　ｊωｎ）∏
ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ｊωｉ）ｄω１→













ｎ

（１５）

其中，

Ｈｎ（ｊω１，…，ｊωｎ）＝∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈｎ（τ１，…，

　τｎ）ｅ
－ｊ（ω１τ１＋，…，＋ωｎτｎ）ｄτ１…ｄτｎ （１６）

Ｙ（ｊω）表示系统的输出频谱，Ｙｎ（ｊω）表示系统的第
ｎ阶输出频谱，Ｈｎ（ｊω１，…，ｊωｎ）是系统的广义频率

响应函数， ∫Ｒｎ
ω１＋…＋ωｎ＝ω

Ｈｎ（ｊω１，…，ｊωｎ）∏
ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ｊωｉ）ｄω１→ｎ

表示Ｈｎ（ｊω１，…，ｊωｎ）∏
ｎ

ｉ＝１
Ｘ（ｊωｉ）在ｎ维超平面ω１＋

… ＋ωｎ ＝ω内的积分．

根据方程（１５），Ｌａｎｇ和 Ｂｉｌｌｉｎｇｓ［１５，１６］提出了一
个新的频域概念－非线性输出频率响应函数，定义
如下

Ｇｎ（ｊω）＝
∫ω１＋…＋ωｎ＝ωＨｎ（ｊω１，…，ωｎ）∏

ｎ

ｉ＝１
Ｕ（ｊωｉ）ｄσｎω

∫ω１＋…＋ωｎ＝ω∏
ｎ

ｉ＝１
Ｕ（ｊωｉ）ｄσｎω

（１７）

其中，∫ω１＋…＋ωｎ＝ω∏
ｎ

ｉ＝１
Ｕ（ｊωｉ）ｄσｎω≠０

图１　线性系统的输入输出频域表示

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｏｕｔｐｕｔａｎｄｉｎｐｕｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｓｐｅｃｔｒｕｍｉｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ

引入非线性输出频率响应函数 Ｇｎ（ｊω），ｎ＝１，

…，Ｎ后，系统的输出频谱可以改用下式表示，

Ｙ（ｊω）＝∑
Ｎ

ｎ＝１
Ｙｎ（ｊω）＝∑

Ｎ

ｎ＝１
Ｇｎ（ｊω）Ｕｎ（ｊω）（１８）

方程（１８）表示的非线性系统输出频谱与线性系统
输出频谱比较相似，因为对于线性系统，系统的输

出频谱与输入频谱之间的关系可用图１表示；对于
非线性系统，可用图２表示．

图２　非线性系统输入输出频域表示

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｏｕｔｐｕｔａｎｄｉｎｐｕｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｓｐｅｃｔｒｕｍｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ

从非线性输出频率响应函数的定义式可以看

出非线性输出频率响应函数不仅与非线性系统本

身的特性有关，而且与系统输入也有关，它反映的

是非线性系统在特定类型的输入下表现出来的频

率响应特性，它最大的优点是各阶次的函数都是一

维的，从而可方便地用图表来表示和分析解释，也

较容易根据系统的输入、输出信号估计得到．因此，
可以基于非线性输出频率响应函数，用与分析线性

系统类似的方法来分析非线性系统．

２　基于ＮＯＦＲＦ的损伤检测方法

ＮＡＲＭＡＸ模型分析方法是根据结构系统的检

测信号和相应的响应信号辨识得到系统的 ＮＡＲ
ＭＡＸ模型，然后根据辨识得到的 ＮＡＲＭＡＸ模型，
去掉ＮＡＲＭＡＸ模型当中所有与噪声项ｅ（ｔ）有关的
项，从而得到系统的 ＮＡＲＸ模型．ＮＡＲＸ模型可以
用来表示复杂结构系统的动力特性，所以任何损伤

引起的系统物理特性的改变都会反应在辨识得到

的ＮＡＲＸ模型当中．但是，表示结构系统的 ＮＡＲＸ
模型一般不是唯一的，而且大多数情况下，具有很

多项，这表示一般很难从已辨识出的ＮＡＲＸ模型当
中直接提取出被检测结构的物理特征．幸运的是，
不管结构系统已辨识出的 ＮＡＲＸ模型具有多少不
同的形式，只要正确获得了系统的动力特性，系统

的频域表示就是唯一的，例如广义频率响应函数就

是唯一的［１７，１８］．因此，已辨识出的 ＮＡＲＸ模型的广

义频率响应函数可以更好地说明被检测结构系统

１９
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的状态．
虽然理论上非线性系统的广义频率响应函数

可以根据它的ＮＡＲＸ模型计算出来，然而由于广义
频率响应函数的多维性，使得它在实际应用中遇到

了很大的难题．与广义频响函数不同的是，非线性
输出频响函数与非线性系统本身的特性和系统输

入都有关，它反映的是非线性系统在特定类型的输

入下表现出来的频率响应特性，它最大的优点是各

阶次的函数都是一维的，从而可方便地用图表来表

达和进行分析解释，也较容易根据系统输入输出信

号辨识估计得到．
从非线性输出频率响应函数的定义式可以看

出，非线性输出频率响应函数 Ｇｎ（ｊω）是广义频率
响应函数Ｈｎ（ｊω１，…，ｊωｎ）在ｎ维超平面 ω１＋…ωｎ
＝ω的加权平均，其中加权值与系统的输入信号有
关．因此，非线性输出频率响应函数 Ｇｎ（ｊω），ｎ＝１，
…，Ｎ是另外一种表示结构系统动力特性的频域概
念，系统广义频率响应函数在正常与损伤状态下的

不同在非线性输出频率响应函数当中也能体现．总
之，非线性输出频率响应函数可以用来描述被检测

结构系统的特征，从而可以根据它们的值来判断系

统是否有损伤．
根据方程（１８），并且假设用系统的前四阶非

线性输出频率响应函数足够表示系统的输出频率

响应．那么，系统输出的频率成分可以写成下式，
Ｙ（ｊω）＝Ｇ１（ｊω）Ｕ１（ｊω）＋Ｇ３（ｊω）Ｕ３（ｊω）
Ｙ（ｊ２ω）＝Ｇ２（ｊ２ω）Ｕ２（ｊ２ω）＋Ｇ４（ｊ２ω）Ｕ４（ｊ２ω）
Ｙ（ｊ３ω）＝Ｇ３（ｊ３ω）Ｕ３（ｊ３ω）
Ｙ（ｊ４ω）＝Ｇ４（ｊ４ω）Ｕ４（ｊ４ω） （１９）
从方程（１９）可以看出，用两个频率相同幅值不

同的谐波信号激励系统，就可以求出方程（１９）当中
的各阶非线性输出频率响应函数，因此，分别采用幅

值为Ａ（１）和Ａ（２）的两个正弦信号激励系统，得到两组
系统时域响应ｙ（１）（ｔ）和ｙ（２）（ｔ），它们的频谱为Ｙ（１）

（ｊω）和Ｙ（２）（ｊω），记两次激励为Ｕ１ｋ（·）和Ｕ
２
ｋ（·），

（ｋ＝１，２，３，４），根据方程（１９），可得

Ｙ（１）（ｊω）

Ｙ（２）（ｊω( )） ＝
Ｕ（１）１ （ｊω）　Ｕ

（１）
３ （ｊω）

Ｕ（２）１ （ｊω）　Ｕ
（２）
３ （ｊω( )） ＝

　
Ｇ１（ｊω）

Ｇ３（ｊω( )） （２０）

Ｇ１（ｊω）和Ｇ３（ｊω）可以根据下式计算

Ｇ１（ｊω）

Ｇ３（ｊω( )） ＝
Ｕ（１）１ （ｊω）　Ｕ

（１）
３ （ｊω）

Ｕ（２）１ （ｊω）　Ｕ
（２）
３ （ｊω( )）

－１

＝

　
Ｙ（１）（ｊω）

Ｙ（２）（ｊω( )） （２１）

同理，可以计算出Ｇ２（ｊ２ω）和Ｇ４（ｊ２ω）等．
为了方便分析，定义一个基于非线性输出频率

响应函数的指标，该指标定义如下，

　Ｆｅ（ｎ）＝
∫
＋∞

－∞
｜Ｇｎ（ｊω）｜ｄω

∑
Ｎ

ｉ＝１
∫
＋∞

－∞
｜Ｇｉ（ｊω）｜ｄω

　（１≤ｎ≤Ｎ）

（２２）
用该指标表示被检测结构系统的特征．由于

∑
Ｎ

ｎ＝１
Ｆｅ（ｎ）＝１，该指标反映了系统各阶非线性的强

度．例如，Ｆｅ（１）≈１表示系统基本上是线性的；Ｆｅ
（５）≈１表示第５阶系统非线性占系统的主要地
位．因此，Ｎ个Ｆｅ（ｎ），ｎ＝１，…，Ｎ的值组合起来可
以描述被检测结构系统的非线性状态，同时可以用

于结构损伤的检测．

图３　操作流程图

Ｆｉｇ．３　Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｆｌｏｗｃｈａｒｔ

根据上面介绍的基于ＮＡＲＭＡＸ模型以及非线
性输出频率响应函数对结构系统进行损伤检测的

操作步骤，下面对其做一个总结，

第一步：给待检测的结构系统一个宽频的激励

信号．
第二步：根据检测信号及相应的响应信号辨识

得到系统的ＮＡＲＭＡＸ模型，根据获得的 ＮＡＲＭＡＸ
模型，得到系统的ＮＡＲＸ模型．

２９
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第三步：对获得的 ＮＡＲＸ模型进行仿真研究，
即使用 Ｎ～个频率相同幅值不同的谐波信号作为
ＮＡＲＸ模型的输入，计算ＮＡＲＸ模型的响应．

第四步：根据文献［１６，１９］中的算法以及第三
步中获得的系统输入、输出数据估算系统的非线性

输出频率响应函数Ｇｎ（ｊω），ｎ＝１，…，Ｎ．
第五步：根据方程（２２）计算出特征的值 Ｆｅ

（ｎ），ｎ＝１，…，Ｎ．
操作流程图如图３所示．

３　实验研究

对图４所示的桥梁模型结构进行损伤检测，以
验证本文所述损伤检测方法的可行性．该桥梁模型
结构中的损伤是通过将连接桥梁结构的螺栓旋松

来模拟日常桥梁结构的松动所导致的损伤．实验流
程图如图５所示．利用白噪声源产生一个宽频的白
噪声信号，并利用低通滤波器对其进行滤波，使其

能量更加集中；由于白噪声源产生的信号能量有

限，所以需要线性功率放大器对其进行功率放大，

并利用经线性功率放大器放大后的白噪声信号驱

动激振器激励桥梁模型结构；同时利用力传感器测

量激振器激励桥梁模型结构激励力的大小；另外，

由于力传感器产生的电荷信号比较微弱，所以需要

先经电荷放大器对该信号进行放大并转换成电压

信号，再由信号采集仪对其进行采集；并利用加速

度传感器测量桥梁结构在白噪声激励下的响应信

号，并用信号采集仪对其进行采集．

图４　桥梁模型实验图形

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｐｉｃｔｕｒｅｏｆｂｒｉｄｇｅｍｏｄｅｌ

该试验中所用的设备名称以及型号如表１所
示，其中，白噪声源产生频率范围为０～２０ｋＨｚ的
高斯白噪声，滤波器采用０～５００Ｈｚ的低通滤波，采

样频率为５２０８Ｈｚ．
表１　实验仪器名称以及型号

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｎａｍｅａｎｄｓｔｙｌｅｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｅｑｕｉｐｍｅｎｔ

Ｆｉｌｔｅｒ ＷｈｉｔｅｎｏｉｓｅＧｅｎｅｒａｔｏｒＬｉｎｅａｒＰｏｗｅｒＡｍｐｌｉｆｉｅｒ Ｓｈａｋｅｒ
Ｂ＆Ｋ１４０５ ＹＥ３７６１ ＨＥＡ－２００Ｃ ＨＥＶ－２００
ＦｏｒｃｅＳｅｎｓｏｒ ＣｈａｒｇｅＡｍｐｌｉｆｉｅｒ ＡｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓｅｎｓｏｒＤａｔａａｎａｌｙｚｅｒ
Ｂ＆Ｋ８２００ Ｂ＆Ｋ２７０６ ＢＷ１４２００ ＤＰ

另外，值得注意的是，两种情况下除了连接螺

栓是否被旋松以外，其它的实验条件都是一样的，

因此最终分析结果的不同可以完全反应出桥梁模

型结构在这两种状态下结构特性的不同，所以分析

的结果可以用于检测桥梁模型结构是否存在损伤．

图５　实验流程图

Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｆｌｏｗｃｈａｒｔ

下面是根据本文所述损伤检测方法具体的实

施过程．
１，对桥梁结构系统施加频率范围为０～５００Ｈｚ

的激励信号．
２，根据实验数据辨识得到桥梁结构的 ＮＡＲ

ＭＡＸ模型．
（１）基于正交前向回归最小二乘算法辨识出

结构不同状态（正常与损伤）下的ＮＡＲＭＡＸ模型
本实验采用第５００到第２０００的采样数据来辨

识桥梁模型结构的 ＮＡＲＭＡＸ模型，然后根据辨识
得到的 ＮＡＲＭＡＸ模型，得到桥梁模型结构的
ＮＡＲＸ．正常状态下所测桥梁模型结构的 ＮＡＲＸ表
达式如方程（２３）所示，连接螺栓旋松状态下所测
桥梁模型结构的ＮＡＲＸ表达式如方程（２４）所示．

ｙ（ｔ）＝２．５４９１ｙ（ｔ－１）－２．７７８３ｙ（ｔ－２）＋
　１．８６４２ｙ（ｔ－３）－０．９３１７ｙ（ｔ－４）＋
　０．００２８ｕ（ｔ－５）ｕ（ｔ－５）ｕ（ｔ－５）＋
　２．５０８ｕ（ｔ－１）＋１０．６５５ｕ（ｔ－３）－
　８．２６５ｕ（ｔ－２）－６．３６３２ｕ（ｔ－４）＋
　１．４７１４ｕ（ｔ－５）＋０．２３２ｙ（ｔ－５） （２３）

３９
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　ｙ（ｔ）＝１．２４５７ｙ（ｔ－１）－０．８９７１ｙ（ｔ－２）＋０．３４８８ｙ（ｔ－
５）－０．４５７ｙ（ｔ－４）＋０．７６５２ｙ（ｔ－３）－０．０３９８ｙ（ｔ－
１）ｙ（ｔ－５）ｙ（ｔ－５）－１２．３５３７ｕ（ｔ－１）＋４６．２８８３ｕ（ｔ－
２）＋４４．７５６９ｕ（ｔ－４）－１．３１０９ｙ（ｔ－１）ｕ（ｔ－１）＋
０．６３９１ｙ（ｔ－２）ｕ（ｔ－５）－０．０８１６ｙ（ｔ－１）ｕ（ｔ－１）ｕ（ｔ－
３）＋１．９９９ｙ（ｔ－１）ｕ（ｔ－２）－６７．０１３７ｕ（ｔ－３）－
１１．６６１１ｕ（ｔ－５）－０．７３６２ｙ（ｔ－２）ｕ（ｔ－４）－０．６２０６ｙ（ｔ－
１）ｕ（ｔ－４）＋０．２１７５ｙ（ｔ－３）ｕ（ｔ－１）－０．２４１ｙ（ｔ－
３）ｕ（ｔ－３）＋０．０２２８ｕ（ｔ－５）ｕ（ｔ－５）－０．０７２３ｙ（ｔ－
１）ｙ（ｔ－１）ｙ（ｔ－１）＋０．２２６６ｙ（ｔ－２）ｙ（ｔ－２）ｙ（ｔ－２）－
０．１４３１ｙ（ｔ－４）ｕ（ｔ－２）ｕ（ｔ－３）－０．２３９３ｙ（ｔ－１）ｙ（ｔ－
１）ｙ（ｔ－３）＋０．５５２１ｙ（ｔ－２）ｙ（ｔ－２）ｕ（ｔ－５）－
０．５４３２ｙ（ｔ－１）ｙ（ｔ－３）ｕ（ｔ－５） （２４）
（２）模型有效性验证

图６　正常状态下相关性验证图形

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｖａｌｉｄａｔｉｏｎｆｉｇｕｒｅｕｎｄｅｒｕｎｄａｍａｇｅｄｓｔａｔｅｍｅｎｔ

桥梁模型结构正常情况下，根据辨识得到的

ＮＡＲＸ模型，可以得到如图６所示的相关性验证图
形．图６中横坐标数据表示延迟的采样点数，纵坐
标分别表示五个相关性函数的值：ａ指的是 εε
（τ）－模型误差 ε（ｔ）的自相关函数，ｂ指的是 ｕε
（τ）－输入ｕ（ｔ）与模型误差 ε（ｔ）的互相关函数，ｃ
指的是［ｕｕ］＂ε（τ）－项ｕ

２（ｔ）－ｕ２（ｔ）与模型误差 ε
（ｔ）的互相关函数，ｄ指的是 ［ｕｕ］＂ε２（τ）－项 ｕ

２（ｔ）

－ｕ２（ｔ）与项ε２（ｔ）的互相关函数，ｅ指的是（ε）［εｕ］
（τ）－项ε（ｔ－１）ｕ（ｔ－１）与模型误差 ε（ｔ）的互相
关函数．由于图６当中的五个相关性验证指标均满
足Ｓｗａｉｎ和 Ｂｉｌｌｉｎｇｓ［１３］提出的相关性验证条件，所
以桥梁模型结构正常情况下，根据测试数据辨识得

出的ＮＡＲＸ模型是有效的；同理，可以判断出桥梁
模型结构在损伤情况下，根据测试数据辨识得到的

ＮＡＲＸ模型也是有效的．
３，对辨识得到的ＮＡＲＸ模型进行仿真研究，即

在两个频率相同幅值不同的谐波信号激励下，分别

计算系统ＮＡＲＸ模型的响应．
在此实验当中，两次采用的激励谐波信号为正

弦信号，频率为４０Ｈｚ，采样频率４００Ｈｚ，两次的幅值
Ａ（１）和Ａ（２）分别为１．１和１．７．
４，根据不同幅值激励下 ＮＡＲＸ模型的响应求

出桥梁模型结构的非线性输出频率响应函数．
根据ＮＡＲＸ模型在两个不同输入下的响应，并

利用方程（２１）可以估算桥梁模型频率为４０Ｈｚ时非
线性输出频率响应函数的值．计算结果如表２所示．
表２　桥梁模型不同状态下非线性输出频率响应函数值

Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅｖａｌｕｅｏｆＮＯＦＲＦｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ｆｒｏｍｂｒｉｄｇｅｍｏｄｅｌ

ＮＯＦＲＦω＝４０×２π ｕｎｄａｍａｇｅ ｄａｍａｇｅ
｜Ｇ１（ｊω）｜ ０．８２９６ １．２３８２
｜Ｇ２（ｊ２ω）｜ ３．２１５５ｅ－００４ ０．４４０１
｜Ｇ３（ｊω）｜ ０．０１６４ ０．１２４８
｜Ｇ３（ｊ３ω）｜ ０．００１２ ０．３７２６
｜Ｇ４（ｊ２ω）｜ ５．１８８４ｅ－００５ ０．０８８９
｜Ｇ４（ｊ４ω）｜ １．８３６７ｅ－００４ ０．０７８７

５，求出非线性输出频率响应函数相关指标的
值根据非线性输出频率响应函数相关指标的定义

（方程（２２）），计算得到两种状态下桥梁模型结构
非线性输出频率响应函数相关指标在频率为４０Ｈｚ
时的值，如表３所示．

图７　桥梁模型不同状态下非线性输出频率响应函数

相关指标的值：左侧－正常状态；右侧－损伤

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｉｎｄｅｘｂａｓｅｄｏｎＮＯＦＲＦｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｒｏｍｂｒｉｄｇｅｍｏｄｅｌ：ｌｅｆｔｕｎｄａｍａｇｅｄ；ｒｉｇｈｔ：ｄａｍａｇｅｄ

表３　桥梁模型不同状态下的非线性输出频率

响应函数相关指标的值

Ｔａｂｌｅ３　ＴｈｅｖａｌｕｅｏｆｉｎｄｅｘｂａｓｅｄｏｎＮＯＦＲＦｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｒｏｍｂｒｉｄｇｅｍｏｄｅｌ

ＢｒｉｄｇｅＭｏｄｅｌ Ｆｅ（１） Ｆｅ（２） Ｆｅ（３） Ｆｅ（４）
ｕｎｄａｍａｇｅ ０．９７８６２ ０．０００３８２２ ０．０２０７１６ ０．０００２７８
ｄａｍａｇｅ ０．５２８３８ ０．１８７８２７７ ０．２１２２８５ ０．０７１５０８

４９
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为了更好地表示两种状态下的分析结果，图７
给出了桥梁模型结构两种状态（正常与螺栓旋松）

下，非线性输出频率响应函数相关指标的值．
表３或图７中的实验结果证实，通过比较两种

不同状态下系统非线性输出频率响应函数相关指

标的值来判断系统是否存在损伤是切实可行的．

４　结论

本文提出了一种综合运用 ＮＡＲＭＡＸ模型和
ＮＯＦＲＦ分析方法对结构系统进行损伤检测的方
法．该新的损伤检测方法主要包括三个部分：首先，
利用仿真或实验输入、输出数据辨识得到结构系统

的ＮＡＲＭＡＸ模型，根据得到的ＮＡＲＭＡＸ模型得到
结构系统的 ＮＡＲＸ模型；然后，根据获得的 ＮＡＲＸ
模型，计算系统在谐波激励下的非线性输出频率响

应函数以及与之相关指标的值；最后，通过比较不

同状态下系统的非线性输出频率响应函数相关指

标的值来判断系统是否存在损伤．
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