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受面内激励和横向外激励联合作用下

蜂窝夹层板的双 Ｈｏｐｆ分叉

周艳　张伟　孙敏　陈建恩
（北京工业大学机电学院，北京　１００１２４）

摘要　随着航空航天事业的发展，对各种材料性能的要求也越来越高．而蜂窝夹层板在结构和性能上具有

许多优点，已在航空航天等领域应用广泛，并在一些重要结构中充当承力部件，但由于其特殊的蜂窝结构，

相对于一般的板，在受力时会发生比较大的变形，所以用非线性理论研究蜂窝夹层板结构，并考察不同参数

对非线性振动特性的影响，具有重要的理论和实际意义．如今，蜂窝夹层板的几何非线性问题已引起更多学

者的关注．在一般均质理论的假设下，一些学者已经研究了各向同性蜂窝夹层板板的非线性动力学特性．研

究了一类受面内激励和横向外激励联合作用下的四边简支蜂窝夹层板在主参数共振 －１：２内共振时的双

Ｈｏｐｆ分叉问题．首先利用多尺度法得到系统的平均方程，然后结合分叉理论得到了系统的分叉响应方程，根

据对分叉响应方程的分析，得到了六种不同的分叉响应曲线并给出了系统产生双Ｈｏｐｆ分叉的条件．利用数

值方法得到系统在参数平面的分叉集，通过对不同分叉区域的分析发现，随着参数的变化系统平衡点会分

叉为两类周期解，随后周期解会通过广义静态分叉为准周期解，或者通过广义Ｈｏｐｆ分叉为３Ｄ环面．

关键词　双Ｈｏｐｆ分叉，　蜂窝夹层板，　不变环面，　周期解

引 言

近年来，许多学着研究了时滞引起的非共振双

Ｈｏｐｆ分叉［１－３］，但对共振双 Ｈｏｐｆ分叉的研究文献

尚少．共振双Ｈｏｐｆ分叉现象发生在 Ｒｎ，ｎ≥４的动

力学系统中，是一种重要的余维２分叉现象．因此，

在参数平面η上研究点（η１，η２）附近邻域内的系

统平衡点是非常有必要的．

２００１年，Ｚｈａｎｇ［４，５］等人分别研究了面内激励

作用下四边简支矩形板以及面内激励和横向外激

励联合作用下四边简支矩形板的非线性动力学．

２００５年，Ｙｅ和 Ｚｈａｎｇ［６］等人利用全局摄动法研究

了复合材料层合板的非线性动力学行为．２００８年，

Ｈａｏ［７］等人利用三阶板壳理论研究了面内激励和

横向外激励联合作用下四边简支矩形功能梯度板

的非线性动力学行为．２００８年，Ｓｕｎ［８］等人对单自

由度和二自由度蜂窝夹层板的非线性动力学进行

了研究．
本文研究了受面内激励和横向外激励联合作

用下蜂窝夹层板的双 Ｈｏｐｆ分叉．首先，在第一部
分，利用多尺度方法得出了系统在主参数共振－１：

２内共振情形下的直角坐标和极坐标下的平均方
程；在第二部分中，在分叉理论基础上，借助于稳定

性判定准则，分析了系统可能存在的各种非线性动

力学现象，并给出了分叉解稳定性的奇异性边界．
通过分析我们发现周期解可能发生 Ｈｏｐｆ分叉从而
失稳．并且研究了系统发生双 Ｈｏｐｆ分叉的条件．在

第三部分，借助于 Ｍａｔｌａｂ，给出了蜂窝夹层板系统
在参数平面上的一些数值结果．

１　平均方程

我们研究的蜂窝夹层板力学模型如图１－１所

示，同时受到ｘ方向的面内载荷与横向面外载荷联
合作用，夹层板在振动过程中考虑阻尼的影响．这
是以飞机飞行中机翼的颤振为工程背景的．夹层板
的长、宽、高分别为 ａ、ｂ、ｈ，直角坐标 ｏｘｙ位于层合
板的中性面内，ｚ轴向下，设板内任一点沿 ｘ、ｙ和 ｚ

方向的位移分别为ｕ、ｖ和 ｗ，沿着 ｘ方向作用的面

内载荷为Ｐｘ＝Ｐ０－Ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ，横向载荷为Ｆｘ＝Ｆ０－

Ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ．夹层板分为三层，上下蒙皮是完全相同

的各向同性材料，蒙皮厚度为 ｈｆ．中间由正六角形

蜂窝芯层隔开，蜂窝芯轴向为坐 ｚ方向，蜂窝芯厚
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度为ｈｃ．

图１　蜂窝夹层板模型

Ｆｉｇ．１　ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅ

基于 ｖｏｎＫａｒｍａｎ板理论，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理
以及二阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散，我们得到如下形式的二自
由度非线性动力学方程［９］，

ｘ̈１＋μ１ｘ１＋ω
２
１ｘ１＋α１ｘ１ｃｏｓΩ２ｔ＋α２ｘ

３
１＋α３ｘ

２
１ｘ２＋

　α４ｘ１ｘ
２
２＝ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （１ａ）

ｘ̈２＋μ２ｘ２＋ω
２
２ｘ２＋β１ｘ２ｃｏｓΩ２ｔ＋β２ｘ

３
２＋β３ｘ

２
１ｘ２＋

　β４ｘ１ｘ
２
２＝ｆ２ｃｏｓΩ１ｔ （１ｂ）

假设系统是一个弱非线性系统，我们引入小扰

动项ε，可得到如下方程，
ｘ̈１＋εμ１ｘ１＋ω

２
１ｘ１＋εα１ｘ１ｃｏｓΩ２ｔ＋εα２ｘ

３
１＋

　εα３ｘ
２
１ｘ２＋εα４ｘ１ｘ

２
２＝εｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （２ａ）

ｘ̈２＋εμ２ｘ２＋ω
２
２ｘ２＋εβ１ｘ２ｃｏｓΩ２ｔ＋εβ２ｘ

３
２＋

　εβ３ｘ
２
１ｘ２＋εβ４ｘ１ｘ

２
２＝εｆ２ｃｏｓΩ１ｔ （２ｂ）

下面我们研究蜂窝夹层板在主参数共振－１：２
内共振，即

Ω１＝Ω２＝Ω，ω
２
１＝
１
４Ω

２＋εσ１，

ω２２＝Ω
２＋εσ２，　σ１，２＞０ （３）

其中ω１和ω２是相应线性系统的第一阶和第二阶
固有频率，为了计算方便，设Ω＝２．

利用多尺度方法进行摄动分析，设方程（２）的
一致渐近解为

ｗｎ（ｔ，ε）＝ｗｎ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｗｎ１（Ｔ０，Ｔ１）＋…，
　　　　　　　　　　ｎ＝１，２ （４）

式中Ｔ＝ｔ，Ｔ１＝εｔ．
微分算子为

ｄ
ｄｔ＝Ｄ０＋εＤ１＋Ｏ（ε

２） （５ａ）

ｄ２

ｄｔ２
＝Ｄ２０＋２εＤ０Ｄ１＋Ｏ（ε

２） （５ｂ）

式中Ｄｎ＝／Ｔｎ，ｎ＝０，１．将式（３）－（５）代入方程
（２），令等式两边ε同次幂的系数相等，得到

ε０阶
Ｄ２０ｗ１０＋ｗ１０＝０ （６ａ）

Ｄ２０ｗ２０＋４ｗ２０＝０ （６ｂ）

ε１阶
Ｄ２０ｗ１１＋ｗ１１＝－２Ｄ０Ｄ１ｗ１０－μ１Ｄ０ｗ１０－

　σ１ｗ１０－α１１ｃｏｓ２ｔｗ１０－β１１ｗ１０ｗ
２
２０－

　β１２ｗ
２
１０ｗ２０－β１３ｗ

３
１０－β１４ｗ

３
２０＋ｆ１ｃｏｓ２ｔ （７ａ）

Ｄ２０ｗ１１＋４ｗ１１＝－２Ｄ０Ｄ１ｗ２０－μ２Ｄ０ｗ２０－

　σ２ｗ２０－α２１ｃｏｓ２ｔｗ２０－β２１ｗ
２
１０ｗ２０－

　β２２ｗ１０ｗ
２
２０－β２３ｗ

３
２０－β２４ｗ

３
１０＋ｆ２ｃｏｓ２ｔ （７ｂ）

方程（７）复数形式的解可以写为，
ｗｎ０＝Ａｎ（Ｔ１）ｅ

ｉＴ０＋Ａｎ（Ｔ１）ｅ
－ｉＴ０，

ｎ＝１，２ （８）
将（８）式代入（７）式得

Ｄ２０ω１１＋ω１１＝［－２ｉＤ１Ａ１－ｉμ１Ａ１－

　σ１Ａ１－
１
２α１１Ａ１－２β１１Ａ１Ａ２Ａ２－

　３β１３Ａ
２
１Ａ１］ｅ

ｉＴ０＋ＣＣ＋ＮＳＴ， （９ａ）

Ｄ２０ω２１＋４ω２１＝［－４ｉＤ１Ａ２－２ｉμ２Ａ２－

　σ２Ａ２－２β２１Ａ１Ａ２Ａ１－３β２３Ａ
２
２Ａ２＋

　１２ｆ２］ｅ
２ｉＴ０＋ＣＣ＋ＮＳＴ， （９ｂ）

其中ＣＣ为复共轭项，ＮＳＴ为非长期项．
令方程的长期项等于零，可以得到如下复数形

式的平均方程

Ｄ１Ａ１＝
１
２μ１Ａ１＋

１
２ｉσ１Ａ１＋

１
４ｉα１１Ａ１＋

　ｉβ１１Ａ１Ａ２Ａ２＋
３
２ｉβ１３Ａ

２
１Ａ１， （１０ａ）

Ｄ１Ａ２＝－
１
２μ２Ａ２＋

１
４ｉσ２Ａ２＋

１
２ｉβ２１Ａ１Ａ１Ａ２２＋

　３４ｉβ２３Ａ
２
２Ａ２－

１
８ｉｆ２ （１０ｂ）

令

Ａ１（Ｔ１）＝ｘ１（Ｔ１）＋ｉｘ２（Ｔ１）
Ａ２（Ｔ１）＝ｘ３（Ｔ１）＋ｉｘ４（Ｔ１）．

代入方程（１０），并分离实部和虚部，得到直角坐标
形式的平均方程为

ｘ１＝－
１
２μ１ｘ１－（

１
２σ１－

１
４α１１）ｘ２－

　β１１ｘ２（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）－

３
２β１３ｘ２（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）， （１１ａ）

ｘ２＝－
１
２μ１ｘ２＋（

１
２σ１＋

１
４α１１）ｘ１＋

９５
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　β１１ｘ１（ｘ
２
３＋ｘ

２
４）＋

３
２β１３ｘ１（ｘ

２
１＋ｘ

２
２）， （１１ｂ）

ｘ３＝－
１
２μ３ｘ３－

１
４σ２ｘ４－

１
２β２１ｘ４（ｘ

２
１＋

　ｘ２２）－
３
４β２３ｘ４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）， （１１ｃ）

ｘ４＝－
１
２μ２ｘ４＋

１
４σ２ｘ３＋

１
２β２１ｘ３（ｘ

２
１＋

　ｘ２２）＋
３
４β２３ｘ３（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）． （１１ｄ）

设Ａｎ＝
１
２ａｎｅ

ｉｎ（ｎ＝１，２），代入方程（１０），等

式两边分离实部和虚部，得到极坐标形式的平均方

程为

ａ１＝－
１
２μ１ａ１＋

１
４α１１ａ１ｓｉｎ２１， （１２ａ）

ａ１
·

１＝
１
２σ１ａ１＋

１
４α１１ａ１ｃｏｓ２１＋

　１４β１１ａ１ａ
２
２＋
３
８β１３ａ

３
１， （１２ｂ）

ａ２＝－
１
２μ２ａ２－

１
４ｆ１ｓｉｎ２， （１２ｃ）

ａ２
·

２＝
１
４σ２ａ２＋

１
８β２１ａ

２
１ａ２＋

　３１６β２３ａ
３
２－
１
４ｆ２ｃｏｓ２． （１２ｄ）

２　局部分叉分析

在这一部分，我们主要考虑蜂窝夹层板系统的

稳态解包括平衡点和可能存在的周期解，以及它们

的稳定条件．
２．１　初始平衡解

方程（１１）有平衡解 ｘ１＝ｘ２＝ｘ３＝ｘ４＝０．由方

程（１１）的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的特征值我们可以判断平
衡解（ＩＥＳ）的稳定性．方程（１１）在初始点ｘｉ＝０，ｉ＝
１，…，４．处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ＝

１２μ１ １２σ１＋
１
４α１１ ０ ０

１
２σ１＋

１
４α１１ －１２μ１ ０ ０

０ ０ １２μ２ １４σ２

０ ０ １４σ２ １２μ





















２

（１３）
对应的特征方程为

ｆ（λ）＝［λ２＋μ１λ＋
１
４（μ

２
１＋σ

２
１－
１
４α

２
１１］［λ

２＋

　μ２λ＋
１
４（μ

２
２＋
１
４σ

２
２）］ （１４）

由此可得平衡点稳定的条件为

μ２１＋σ
２
１－
１
４α

２
１１＞０

和

μ２２＋
１
４σ

２
２＞０， （１５）

由上式易得，当 μ２２＋
１
４σ

２
２＞０时，有平衡点稳

定的奇异性边界为

Ｌ１：　μ
２
１＋σ

２
１－
１
４α

２
１１＝０ （１６）

此时，式（１４）有三个负实部的特征值和一个零特
征值，由奇异性理论可得系统（１１）的ＩＥＳ点在奇异
性边界Ｌ１处发生静态分叉，对应于原系统（１）的周
期解ＰＳ?（即方程（１１）的解ｘ１≠０，ｘ２≠０，ｘ３＝ｘ４＝
０或者方程（１２）的解 ａ１≠０，ａ２＝０）．由此稳态解
ＰＳ?可以表示为

ａ２１＝
－４σ１＋２ α

２
１１－４μ槡

２
１

３β１３
，　ａ２＝０． （１７）

当μ２１＋σ
２
１－
１
４α

２
１１＞０时，有奇异性边界

Ｌ２：　μ２＝０． （１８）
此时可以得到另一个稳态解 ＰＳ?（即方程（１１）的
解ｘ１＝０，ｘ２＝０，ｘ３≠０，ｘ４≠０或者方程（１２）的解ａ１
＝０，ａ２≠０），由此周期解ＰＳ?可以表示为
ａ１＝０，

ａ２２＝－
４σ２
３β２３
． （１９）

２．２　周期解稳定性分析
通过以上分析可得，当

ｘ２１＝
α１１± α

２
１１－４μ槡

２
１

８α( )
１１

ａ２１， （２０ａ）

ｘ２２＝
α１１ α２１１－４μ槡

２
１

８α( )
１１

ａ２１， （２０ｂ）

以及

ａ２１＝
－４σ１＋２ α

２
１１－４μ槡

２
１

３β１３
． （２０ｃ）

时，方程（１１）在（ｘ１，ｘ２，０，０）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ＝
Ａ　０
０　[ ]Ｂ （２１）

０６
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其中

　　Ａ＝
－１２μ１－３β１３ｘ１ｘ２ －１２σ１＋

１
４α１１－

３
８β１３ａ

２
１－３β１３ｘ

２
２

１
２σ１＋

１
４α１１＋

３
８β１３ａ

２
１＋３β１３ｘ

２
１ －１２μ１＋３β１３ｘ１ｘ











２

（２２）

　　Ｂ＝
－１２μ２ －１４σ２－

１
８β２１ａ

２
１

１
４σ２＋

１
８β２１ａ

２
１ －１２μ











２

（２３）

特征方程为

ｆ（λ）＝｜λＥ－Ａ｜｜λＥ－Ｂ｜＝（λ２＋μ１λ－

　９６４β
２
１３ａ

４
１＋
１
４μ

２
１－
１
１６α

２
１１＋
１
４σ

２
１）（λ

２＋μ２λ＋

　１６４β
２
２１ａ

４
１＋
１
１６σ２β２１ａ

２
１＋
１
４μ

２
２＋
１
１６σ

２
２） （２４）

由式（２４）可得，当１６４β
２
２１ａ

４
１＋
１
１６σ２β２１ａ

２
１＋
１
４μ

２
２＋
１
１６

σ２２＞０时，周期解ＰＳ?稳定的奇异性边界为

Ｌ３：－
９
６４β

２
１３ａ

４
１＋
１
４μ

２
１－
１
１６α

２
１１＋
１
４σ

２
１＝０ （２５）

在奇异性边界Ｌ３上式（２４）的另外两个特征根为

λ３，４＝±ｉ
１
６４β

２
２１ａ

４
１＋
１
１６σ２β２１ａ

２
１＋
１
４μ

２
２＋
１
１６σ槡

２
２

因此，周期解 ＰＳ?可以通过 Ｈｏｐｆ分叉失稳，此时
系统（１１）会产生 ２Ｄ环面运动，对应于原是系统

（１）的３Ｄ环面运动，即系统的频率为１２Ω，
１
２Ω以

及新产生的Ｈｏｐｆ分叉的频率为

ω２３＝
１
６４β

２
２１ａ

４
１＋
１
１６σ２β２１ａ

２
１＋
１
１６σ

２
２ （２６）

当μ２＞０时，存在奇异性边界

Ｌ４：
１
６４β

２
２１ａ

４
１＋
１
１６σ２β２１ａ

２
１＋
１
４μ

２
２＋
１
１６σ

２
２＝０（２７）

当ｘ３＝
ｆ２２－４μ

２
２ａ槡
２
２

２ｆ２
ａ２，ｘ４＝－

μ２ａ
２
２

ｆ２
以及 ａ２２＝－

４σ２
３β２３
时，存在周期解 ＰＳ?．此时，方程（１１）在（０，０，

ｘ３，ｘ４）处的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ＝
Ａ　０
０　[ ]Ｂ

其中

Ｃ＝
１２μ１ １２σ１＋

１
４α１１

１
４β１１ａ

２
２

１
２σ１＋

１
４α１１＋

１
４β１１ａ

２
２ １２μ











１

Ｄ＝
１２μ２－

１
２β２３ｘ３ｘ４ １４σ２

３
１６β２３ａ

２
２
３
２β２３ｘ

２
４

１
４σ２２＋

３
１６β２３ａ

２
２＋
３
２β２３ｘ

２
４ １２μ２＋

３
２β２３ｘ３ｘ











４

（２８）
此时式（１１）的特征方程为

Ｐ（λ）＝｜λＥ－Ｃ｜｜λＥ－Ｄ｜＝（λ２＋μ１λ＋

　１１６β
２
１１ａ

４
２＋
１
４σ１β１１ａ

２
２＋
１
２μ

２
１－
１
１６α

２
１１＋

　１２σ
２
１）（λ

２＋μ２λ＋
２７
２５６β

２
２３ａ

４
２＋
１３
１６σ２β２３ａ

２
２＋

　１４μ
２
２＋
１
１６σ

２
２） （２９）

根据以上分析，类似可以得到当
２７
２５６β

２
２３ａ

４
２＋
１３
１６σ２β２３

ａ２２＋
１
４μ

２
２＋
１
１６σ

２
２＞０时，周期解ＰＳ?稳定性的奇异

性边界为

Ｌ５：
１
１６β

２
１１ａ
４
２＋
１
４σ１β１１ａ

２
１＋
１
４μ

２
１－
１
１６α

２
１１＋
１
４σ

２
１＝０

（３０）
从式（２９）可得在奇异性边界线 Ｌ５上，系统存在一
对纯虚特征根

λ１，２＝±
１
２ｉ

１
４β

２
１１ａ

４
２＋σ１β１１ａ

２
２－
１
４α

２
１１＋σ槡

２
１

（３１）
因此，系统（１１）的周期解 ＰＳ?在奇异性边界

上通过Ｈｏｐｆ分叉失稳，Ｈｏｐｆ分叉的频率为

ω２４＝
１
１６β

２
１１ａ

４
２＋
１
４σ１β１１ａ

２
２－
１
１６α

２
１１＋
１
４σ

２
１ （３２）

当μ２＞０时，存在奇异性边界

Ｌ６：
２７
２５６β

２
２３ａ

４
２＋
１３
１６σ２β２３ａ

２
２＋
１
４μ

２
２＋
１
１６σ

２
２＝０

（３３）
２．３　准周期解稳定性分析

由式（１１）可得系统频率为 １２Ω，Ω的准周期

解，即

ａ１≠０，　ａ２≠０ （３４）
其中ａ１，ａ２满足下列方程

１６
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１
２μ１ａ( )１ ２

＋ １
２σ１ａ１＋

１
４β１１ａ１ａ

２
２＋
３
８β１３ａ( )３１ ２

＝

　 １
４α１１ａ( )１ ２

， （３５ａ）

１
２μ２ａ( )２ ２

＋ １
４σ２ａ２＋

１
８β２１ａ

２
１ａ２＋

３
１６β２３ａ( )３２ ２

＝

　 １
４ｆ( )２ ２

． （３５ｂ）

此时，式（１１）在准周期解处的特征方程为

ｆ（λ）＝

ａ１１－λ ａ１２ ａ１３ ａ１４
ａ２１ ａ２２－λ ａ２３ ａ２４
ａ３１ ａ３２ ａ３３－λ ａ３４
ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４－λ

．

（３６）
即

ｆ（λ）＝λ４＋ｐ１λ
３＋ｐ２λ

２＋ｐ３λ＋ｐ４． （３７）
由Ｈｕｒｗｉｔｚ准则，准周期解稳定的条件为

ｐ１＞０，ｐ２＞０，ｐ３＞０，

ｐ３（ｐ１ｐ２－ｐ３）－ｐ
２
１ｐ４＞０． （３８）

因此，由以上分析可得在ｐ２＞０，ｐ４＞０和ｐ３（ｐ１ｐ２－

ｐ３）－ｐ
２
１ｐ４＞０时，准周期解稳定性的奇异性边界为
Ｌ７：ｐ４＝０． （３９）

当ｐ１＞０，ｐ２＞０和 ｐ４＞０时，准周期解稳定性的奇
异性边界为

Ｌ８：ｐ３（ｐ１ｐ２－ｐ３）－ｐ
２
１ｐ４＝０． （４０）

类似以上分析，准周期解在奇异性边界 Ｌ８上会发
生Ｈｏｐｆ分叉，从而失稳．
２．４　双Ｈｏｐｆ分叉解的稳定性分析

当σ１＜－
１
２α１１ ，σ２＜０时，平衡点 ｘ０（０，０，

０，０）为系统（１）的平凡解．当 μ１＜０，μ２＜０时平凡
奇异点为稳定焦点．在μ１＞０，μ２＞０时平凡奇异点
为不稳定的焦点，因此在μ１＝０，μ２＝０处平凡奇异
点会产生双 Ｈｏｐｆ分叉，此时的系统特征根为 λ１，２

＝±１２ｉσ
２
１－
１
４α

２
１槡 １，λ３，４＝±ｉ

１
４σ２．由 Ｈｏｐｆ分叉

理论知当 μ１＞０，μ２＞０时，极限环是稳定的．在环

面σ２１＝
１
４α

２
１１，σ２＝０上平凡零解会发生 ＰＫ分叉，

从而生成４个解的分支［１０］．因此可得双 Ｈｏｐｆ分
叉解是不稳定的，随着扰动参数变化系统会产生四

类极限环．当 σ１＞
１
２α１１ ，σ２＞０时，式（１１）的奇

异点ｘ０是一个鞍点．
由式（１２）可得

１
２μ１ａ( )１ ２

＋ １
２σ１ａ１＋

１
４β１１ａ１ａ

２
２＋
３
８β１３ａ( )３１ ２

＝

　 １
４α１１ａ( )１ ２

， （４１ａ）

１
２μ２ａ( )２ ２

＋ １
４σ２ａ２＋

１
８β２１ａ

２
１ａ２＋

３
１６β２３ａ( )３２ ２

＝

　 １
４ｆ( )２ ２

． （４１ｂ）

式（４１）又可以写为
１
２μ( )１ ２

＋ １
２σ１＋

１
４β１１ａ

２
２＋
３
８β１３ａ( )２１ ＝ １

４α( )１１ ２

ａ１＝
{

０
，

（４２ａ）
１
２μ( )２ ２

＋ １
４σ２＋

１
８β２１ａ

２
１＋
３
１６β２３ａ( )２２ ＝ １

４ａ２
ｆ( )２ ２

ａ２＝
{ ０

．

（４２ｂ）
由（４２ａ）中第一个式子可得

ａ２１＝－
２β１１ａ

２
２

３β１３
－
４σ１
３β１３

±
２ α２１１－４μ槡

２
１

３β１３
， （４３ａ）

ａ２２＝－
３β１３ａ

２
１

２β１１
－
２σ１
β１１
±
２ α２１１－４μ槡

２
１

β１１
． （４３ｂ）

将（４３ａ），（４３ｂ）分别代入（４２ｂ）中第一式，我们可
以得到分叉响应方程为

１
２μ( )２ ２

＋［１４σ２＋
１
８β２１ａ

２
１＋
３
１６β２３（－

３β１３ａ
２
１

２β１１
－

　
２σ１
β１１
±
α２１１－４μ槡

２
１

β１１
）］２＝

　
ｆ２２

１６（－
３β１３ａ

２
１

２β１１
－
２σ１
β１１
±
α２１１－４μ槡

２
１

β１１
）

， （４４ａ）

１
２μ( )２ ２

＋［１４σ２＋
１
８β２１（－

２β１１ａ
２
２

３β１３
－
４σ１
β１３
±

　
２ α２１１－４μ槡

２
１

３β１３
）＋３１６β２３ａ

２
２］＝

ｆ２２
１６ａ２２
． （４４ｂ）

３　数值模拟

利用数值模拟方法对蜂窝夹层板系统在主参

数共振－１：２内共振情况下的非线性动力学行为
进行研究．利用 Ｍａｔｌａｂ程序对系统 （２）进行数值
模拟．结果如图２和３所示．其中（ａ），（ｃ）和（ｈ）是

２６
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系统的二维相图，（ｂ）和（ｄ）是系统两个模态的波
形图，（ｅ）和（ｆ）是系统的三维相图．我们选取如下
初始值和参数

ω１＝０，ω１＝０．１，ω２＝０，ω２＝０．１６，ε＝０．１，

α１１＝１，ｆ２＝１，Ω＝２，σ１＝－０．４，σ２＝－０．４，

β１１＝０．５，β１２＝０，β１３＝０．３３，β１４＝０，β２１＝０．５，

β２２＝０，β２３＝０．３３，β２４＝０，α２１＝０

图２　系统 （１）的一倍周期运动，μ１＝０．３，μ２＝０．４

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｆｏｒｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅ

图３　系统平衡解分叉出现的周期解，

此时μ１＝０，μ２＝０，σ１＞
１
４α１１

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｆｏｒｈｏｎｅｙｃｏｍｂｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅ

４　结论

本文研究了受面内激励和横向激励联合作用

下蜂窝夹层板的双 Ｈｏｐｆ分叉问题．利用分叉理论
和Ｈｏｐｆ分叉定理给出了系统平衡点在参数空间小
邻域内发生的各种分叉现象，以及在主参数共振—

１：２内共振情形下发生双 Ｈｏｐｆ分叉的必要条件．
最后，数值模拟验证了理论分析的正确性．
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