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用微分求积法分析轴向加速粘弹性梁的

非线性动力学行为
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摘要　用微分求积数值方法求解了轴向加速粘弹性梁的横向振动控制方程，其方程是一复杂的非线性偏微

分方程．并在数值结果的基础上利用分叉图分析了轴向定常加速度以及轴向加速度变化幅值对轴向加速粘

弹性梁的非线性动力学行为的影响．

关键词　非线性偏微分方程，　数值解，　混沌，　分叉，　微分求积法

引 言

轴向移动粘弹性梁可以作为多种工程装置的

力学模型，比如动力传送带、磁带、带锯、空中缆车

索道、高楼升降机缆道、单索架索道等．轴向移动粘
弹性梁的非线性动力学性质对工程装置的稳定性

和可靠性有着重要的影响．因此分析轴向移动粘弹
性梁的横向非线性振动的非线性动力学行为对分

析解决工程的实际问题有着重要的意义．轴向移动
粘弹性梁的横向非线性振动的控制模型是一非线

性偏微分方程．众所周知，只有极少数的偏微分方
程有精确解析解，而大多数的偏微分方程是不能得

到精确解析解的，尤其是非线性的．为了实际的需
要，需寻求近似的方法．很多学者，比如 Ｒａｖｉｄｒａ和
Ｚｈｕ［１］，Ｍａｒｙｎｏｗｓｋｉ和Ｋａｐｉｔａｎｉａｋ［２］，杨晓东和陈立
群［３］，陈丽华［４］等人，丁虎和陈立群［５］等对轴向移

动梁采用伽辽金截断的方法进行了分析．伽辽金截
断方法在求解问题时会遇到大量的积分，这无疑会

加大计算量．而７０年代［６］发展起来的微分求积法

是求解偏微分方程的数值计算方法．相对于传统的
数值计算方法微分求积法具有原理简单（不依赖于

变分原理）计算量小，精度高等优点７０年代末在工
程领域得到迅速发展和应用．

纵观微分求积法在力学领域的应用，主要是用

来静力分析或自由振动分析．将微分求积法用于长
时间历程的非线性动力学性质分析的还很少．本文

利用微分求积法对陈丽华［４］等人建立的轴向加速

粘弹性梁的横向振动的控制方程进行了数值求解，

并在数值结果的基础上对其非线性动力学性质比

如分叉、混沌等进行了分析．

１　控制方程

陈丽华［３］等人利用哈密顿原理建立的轴向加

速粘弹性梁的横向振动的控制方程为：

ρＡ（ν，ｔｔ＋２ｃν，ｘｔ＋ｃ
２ν，ｘｘ＋ｃ，ｔν，ｘ）＋Ｊｙ（Ｅν，ｘｘｘｘ＋

　ην，ｘｘｘｘｔ）＝ＰＡν，ｘｘ＋
３
２ＥＡν

２
，ｘν，ｘｘ＋

　ηＡ（２ν，ｘν，ｘｔν，ｘｘ＋ν
２
，ｘν，ｘｘｔ） （１）

边界条件为：

ｘ＝０，　ν（０，ｔ）＝０；　
２ν
ｘ２
＝０

ｘ＝ｌ，　ν（０，ｔ）＝０；　
２ν
ｘ２
＝０ （２）

其中：ρ为密度，Ａ是截面积，ｌ是梁的长度，ν（ｘ，ｔ）
表示轴向空间坐标 ｘ处，ｔ时刻的面内振动的横向
位移，η是粘弹系数，Ｅ是杨氏模量，Ｊｙ是惯性力
矩．假定在预紧力 Ｐ０处有一小的扰动 Ｐ１ｓｉｎωｔ，也
就是说紧力Ｐ＝Ｐ０＋Ｐ１ｓｉｎωｔ；假定轴向运动的速度
是简谐变化的，也就是ｃ＝ｃ０＋ｃ１ｓｉｎωｔ．这种假设是
有它的物理意义的．比如，当我们用轴向移动梁来
模拟一对转动轮上的带时，轮子转动时的扰动，会

引起带轴向移动速度的扰动．
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２　微分求积法的应用

微分求积法的基本原理是将函数在求解区域

内的每个网格点处的导数值用域内全部网格点上

的函数值的加权线性和近似表示．将其代入原方
程，会得到含有网格点上未知函数值的代数方程

组．从而微分方程的求解转化为代数方程组的求
解．依照微分求积法原理，引入Ｎ个网格点：

ｘｉ＝
１
２［１－ｃｏｓ

（ｉ－１）π
Ｎ－１］　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （３）

方程（１）中未知函数的各阶偏导数在各网点的值
可以表示为

ν，ｘ（ｘｉ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ａ（１）ｉｊ ν（ｘｊ，ｔ）

ν，ｘｘ（ｘｉ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ａ（２）ｉｊ ν（ｘｊ，ｔ）

ν，ｘｘｘｘ（ｘｉ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
Ａ（４）ｉｊ ν（ｘｊ，ｔ） （４）

其中一阶权系数及相应的高阶权系数分别为：

Ａ（１）ｉｊ ＝
∏
Ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ
（ｘｉ－ｘｋ）

（ｘｉ－ｘｊ）∏
Ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｊ
（ｘｉ－ｘｊ）

　　（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｊ≠ｉ）

Ａ（ｒ）ｉｊ ＝ｒ［Ａ
（ｒ－１）
ｉｉ Ａ（１）ｉｊ －

Ａ（ｒ－１）ｉｊ

ｘｉ－ｘｊ
］

　　（ｒ＝２，３，４；ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｊ≠ｉ）

Ａ（ｒ）ｉｉ ＝－∑
Ｎ

ｋ＝１，ｋ≠ｉ
Ａ（ｒ）ｉｋ

　　（ｒ＝１，２，３，４；ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ） （５）
将（４）（５）代入方程（１）以及边界条件（２）并应用
权系数修正法［６］得到：
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其中：νｊ＝νｊ（ｘ，ｔ）．（６）式是一常微分方程组，用龙
格库塔算法对其求解．

３　数值结果

在以上数值结果的基础上利用分叉图考察了

轴向定常加速度和轴向加速度变化幅值对轴向加

速粘弹性梁的非线性动力学性质的影响．以下图中
都取

ρ＝１０００ｋｇ／ｍ３，Ｅ＝１．５×１０８Ｎ／ｍ２，

η＝４．０×１０５Ｎｓ／ｍ２，ω＝１５ＨＺ，

Ａ＝２×１０－４ｍ２；Ｐ０＝Ｐ１＝１００；Ｊｙ＝
１
６×１０

－８

３．１　轴向定常加速度的影响
图１是定常加速度ｃ０在区间［１５，１６．５］变化，

轴向加速度变化幅值ｃ１＝３．７５时的分叉图．从图１
中我们可以发现，运动由 ｃ０＝１５开始时是２倍周
期的，随着ｃ０的增大出现一个很大的混沌窗口即
区间ｃ０∈［１５．５５，１６．２２８４］，之间出现了多倍周期
运动即８倍周期如图６，还出现了一个非常小的４
倍周期窗口．之后运动又变为２倍周期的．

图１　轴向定常加速度的影响

Ｆｉｇ．１　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｍｅａｎａｘｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ

３．２　轴向加速度变化幅值的影响
图２是定常加速度 ｃ０＝１５．２５，轴向加速度变

化幅值ｃ１在区间［２，４］上变化时的分叉图．从图３
中我们可以发现ｃ１由２变化到大约２．２２５时，运动
是单周期．随着的增大，混沌运动和周期运动窗口

图２　轴向加速度变化幅值的影响

Ｆｉｇ．２　Ｅｆｆｅｃｔｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆａｘｉａｌｖｅｌｏｃｉｔｙｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ

３４
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交替出现．即由区间［２．２２５，２．３０５］－［２．３０５，２．
４４５］－［２．４４５，２．７９５］－［２．７９５，３．０６］－［３．０６，
３．４０５］－［３．４０５，３．７２５］－［３．７２５，４］顺序变化
时，运动由混沌－周期－混沌－周期－混沌－周期
交替变化的．在混沌窗口中出现了１０倍周期运动
如图８．

下面图３－８，分别是典型的周期运动和
混沌运动的相图以及庞加莱截面．

图３　单倍周期运动：ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝２，相图 庞加莱截面

Ｆｉｇ．３　ｐｅｒｉｏｄｉｃ－１ｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎ

ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝２ ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓ Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｓ

图４　２倍周期运动：ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝２．２９，相图 庞加莱截面

Ｆｉｇ．４　ｐｅｒｉｏｄｉｃ－２ｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎ

ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝２．２９， ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓ Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｓ

图５　４倍周期运动：ｃ０＝１６．０４７，ｃ１＝３．７５，相图 庞加莱截面

Ｆｉｇ．５　ｐｅｒｉｏｄｉｃ－４ｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎ

ｃ０＝１６．０４７，ｃ１＝３．７５， ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓ Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐ

４　结论

本文用微分求积法求解了轴向加速粘弹性梁

横向振动的控制方程，并在数值结果的基础上利用

图６　８倍周期运动：ｃ０＝１５．８１，ｃ１＝３．７５，相图 庞加莱截面

Ｆｉｇ．６　ｐｅｒｉｏｄｉｃ－８ｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎ

ｃ０＝１５．８１，ｃ１＝３．７５， ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓ Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐ

图７　混沌运动：ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝３．５， 相图 庞加莱截面

Ｆｉｇ．７　ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎ

ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝３．５， ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓ Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐ

图８　１０倍周期运动：ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝２．３，相图庞加莱截面

Ｆｉｇ．８　ｐｅｒｉｏｄｉｃ－１０ｍｏｔｉｏｎａｐｐｅａｒｓｗｈｅｎ

ｃ０＝１５．２５，ｃ１＝２．３， ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓ Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐ

分叉图分析了轴向定常加速度、轴向加速度变化幅

值对轴向加速粘弹性梁面内横向振动的非线性动

力学行为的影响．为了验证通过分叉图得到的一些
非线性动力学性质比如周期、混沌，作出了相应的

相图，庞加莱截面．以上结果表明用微分求积法分
析这一类工程结构的非线性动力学性质是非常有

效的．

参　考　文　献

１　ＲａｖｉｎｄｒａＢ，ＺｈｕＷＤ．Ｌｏｗｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｈａｏｔｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｏｆａｘｉａｌｌｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇｃｏｎｔｉｎｕｕｍｉｎｔｈｅｓｕｐｅｒｃｒｉｔｉｃａｌｒｅ
ｇｉｍｅ．ＡｒｃｈｉｖｅｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９８，６８：１９５～２０５

２　ＭａｒｙｎｏｗｓｋｉＫ，ＫａｐｉｔａｎｉａｋＴ．ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔｖｅｒｓｕｓＢｕｒｇｅｒｓ

ｉｎｔｅｒｎａｌｄａｍｐｉｎｇｉｎｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ

ｗｅｂ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＮｏｎｌｉｎｅａｒＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００２，

４４



第１期 王冬梅等：用微分求积法分析轴向加速粘弹性梁的非线性动力学行为

３７：１１４７～１１６１

３　ＹａｎｇＸＤ，ＣｈｅｎＬＱ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄｃｈａｏｓｏｆａｎａｘｉａｌｌｙ

ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍ．Ｃｈａｏｓ，ＳｏｌｉｔｏｎｓａｎｄＦｒａｃ

ｔａｌｓ，２００５，２３（１）：２４９～２５８

４　ＣｈｅｎＬＨ，ＺｈａｎｇＷ，ＹａｎｇＦＨ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｏｆ

ｈｉｇｈｅｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｆｏｒａｎａｘｉａｌｌｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇｖｉｓｃｏ

ｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍ ｗｉｔｈｉｎｐｌａｎｅａｎｄｏｕｔｏｆｐｌａｎｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ．

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２０１０，３２９：５３２１～５３４５

５　ＤｉｎｇＨ，ＣｈｅｎＬＱ．Ｏｎｔｗｏｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｏｄｅｌｓｏｆ

ａｘｉａｌｌｙｍｏｖｉｎｇｂｅａｍｓ．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＥ：Ｔｅｃｈｎｏ

ｌｏｇｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００９，５２（３）：７４３～７５１

６　ＢｅｌｌｍａｎＲ，ＫａｓｈｅｆＢＧ，ＣａｓｔｉＪ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅ：ａ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｆｏｒｔｈｅｒａｐｉｄｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎ

ｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９７２，

１０：４０～５２

７　ＳｈｕＣ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎｅｎｇｉ

ｎｅｅｒｉｎｇ．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ：Ｂｅｒｌｉｎ，２０００

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２２Ａｐｒｉｌ２０１２，ｒｅｖｉｓｅｄ１８Ｊｕｎｅ２０１２．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１１２９０１５２，１０７３２０２０，１１０７２００８）
ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒＥｍａｉｌ：ｓａｎｄｙｚｈａｎｇ０＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ

ＡＮＡＬＹＳＩＳＯＮＮＯＮＬＩＮＥＡＲＤＹＮＡＭＩＣＳＯＦＡＮＡＸＩＡＬＬＹ

ＡＣＣＥＬＥＲＡＴＩＮＧＶＩＳＣＯＥＬＡＳＴＩＣＢＥＡＭ ＵＳＩＮＧＤＱＭ 

ＷａｎｇＤｏｎｇｍｅｉ１，２　ＺｈａｎｇＷｅｉ１　ＬｉｕＹａｎ１，３

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＢｅｉｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ　１０００２２，Ｃｈｉｎａ）

（２．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＪｉｎｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕｆｕ　２７２１５５，Ｃｈｉｎａ）

（３．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｈｉｎａＷｅｓｔＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｃｈｏｎｇ，Ｓｉｃｈｕａｎ　６３７００２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄ（ＤＱＭ）ｗａｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｔｏｓｏｌｖｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｐａｒｔｉａｌ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆａｎａｘｉａｌｌｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍ．Ｂａｓｅｄｏｎ
ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃａｌｂｅｈａｖｉｏｒｓ，ｓｕｃｈａｓｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓａｎｄｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｎｏｎ
ｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ，ｗｅｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｂｙｕｓｅｏｆＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐ，ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ＤＱＭ，　ｎｏｎｌｉｎｅａｒｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ，　ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，　ｃｈａｏｓ，　ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ

５４


