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摘要　本文基于Ｂｒｉｄｇｅｓ教授建立的多辛算法理论及其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理，采用广义多辛算法研究了大阻

尼杆的阻尼振动特性．引入正交动量后，首先将描述大阻尼杆振动的控制方程降阶为一阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ近似对

称形式，即广义多辛形式；随后采用中点离散方法构造形式广义多辛形式的中点 Ｂｏｘ广义多辛离散格式；最

后通过计算机模拟研究大阻尼杆振动过程中的耗散效应．研究结果表明，本文构造的广义多辛算法不仅能

够保持系统守恒型几何性质，同时能够再现系统的耗散效应．

关键词　广义多辛，　保结构，　耗散，　哈密顿

引 言

针对传统数值算法构造过程中忽视算法在保

持原系统固有几何性质方面的性能，冯康先生于

１９８４年在双微国际会议上提出了基于辛几何原理
的辛算法［１］，用于解决有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系数值
求解过程中的保结构问题，其基本出发点是使得数

值离散尽可能与原连续系统保持在统一框架下，即

尽可能多地保持系统的固有几何性质，自此，开辟

了保结构算法研究领域．
在数年的研究过程中，辛算法在天体动力学和

分子动力学等研究领域得到了广泛应用［２，３］，同时

也暴露出其不足之处：空间依赖的连续系统并不能

采用辛算法进行数值求解．基于此，Ｂｒｉｄｇｅｓ教授在
辛算法的基础上，针对无穷维Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统提出了
多辛算法［４］，用以在数值求解过程中保持系统的局

部几何性质．然而，实际的力学系统，耗散效应是不
可忽略的，耗散效应的存在破坏了系统的多辛对称

性，这是多辛算法的一大“瓶颈”．近年来，胡伟鹏
和邓子辰教授针对耗散Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，提出了广义
多辛算法［５］，将保结构算法理论体系拓宽至耗散系

统．
本文在广义多辛理论框架下，采用广义多辛算

法研究了大阻尼杆的振动特性．首先通过正则变

换，构造大阻尼杆振动控制方程的广义多辛形式，

并研究阻尼耗散在广义多辛形式中的数学表述；随

后，采用中点离散方法离散广义多辛形式，构造其

中点Ｂｏｘ广义多辛离散格式；最后利用该格式模拟
大阻尼杆的振动，研究振动过程中的阻尼耗散效

应．本文的研究将完善保结构算法理论体系，同时
为耗散动力学系统的数值求解提供新的途径．

１　大阻尼杆振动方程的广义多辛形式

由于材料本构关系中含有阻尼项，杆件的振动

需要考虑大阻尼的情形．单位长度悬臂大阻尼杆的
一维自由振动控制方程往往可以表述如下：

ｔｔｕ＋ｃｘｕ－α
２ｘｘｕ＝０ （１）

其中：ｃ为不可忽略的阻尼系数，α为纵向应力波的
传播速度．由于阻尼项的存在，杆振动振幅将会逐
渐减小，常规的数值算法难以得到精确的衰减速度

和振动时间，因此，本文将为大阻尼杆的振动提供

新的数值计算途径．
引入正交变换：ｖ＝ｔｕ，ω＝ｘｕ，上述控制方程

就可以转化为以下Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系下的一阶形式：
Ｍｔｚ＋Ｋｘｚ＝ｚＳ（ｚ），ｚ＝［ｕ，ｖ，ｗ］

Ｔ∈Ｒ３ （２）

其中：Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为 Ｓ（ｚ）＝１２（α
２ω２－ν２），系数

矩阵为：
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（３）

值得注意的是，一阶形式（２）是严格多辛形式的
充分必要条件是：① 一阶形式（２）是Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，
即存在Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数；② 一阶形式（２）的系数矩阵
必须都是严格反对称的．然而，本文涉及的大阻尼杆
振动问题中，得到的系数矩阵中，由于阻尼的存在，

矩阵Ｋ并不是反对称的，因此，依照广义多辛算法的
概念，这里称一阶形式（２）为广义多辛形式．

实践证明，广义多辛形式虽然形式上不如多辛

形式那么整齐，但是在保结构分析中具有重要的应

用．将系数矩阵Ｋ作如下分解：
Ｋ＝Ｋ１＋Ｋ２ （４）

其中：Ｋ１＝Ｋ
Ｔ
１，Ｋ２＝－Ｋ

Ｔ
２，由这一规则得到唯一的分

解结果：

Ｋ１＝
ｃ ０ ０
０ ０ ０









０ ０ ０
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０ ０ －α２

０ ０ ０
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０ ０

（５）

有了这一分解，就可以把阻尼耗散对系统性质

的影响显式描述出来了．多辛算法最引人注目的地
方是其满足三种基本的守恒律，即：多辛守恒律、局

部能量守恒律和局部动量守恒律．由于非完全反对
称性的系数矩阵的存在，广义多辛形式不可能完全

满足以上三种守恒律，这里，由多辛理论不作证明

地简要给出三种守恒律误差的表达式．
由多辛守恒律概念有，对于广义多辛形式

（２），广义多辛守恒律误差可以表述为：
Δ＝ｃｄ（ｘｕ）Λｄｕ （６）
同时，由局部能量守恒律的概念，对于广义多

辛形式（２），局部能量守恒律误差为：

Δｅ＝－
ｃ
２ｔ（ｕｘｕ）＋

ｃ
２ｘｕｔｕ （７）

由于阻尼系数仅仅出现在状态变量 ｚ对空间
偏微分部分，没有出现在状态变量ｚ对时间偏微分
部分，即只是在空间方向做功，而不存在对系统的

冲量，因此，广义多辛形式（２）严格满足局部动量
守恒律，这正是广义多辛形式的优势所在．

２　广义多辛离散及其数值实验

中心差分离散是最简单的差分离散方法，同

时，也是构造多辛格式最简单，计算量最小的方法，

因此，本文选用中心差分离散构造广义多辛形式

（２）的保结构离散格式．
选取时间方向步长为Δｔ，空间方向步长为Δｘ，

对计算区域进行均匀划分，状态变量 ｚ在（ｘｉ，ｔｊ）网

格点上的近似值表示为ｚｊｉ，然后利用中点离散方法
分别在空间方向和时间方向对广义多辛形式（２）
进行差分离散，联立这两个方向的离散结果得到中

点Ｂｏｘ格式：
Ｍ（ｚｊ＋１ｉ＋１／２－ｚ

ｊ
ｉ＋１／２）／Δｔ＋Ｋ（ｚ

ｊ＋１／２
ｉ＋１ －ｚ

ｊ＋１／２
ｉ ）／Δｘ＝

　ｚＳ（ｚ
ｊ＋１／２
ｉ＋１／２） （８）

式中：

ｚｊ＋１／２ｉ ＝１２（ｚ
ｊ＋１
ｉ ＋ｚ

ｊ
ｉ），

ｚｊｉ＋１／２＝
１
２（ｚ

ｊ
ｉ＋１＋ｚ

ｊ
ｉ），

ｚｊ＋１／２ｉ＋１／２＝
１
４（ｚ

ｊ＋１
ｉ＋１＋ｚ

ｊ
ｉ＋１＋ｚ

ｊ＋１
ｉ ＋ｚ

ｊ
ｉ）等．

代入系数矩阵，状态变量及其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，
并消去中间变量得到中点Ｂｏｘ格式的等价形式：

δ２ｔ
Δｔ２
（ｕｊ＋２ｉ＋１＋ｕ

ｊ＋２
ｉ ＋４ｕ
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ｊ
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ｊ
ｉ＋
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ｉ ）＋
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　２ｕｊｉ＋ｕ
ｊ
ｉ－１）－

α２δ２ｘ
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ｊ
ｉ＋２＋４ｕ

ｊ＋１
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ｊ
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ｊ
ｉ－１＋
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ｊ
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式中：

δ２ｔｕ
ｊ
ｉ＝ｕ

ｊ＋１
ｉ －２ｕ

ｊ
ｉ＋ｕ

ｊ－１
ｉ ，

δ２ｘｕ
ｊ
ｉ＝ｕ

ｊ
ｉ＋１－２ｕ

ｊ
ｉ＋ｕ

ｊ
ｉ－１．

同时可以得到广义多辛守恒律误差和局部能

量守恒律误差的差分离散形式．为了验证格式（９）
的有效性，考虑以下边界条件：

ｕ（０，ｔ）＝０，ｔｕ（ｘ，ｔ）｜ｘ＝０＝０ （１０）
同时给定自由端单位横向位移作为初值条件：

ｕ（１，０）＝１ （１１）
给定无量纲步长Δｔ＝０．１，Δｘ＝０．０５，并设定α＝１，
采用格式（９）模拟杆件的阻尼振动，得到不同阻尼
系数情况下杆自由端的振动曲线如图１．从图中可
以看出，阻尼系数越大，杆件振动时间越短．为了进
一步验证本文构造的算法在模拟阻尼耗散方面优

于传统算法，在同样的步长及参数下，采用传统的

欧拉离散方法离散方程（１），选取阻尼系数 ｃ＝２，

２
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重新模拟悬臂杆的振动，得到的自由端振动曲线与

采用本文广义多辛格式得到的振动曲线对比如图

２，从对比中不难看出，本文构造的广义多辛算法得
到的振动时间比常规算法得到的振动时间长，这说

明广义多辛算法本身的阻尼小于常规算法本身的

算法阻尼，也就是说，广义多辛算法能够更好地模

拟系统的阻尼耗散效应，从而保持了系统的固有几

何性质，这正是广义多辛算法的优势所在．

图１　不同阻尼系数下悬臂杆自由端振动曲线

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂａｒａｔｔｈｅｆｒｅｅｅｎｄｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

图２　算法耗散性质的比较

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｙ

３　结论

本文通过采用广义多辛算法研究大阻尼悬臂

杆的不同阻尼系数下阻尼振动特性，并讲数值结果

与常规数值算法比较，得到如下结论：

（１）本文构造的广义多辛格式能够很好地模
拟大阻尼杆的振动，阻尼系数越大，杆振动时间越

短；

（２）与常规数值算法相比，本文构造的广义多
辛算法能够更好的模拟系统的阻尼耗散效应，同时

算法本身的耗散较小．
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