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摘要　Ｌｅｌａｎｄ模型是在考虑交易费用的情况下，对 Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型进行修改得到的非线性期权定价模

型．本文针对Ｌｅｌａｎｄ模型，提出了一种求解非线性动力学模型的自适应多尺度小波同伦摄动法．该方法首先

利用插值小波理论构造了用于逼近连续函数的多尺度小波插值算子，利用该算子可以将非线性期权定价模

型方程自适应离散为非线性常微分方程组；然后将用于求解非线性常微分方程组的同伦摄动技术和小波变

换的动态过程相结合，构造了求解Ｌｅｌａｎｄ模型的自适应数值求解方法．数值模拟结果验证了该方法在数值

精度和计算效率方面的优越性．

关键词　Ｌｅｌａｎｄ模型，　插值小波算子，　同伦摄动技术

引 言

期权（ｏｐｔｉｏｎ）又称为选择权，是在期货的基础
上产生的一种衍生性金融工具．１９７３年，Ｂｌａｃｋ和
Ｓｃｈｏｌｅｓ在有效市场和股票价格遵循几何布朗运动
等一系列的假设下，运用连续交易保值策略推导出

了著名的Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ期权定价模型，并建立了
看涨期权定价公式［２］．与此同时，Ｍｅｒｔｏｎ也发表了
类似的期权定价公式［３］．但 Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型设
置了太多的假设，很多假设并不符合实际情况，如

无税收和交易成本，无套利机会等［４－５］．因此，近
２０年来非线性期权定价模型一直是学术界研究的
重点．在非线性期权定价模型中可以将很多实际因
素如交易费用［６－７］、无保护组合投资风险等影响股

票价格、波动率、漂移率和期权价格本身的因素考

虑进去［８－１０］．但很难导出非线性 Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ方
程的精确解析解［１１］．

已有的数值求解方法通常先将非线性期权定

价模型变形为抛物型偏微分方程，然后采用有限差

分法进行求解［１１－１２］．事实上，非线性期权定价模型
变形后得到的抛物型偏微分方程的解具有明显的

激波存在．因此，相对于其他方法，自适应多尺度方
法更有利于求解该非线性偏微分方程．文献［１３］
给出了一种多尺度插值小波方法，论文给出的数值

结果体现了这种方法的优越性．近年来，笔者构造
了多尺度小波插值算子，结合求解常微分方程组的

同伦摄动技术导出了求解非线性偏微分方程的小

波同伦摄动法．本文的目的是将小波同伦摄动法应
用于求解非线性期权定价模型的求解中．

１　非线性期权定价模型

１．１　模型描述
欧式看涨期权持有者有权在在期权到期日

（Ｔ）以执行价格Ｋ购买指定数量的标的资产Ｓ（ｔ），
期权售卖者也有义务按照执行价格卖出标的资产．
因此，期权到期后的价值可表示为：Ｖ（Ｓ，Ｔ）＝（Ｓ－
Ｋ）＋．相反，看跌期权则是期权持有者有权将标的

资产按照执行价格卖给期权售卖者，因此，看跌期

权到期后的价值可表示为：Ｖ（Ｓ，Ｔ）＝（Ｋ－Ｓ）＋．欧

式期权只能在到期日进行交易，而美式期权可以在

到期日前的任意一天进行交易．这就导致美式期权
和欧式期权的定价公式有很大区别．

Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型的提出使得期权定价理论
获得突破．线性Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型的解可表示为
以下偏微分方程：

Ｖ
ｔ
＝ｒＶ－１２σ

２Ｓ２
２Ｖ
Ｓ２
－ｒＳＶ
Ｓ

（１）

其中Ｓ：＝Ｓ（ｔ）＞０，ｔ∈（０，Ｔ）．求解该偏微分方程
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便可得到欧式期权的价格，其中的参数可定义为：

（１）标的资产的价格Ｓ（ｔ）服从几何布朗运动
Ｗ（ｔ），即Ｓ满足以下随机微分方程

ｄＳ（ｔ）＝μＳ（ｔ）ｄｔ＋σＳ（ｔ）ｄＷ（ｔ）
（２）漂移项μ（标的资产价格的平均增长率）、波动
率σ（回归的标准偏差）以及无风险利率ｒ为常数．

（３）市场无摩擦，即不存在税收和交易成本；
（４）股票资产在期权有效期内不支付红利及

其它所得（该假设可以被放弃）；

（５）金融市场不存在无风险套利机会；
（６）金融资产的交易可以是连续进行的；
（７）可以运用全部的金融资产所得进行卖空

操作．
在以上假设条件下，任何资产均可用市场上的

其他资产的投资组合进行复制．通过将线性 Ｂｌａｃｋ
－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型变形为热传导方程可以得到期权价
格的解析解．

显然，这些严格的假设并不符合实际情况．如
果考虑交易费用，该模型将变为强非线性问题，如

退化对流扩散方程，漂移率和波动率同时和时间、

标的资产价格Ｓ以及期权价格Ｖ自身相关．若将线
性Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型推广为考虑交易费用的欧
式期权和美式期权的非线性模型，在这些模型中漂

移率为常数而波动率为

珟σ２：＝珟σ２（ｔ，Ｓ，ＶＳ
，
２Ｖ
Ｓ２
） （２）

在这种情况下，对于欧式期权，Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ
模型变为以下非线性模型

Ｖ
ｔ
＝ｒＶ－１２珟σ

２（ｔ，Ｓ，Ｖ
Ｓ
，
２Ｖ
Ｓ２
）Ｓ２

２Ｖ
Ｓ２
－ｒＳＶ
Ｓ

（３）
其中Ｓ＞０，ｔ∈（０，Ｔ）．
１．２　非线性模型的分析及参数变换

为求解Ｌｅｌａｎｄ方程，做以下变量变换

ｘ＝ｌｎ（ＳＫ），

τ＝１２σ
２（Ｔ－ｔ），

ｕ（ｘ，τ）＝ｅ－ｘＶ（ｓ，ｔ）Ｋ （４）

将（４）式代入（３）式，可得以下方程

ｕ
ｔ
＝珟σ

２

σ２
（
２ｕ
ｘ２
＋ｕ
ｘ
）＋Ｄｕ

ｘ
（５）

其中

Ｄ＝２ｒ
σ２
，ｘ∈Ｒ，０≤τ≤Ｔ～＝σ

２

２

初始条件为

ｕ（ｘ，０）＝（１－ｅ－ｘ）＋ｆｏｒｘ∈Ｒ
边界条件为

ｕ（ｘ，τ）＝０ａｓｘ→－∞
ｕ（ｘ，τ）～１－ｅ－Ｄτ－ｘａｓｘ→∞ （６）
初始条件如图１所示．由变换关系（４）可知，ｘ

＝０对应执行价格Ｓ＝Ｋ．显然，初始解曲

图１　Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型的初始条件

Ｆｉｇ．１　ＩｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆＢｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓｍｏｄｅｌ

线在ｘ＝０处具有非常明显的激波，其他位置为光
滑曲线．因此，采用多尺度小波数值方法有利于同
时提高数值方法的精度和求解效率．

２　基于 ｑｕａｓｉ－Ｓｈａｎｎｏｎ小波的自适应插值
基函数的构造

拟尺度函数定义如下：

δΔσ（ｘ）＝
ｓｉｎ（πｘ／Δ）
πｘ／Δ

ｅｘｐ（－ｘ
２

２σ２
） （７）

其中△是离散点间距，σ＝ｒ△（ｒ是任意参数）是窗
口大小参数．

考虑一维函数ｆ（ｘ）．为取拟Ｓｈａｎｎｏｎ尺度函数
作为基函数，这里按多尺度分析理论对函数 ｆ（ｘ）
在其定义域［ａ，ｂ］内进行均匀离散，不妨取离散点
数为２ｊ＋１，（其中 ｊ∈Ｚ），则变量 ｘ的离散点定义
为：

ｘｉｊ＝ａ＋
ｉ（ｂ－ａ）
２ｊ

（８）

由此可得到基函数

１６３
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φｉｊ（ｘ）＝
ｓｉｎ２

ｊπ
ｂ－ａ（ｘ－ｘｉ）

２ｊπ
ｂ－ａ（ｘ－ｘｉ）

ｅｘｐ（－
２２ｊ－１（ｘ－ｘｉ）

２

ｒ２（ｂ－ａ）２
）

（９）
插值算子可按以下方式定义

ｕＪ（ｘ）＝∑
ｉ∈ＺｊΩ

Ｉｉ（ｘ）ｕ
ｉ
Ｊ，

ＺｊΩ：＝０，１，２，…，２
Ｊ （１０）

Ｉｉ（ｘ）是插值函数．根据小波变换理论，被逼近函数
ｕ（ｘ）可表示为以下形式

ｕＪ（ｘ）＝∑
２ｊ０

ｋ０＝０
ｕ（ｘｋ０ｊ０）φ

ｋ０
ｊ０（ｘ）＋

　∑
Ｊ－１

ｊ＝ｊ０
∑
ｋ∈Ｚｊ
αｋｊψ

ｋ
ｊ（ｘ） （１１）

其中Ｚｊ：＝０，１，２，…，２ｊ．由此可得插值小波变换系
数为

αｋｊ ＝ｕ（ｘ
２ｋ＋１
ｊ＋１）－［∑

２ｊ０

ｋ０＝０
ｕ（ｘｋ０ｊ０）φ

ｋ０
ｊ０（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１）＋

∑
Ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
２ｊ１－１

ｋ１＝０
αｋ１ｊ１ψ

ｋ１
ｊ１（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１）］＝∑

２Ｊ

ｎ＝０
［Ｒ２ｋ＋１，ｎｊ＋１，Ｊ －

∑
２ｊ０

ｋ０＝０
Ｒｋ０，ｎｊ０，Ｊφ

ｋ０
ｊ０（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１）］ｕ（ｘ

ｎ
Ｊ）－

∑
２Ｊ

ｎ＝０
∑
ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
２ｊ１－１

ｋ１＝０
αｋ１ｊ１ψ

ｋ１
ｊ１（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１） （１２）

其中０≤ｊ≤Ｊ－１，ｋ∈Ｚｊ，ｎ∈ＺＪ．Ｒ是约束算子，定
义为

Ｒｉ，ｍｌ，ｊ＝
１，　ｘｉｌ＝ｘ

ｍ
ｊ

０，　{ ｏｔｈｅｒｓ
（１３）

假定

αｋｊ ＝∑
２Ｊ

ｎ＝０
ｃｋ，ｎｊ，Ｊｕ（ｘ

ｎ
Ｊ） （１４）

将（１４）代入（１２）可得

ｃｋ，ｎｊ，Ｊ ＝Ｒ
２ｋ＋１，ｎ
ｊ＋１，Ｊ －∑

２ｊ０

ｋ０＝０
Ｒｋ０，ｎｊ０，Ｊφ

ｋ０
ｊ０（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１）－

　∑
ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
２ｊ１－１

ｋ１＝０
ｃｋ１，ｎｊ１，Ｊψｊ１，ｋ１（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１） （１５）

当ｊ＝ｊ０时

ｃｋ，ｎｊ，Ｊ ＝Ｒ
２ｋ＋１，ｎ
ｊ＋１，Ｊ －∑

２ｊ０

ｋ０＝０
Ｒｋ０，ｎｊ０，Ｊφ

ｋ０
ｊ０（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１） （１６）

将约束算子（１３）和小波变换系数（１４）代入（１１），
可得函数ｕ（ｘ）的逼近解

ｕｊ（ｘ）＝∑
ｉ∈ＺＪ
（∑
２ｊ０

ｋ０＝０
Ｒｋ０，ｎｊ０，Ｊφ

ｋ０
ｊ０（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１）＋

　∑
ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
２ｊ１－１

ｋ１＝０
ｃｋ１，ｎｊ１，Ｊψｊ１，ｋ１（ｘ

２ｋ＋１
ｊ＋１））ｕ（ｘ

ｉ
ｊ） （１７）

根据插值算子的定义（１０），可得插值算子的表达
式为

Ｉｉ（ｘ）＝∑
２ｊ０

ｋ０＝０
Ｒｋ０，ｎｊ０，Ｊφ

ｋ０
ｊ０（ｘ）＋∑

ｊ－１

ｊ１＝ｊ０
∑
ｋ∈Ｚｊ
ｃｋ，ｉｊ，Ｊψ

ｋ
ｊ（ｘ）

（１８）
插值算子的ｍ阶导算子为

Ｄ（ｍ）ｉ （ｘ）＝∑
２ｊ０

ｋ０＝０
Ｒｋ０，ｎｊ０，Ｊφ

ｍ
ｊ０，ｋ０（ｘ）＋

　∑
ｊ－１

ｊ＝ｊ０
∑
ｋ∈Ｚｊ
ｃｋ，ｉｊ，Ｊψ

（ｍ）
ｊ，ｋ（ｘ） （１９）

将（１８）和（１９）式代入（５）式，便可将非线性偏微分
方程变为非线性常微分方程组．常微分方程组可采
用精细积分法求解．精细积分法的实质是指数矩阵
的求解［１４］．

３　小波同伦摄动技术

利用插值算子（１８）和（１９），ｕ的逼近表达式

ｕＪ可以写为以下形式

ｕＪ（ｘ）＝∑
ｉ∈Ｚｃ
Ｉｉ（ｘ）ｕＪｉ （２０）

将（２０）式代入（５）式可得以下方程组：

∑
ｎ∈Ｚｃ
ｕＪ（ｘｎ，ｔ）［

珟σ２

σ２
（Ｄ＂ｎ（ｘｋ）＋Ｄ′ｎ（ｘｋ））＋

　Ｄ·Ｄ′ｎ（ｘｋ）］＝
ｕｊ（ｘｋ，ｔ）
ｔ

（２１）

其中ｋ∈Ｚｃ．其矢量形式表达式为

ｄ
ｄｔＶＪ＝Ｍ０ＶＪ＋Ｍ１（ＶＪ）ＶＪ （２２）

其中

ＶＪ＝（ｕＪ（ｘ０，ｔ），ｕＪ（ｘ１，ｔ），…，ｕＪ（ｘ２Ｊ，ｔ））′（２３）

Ｍ０（ｋ，ｎ）＝ｍ
０
ｋ，ｎ＝Ｄ·Ｄ′ｎ（ｘｋ），ｋ，ｎ∈Ｚ

ｃ （２４）

Ｍ１（ｋ，ｎ）＝ｍ
１
ｋ，ｎ＝
珟σ２（ｔ，ｘ，ｕｘ

，
２ｕ
ｘ２
）

σ２
（Ｄ＂ｎ（ｘｋ）＋

　Ｄ′ｎ（ｘｋ）），　ｋ，ｎ∈Ｚ
ｃ （２５）

对非线性抛物型偏微分方程来说，非线性项通

常要做分段线性化处理，即假定在足够小的时间步

长内是线性的．一般根据精度要求采用迭代法去自
适应选取时间步长，计算工作量很大，影响了精细

积分法在偏微分方程数值求解中的使用．本文借鉴
了近期发展起来的分析非线性问题的同伦摄动方

２６３
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法，给出了一种求解非线性偏微分方程的同伦摄动

技术，同Ｔａｙｌｏｒ级数展开方法相比，该方法不但计
算精度高，而且对时间步长不敏感，从而有效提高

了计算效率．
同伦函数的构造方法有很多，在此，针对方程

（２２）构造以下线性同伦函数：
经化简，得

［
ｄＶｊ
ｄｔ－Ｍ０Ｖｊ－Ｍ１（Ａ）Ｖｊ］＋

　ε［
ｄＶｊ
ｄｔ－Ｍ０Ｖｊ－Ｍ１（Ｖｊ）Ｖｊ－

　（
ｄＶｊ
ｄｔ－Ｍ０Ｖｊ－Ｍ１（Ａ）Ｖｊ）］＝０ （２６）

其中Ａ是已知初值，ε∈［０，１］是同伦参数．根据摄
动理论，将方程（２６）的解表示为参数 ε的级数形
式：

Ｖｊ＝Ｖ
０
ｊ＋εＶ

１
ｊ＋ε

２Ｖ２ｊ＋… （２７）
将（２７）式代入方程（２６），并令方程两端的 ε同次
幂的系数相等，得

ε０：
ｄＶ０ｊ
ｄｔ＝（Ｍ０＋Ｍ１（Ａ））Ｖ

０
ｊ （２８）

ε１：
ｄＶ１ｊ
ｄｔ＝［Ｍ０＋Ｍ１（Ａ）］Ｖ

１
ｊ＋

　［Ｍ１（Ｖ
０
ｊ）－Ｍ１（Ａ）］Ｖ

０
ｊ （２９）

ε２：
ｄＶ２ｊ
ｄｔ＝［Ｍ０＋Ｍ１（Ａ）］Ｖ

２
ｊ＋

　［Ｍ１（Ｖ
０
ｊ）－Ｍ１（Ａ）］Ｖ

１
ｊ＋

　Ｍ１（Ｖ
１
ｊ）Ｖ

０
ｊ （３０）

方程（２８）是齐次线性常微分方程组，其通解为
Ｖ０ｊ（ｔ）＝ｅ

ＨｔＡ （３１）
其中Ｈ＝Ｍ０＋Ｍ１（Ａ）．方程（２９）和（３０）是非齐次
线性常微分方程组，其通解分别为

Ｖ１ｊ（ｔ）＝ｅ
Ｈｔ（Ｈ－１ｒ０）－Ｈ

－１ｒ０ （３２）

Ｖ２ｊ（ｔ）＝ｅ
Ｈｔ（Ｈ－１ｒ１）－Ｈ

－１ｒ１ （３３）
其中

ｒ０＝（Ｍ１（Ｖ
０
ｊ）－Ｍ１（Ａ））Ｖ

０
ｊ，

ｒ１＝（Ｍ１（Ｖ
０
ｊ）－Ｍ１（Ａ））Ｖ

１
ｊ＋

　Ｍ１（Ｖ
１
ｊ）Ｖ

０
ｊ．

矩阵指数函数 ｅＨｔ可通过精细积分方法精确求得．
将按照以上公式得到的结果代入（２７）式，并取ε＝
１，便可得到方程（２２）的数值解．

为提高计算精度，可令时间步长为 τ，一系列

等步长τ的时刻为
ｔ０＝０，
ｔ１＝τ，…，
ｔｋ＝ｋ·τ，…

将方程（３１）－（３３）中的初始值Ａ修改为ｔｋ时刻的
解，便可通过递推的逐步积分公式得到 ｔｋ＋１时刻
的值．

４　数值结果及讨论

下面以Ｌｅｌａｎｄ模型为例验证小波同伦摄动法
的有效性．交易费用对期权价格的影响体现在波动
率的变化上，即波动率不再是常数，而是 ｔ，Ｓ，Ｖ的
函数，即

珟σ２＝σ２（１＋Ｌｅｓｉｇｎ（ＶＳＳ）） （３４）
其中Ｌｅｌａｎｄ系数Ｌｅ定义为

Ｌｅ＝ ２
槡π

ｋ
σ δ槡ｔ

δｔ表示两次交易之间的时间差．显然 δｔ越小，交易
越频繁，从而交易费用和Ｖ值也越高．

在没有交易费的情况下，欧式看涨和看跌期权

的价格Ｖ均满足ＶＳＳ＞０．假设在有交易费的情况下

该性质仍然成立，调整后的波动率为常数 珟σ２＝σ２

（１＋Ｌｅ），则方程（２）变为线性方程．
所采用的参数为：δｔ＝０．０１，ｋ＝０．０５，无风险

利率ｒ＝０．１，波动率 σ＝０．２，执行价格 Ｋ＝１００，Ｔ
＝１．数值求解结果如图２所示．由此可见，自适应
小波数值方法可有效捕捉看涨期权价格演化过程

中梯度变换加大的位置，在激波处自适应增加配点

数．由于只是在局部增加配点，既保证了解函数在
出现激波的位置处的逼近精度，也避免了非自适应

方法全局增加配点所带来的计算量的增加．
此外，为验证该方法在分析期权定价方面的有

效性，将Ｌｅｌａｎｄ模型的小波同伦摄动解结果和线
性Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ方程的精确结果进行了对比，其
误差如图３所示．两种模型得到的期权价格差异主
要体现在执行价格附近，随着在执行价格附近交易

量的增大，交易费用所带来的期权价格波动率的增

大也体现出来．其直接结果是非线性 Ｌｅｌａｎｄ模型
计算得到的期权价格在执行价格附近更符合实际

结果．这也从另外一个角度验证了本文所给出的方
法的有效性．

３６３
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图２　看涨期权价格随参数ｔ的演化过程

Ｆｉｇ．２　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃａｌｌｏｐｔｉｏｎｐｒｉｃｅｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｔ

图３　非线性看涨期权和线性看涨期权的差异

Ｆｉｇ．３　Ｅｒｒｏｒｏｆｃａｌｌｏｐｔｉｏｎｐｒｉｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｌｉｎｅａｒａｎｄ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒＢｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓｍｏｄｅｌｓ

５　结论

Ｂｌａｃｋ－Ｓｃｈｏｌｅｓ模型不但在期权定价方面得到

广泛应用，在其他金融衍生产品如期货、风险投资

等领域也得到越来越多的应用，随之而来的是不同

的非线性期权定价模型不断被提出．因此，高效的
数值求解方法或近似解析方法具有非常重要的理

论意义和实用价值．小波数值方法其实属于一种半
解析方法，充分利用了小波变换的自适应性和同伦

摄动法的高效性．但我们同时注意到，同伦摄动技
术仅适合弱非线性方程．将适合强非线性问题的同
伦分析方法推广到非线性常微分方程组的求解中，

将使该方法的应用范围更为广泛．
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