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基于 Ｂｅｚｉｅｒ插值方法的作大范围旋转运动
锥形悬臂梁动力学研究
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摘要　研究了作大范围旋转运动高度和宽度均沿着梁长度方向变化的锥形悬臂梁动力学问题．采用 Ｂｅｚｉｅｒ

插值方法对柔性梁的变形场进行描述，考虑柔性梁的纵向拉伸变形和横向弯曲变形，计入由于横向弯曲变

形引起的纵向缩短，即非线性耦合项．运用第二类拉格朗日方程推导出作旋转运动锥形梁的动力学方程，并

编制了动力学仿真软件，对作旋转运动锥形梁的频率和动力学响应进行研究．结果表明：不同锥形梁截面的

动力学响应和系统频率将有明显差异，因此对实际系统合理建模，将能得到更为精确的结果．

关键词　锥形梁，　Ｂｅｚｉｅｒ插值方法，　锥度比，　固有频率

引 言

旋转悬臂柔性梁的动力学建模和振动研究在

机械工程领域具有重要的应用背景，如直升机旋

翼、涡轮机叶片、柔性机械臂等．１９２１年，Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ、
Ｇｏｕｇｈ［１］利用Ｒａｙｌｅｉｇｈ能量理论对旋转运动柔性梁
的固有频率进行研究，推导出著名的 Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ方
程来求解旋转悬臂柔性梁的固有频率；随后，

Ｗｒｉｇｈｔ等［２］采用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ方法推
导了梁固有频率和振型的精确解；Ｙｏｏ等［３］采用

Ｒａｙｌｅｉｇｈ－Ｒｉｔｚ假设模态法和达朗贝尔原理研究旋
转悬臂梁固有频率和振型的数值解；方建士等［４］对

固结于转动刚体上外接柔性梁的刚柔耦合动力学

建模和频率特性进行研究，指出文献［３］的相关结
论值得商榷．

上述研究的重点主要是等截面梁模型，而在实

际工程实例中，梁截面一般不是等截面，而采用等

截面梁模型进行简化建模势必产生误差，进而影响

对该类结构动力学特性的分析．采用与实际结构相
符的锥形梁建模将更加合理．ＫｈｕｌｉｅｆＹ．Ａ［５］对带
有集中质量作旋转运动的锥形梁固有频率进行研

究 ，得到大量重要的图表；随后，Ｂａｚｏｕｎｅ［６］对考虑
剪切变形的作旋转运动锥形 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁固有频
率进行研究，并与 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁进行对比；文
献［７］着重研究了中心刚体 －变截面梁系统的动

力学特性，指出梁宽比、梁高比以及梯形梁变截面

位置对系统动力学特性产生重要影响．
本文对作旋转运动锥形梁的动力学问题进行

研究，采用第二类拉格朗日方程和 Ｂｅｚｉｅｒ插值方
法，考虑柔性梁的纵向拉伸变形和横向弯曲变形，

计入由于横向弯曲变形引起的纵向缩短，即非线性

耦合项，推导出作旋转运动锥形梁的动力学方程，

并编制动力学仿真软件．基于动力学仿真软件，对
锥形梁的频率和动力学响应进行研究．

１　作旋转运动锥形悬臂梁运动学描述

１．１　作旋转运动锥形悬臂梁的物理模型
考虑图１（ａ）所示刚柔耦合系统，中心刚体做

定轴转动，其上以悬臂方式连接柔性锥形梁，研究

系统绕Ｚ轴旋转的平面运动问题．图１（ｂ）为锥形
梁正视图，代表梁高度沿梁长方向的变化趋势；图

１（ｃ）为锥形梁仰视图，表示梁宽度方向沿梁长方
向的变化趋势．梁的参数为：梁长为 Ｌ，ｃ为梁宽度
和高度的锥度比，τ为刚体上合外力关于Ｚ轴的力
矩，刚体绕Ｚ轴的转动惯量为 Ｊｏｈ，半径为 ｒＨ，Ｓ（ｘ）
为截面面积，Ｉ（ｘ）为截面绕与Ｚ轴平行截面中心轴
的惯性矩，ρ、Ｅ为梁的密度以及弹性模量，梁的横
截面积Ｓ（ｘ）以及抗弯刚度ＥＩ（ｘ）表示为：

Ｓ（ｘ）＝Ｓ０（１－ｃ
ｘ
Ｌ）

ｎ１＋ｎ２ （１）
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ＥＩ（ｘ）＝ＥＩ０（１－ｃ
ｘ
Ｌ）

ｎ１＋３ｎ２ （２）

其中Ｓ０、Ｉ０为锥形梁悬臂端的横截面积和截面惯性
矩，ｎ１、ｎ２分别为梁高度以及宽度的截面变化系数，
本文主要选择 ０和 １两种情况考虑．如取 ｎ１＝０
时，梁高度将不随截面位置而变化；同理 ｎ２＝０代
表梁宽度不随截面位置变化．如取ｎ１＝ｎ２＝１，则梁
高度以及宽度变化如图１（ｂ）、（ｃ）所示．锥度比 ｃ
的取值范围为０＜ｃ＜１，当 ｃ＝０时梁为等截面梁；
而当ｃ＝１时，梁自由端理论上将变为一个点．

图１　作旋转运动锥形悬臂梁的物理模型

Ｆｉｇ．１　Ｐｈｙｓｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆａｒｏｔａｔｉｎｇｔａｐｅｒｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

１．２　锥形悬臂柔性梁运动学和变形描述

图２　锥形悬臂柔性梁变形示意图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔａｐｅｒｅｄｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

图２是锥形悬臂柔性梁的结构平面变形位移
图，过刚体转动中心建立惯性坐标系 ＯＸＹ，在柔性

梁上建立浮动坐标系 ｏ′ｘｙ．从惯性坐标系 ＯＸＹ原
点Ｏ引往柔性梁上某点Ｐ变形后的矢径为：

ｒ＝ｒＡ＋ρ

０＋ｕ


（３）

式（３）中，ｒＡ为刚体质心 Ｏ至浮动坐标基点 ｏ′矢

径，ρ０为点Ｐ变形前在浮动基中的矢径，ｕ

为该点

的变形位移矢量，浮动基下的坐标为：

ｕｘ＝ｗ１＋ｗｃ
ｕｙ＝ｗ{

２

（４）

式中，ｗ１为轴向伸长变形量，ｗ２为横向弯曲变形
量．ｗｃ是横向弯曲变形引起的纵向缩短量，即非线
性耦合变形量，为：

ｗｃ＝－
１
２∫

ｘ

０
（
ｗ２
ξ
）２ｄξ （５）

设Θ为浮动基相对于惯性坐标系的方向余弦矩
阵，矢径 ｒ在惯性基下的坐标阵为：

ｒ＝Θ（ｒＡ＋ρ

０＋ｕ


） （６）

式中，ｒＡ＝（ｒＨ，０）
Ｔ，ρ０＝（ｘ，０）

Ｔ，ｕ ＝（ｕｘ，ｕｙ）
Ｔ，Θ＝

ｃｏｓθ　－ｓｉｎθ
ｓｉｎθ　 ｃｏｓ( )θ 式（６）对时间ｔ求导，点Ｐ的速度为：

ｒ
·

＝Θ
·

（ｒＡ＋ρ

０＋ｕ


）＋Θｕ

·

（７）
系统的动能和变形势能可表示为：

Ｔ＝１２∫Ｖρｒ
·
Ｔｒ
·

ｄＶ＋１２Ｊｏｈθ
·２ （８）

Ｕ＝１２∫
Ｌ

０
ＥＳ（
ｗ１
ｘ
）２ｄｘ＋１２ＥＩ（

２ｗ２
ｘ２
）２ｄｘ （９）

１．３　Ｂｅｚｉｅｒ插值方法离散柔性梁变形场
贝齐尔采用特征多边形顶点的变形与伯恩斯

坦基函数的线性组合表示曲线任意位置的变形：

ｒ（ε）＝∑
ｍ

ｉ＝０
Ｊｍ，ｉ（ε）Ｖｉ （１０）

其中ｍ为 Ｂｅｚｉｅｒ曲线的次数，ｉ为特征多边形顶点
的序号，０≤ｉ≤ｍ，ε为参数，０≤ε≤１．Ｖｉ是特征多
边形顶点的变形，Ｊｍ，ｉ（ε）是伯恩斯坦基函数：

Ｊｍ，ｉ（ε）＝Ｃ
ｉ
ｍε
ｉ（１－ε）ｍ－ｉ （１１）

Ｃｉｍ＝
ｍ！

ｉ！（ｍ－ｉ）！ （１２）

梁的轴向伸长和横向弯曲变形可表示为：

ｗ１＝［Ｊ］｛ａ｝

ｗ２＝［Ｊ］｛ｂ{ ｝
（１３）

其中：

［Ｊ］＝［Ｊｍ，０（
ｘ
Ｌ），Ｊｍ，１（

ｘ
Ｌ），…，Ｊｍ，ｍ（

ｘ
Ｌ）］

８４３
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｛ａ｝＝［ａ０，ａ１，…，ａｍ］
Ｔ

｛ｂ｝＝［ｂ０，ｂ１，…，ｂｍ］
Ｔ （１４）

其中ａｉ，ｂｉ分别为梁轴向和横向的特征多边形顶点
的变形时间变量，ａ０、ｂ０，ｂ１决定梁悬臂端轴向变
形、横向变形和转角，本文研究悬臂梁，梁悬臂端轴

向变形、横向变形以及转角为零，即ａ０、ｂ０，ｂ１为零．
采用Ｂｅｚｉｅｒ插值离散的悬臂梁上任意点轴向变形
和横向弯曲变形可表示为：

ｗ１＝Φｘ（ｘ）Ａ（ｔ）

ｗ２＝Φｙ（ｘ）Ｂ（ｔ{ ）
（１５）

其中，Φｘ（ｘ）＝Ｒ
１×Ｎｘ和 Φｙ（ｘ）＝Ｒ

１×Ｎｙ分别为梁的

轴向振动和横向振动的伯恩斯坦基函数行向量，Ａ
（ｔ）∈ＲＮｘ和 Ｂ（ｔ）∈ＲＮｙ分别为轴向振动和横向振
动的Ｂｅｚｉｅｒ插值控制顶点变形列向量（广义坐标变
量），分别为：

Φｘ（ｘ）＝［ＪＮｘ，１（
ｘ
Ｌ），ＪＮｘ，２（

ｘ
Ｌ）……ＪＮｘ，Ｎｘ（

ｘ
Ｌ）］

Ａ（ｔ）＝［ａ１，ａ２，……，ａＮｘ］
{ Ｔ

（１６）

Φｙ（ｘ）＝［ＪＮｙ＋１，２（
ｘ
Ｌ），ＪＮｙ＋１，３（

ｘ
Ｌ）……

　ＪＮｙ＋１，Ｎｙ＋１（
ｘ
Ｌ）］

Ｂ（ｔ）＝［ｂ１，ｂ２，……，ｂＮｙ＋１］













Ｔ

（１７）

横向弯曲变形引起的纵向缩短量为：

ｗｃ＝－
１
２Ｂ

ＴＨ（ｘ）Ｂ （１８）

式中耦合形函数Ｈ（ｘ）∈ＲＮｙ×Ｎｙ为

Ｈ（ｘ）＝∫
ｘ

０
（
ΦＴｙ（ξ）
ξ

）（
Φｙ（ξ）
ξ

）ｄξ （１９）

２　系统动力学方程

将Ｂｅｚｉｅｒ插值离散的梁的纵向变形和横向变
形代入系统动能和势能表达式（８）、（９）中，取广义
坐标ｑ＝（θ，ＡＴ，ＢＴ）Ｔ，运用第二类拉格朗日方程：

ｄ
ｄｔ（
Ｔ
ｑ
）－Ｔ
ｑ
＝－Ｕ
ｑ
＋Ｆｑ （２０）

式中Ｆｑ＝（τ，０，０）
Ｔ．考虑到变形耦合项ｗｃ是横向位

移ｗ２的二阶小量，在动能展开时可作适当简化，舍去
与ｗｃ相关的一些高阶量，可得系统的动力学方程：

Ｍ１１ Ｍ１２ Ｍ１３
Ｍ２１ Ｍ２２ ０

Ｍ３１ ０ Ｍ









３３

θ
¨

Ａ
¨

Ｂ












¨

＝

Ｑθ
ＱＡ
Ｑ









Ｂ

（２１）

其中：

Ｍ１１＝Ｊｏｈ＋Ｊｏｂ＋２ＳｘＡ＋Ａ
ＴＭ１Ａ＋

　ＢＴＭ２Ｂ－Ｂ
Ｔ（ｒＨＣ＋Ｄ）Ｂ （２２）

Ｍ２１＝Ｍ
Ｔ
１２＝－Ｍ３Ｂ （２３）

Ｍ３１＝Ｍ
Ｔ
１３＝Ｓ

Ｔ
ｙ＋Ｍ

Ｔ
３Ａ （２４）

Ｍ２２ ＝Ｍ１ ＝∫
Ｌ

０
ρＳΦＴｘΦｘｄｘ （２５）

Ｍ３３ ＝Ｍ２ ＝∫
Ｌ

０
ρＳΦＴｙΦｙｄｘ （２６）

Ｑθ＝τ－２θ
·

［ＳｘＡ
·

＋ＡＴＭ１Ａ
·

＋ＢＴＭ２Ｂ
·

－

　ＢＴ（ｒＨＣ＋Ｄ）Ｂ
·

］ （２７）

ＱＡ＝θ
·２ＳＴｘ＋２θ

·

Ｍ３Ｂ
·

＋（θ
·２Ｍ１－Ｋ１）Ａ （２８）

ＱＢ＝θ
·２（Ｍ２－ｒＨＣ－Ｄ）Ｂ－２θ

·

Ｍ３Ａ
·

－Ｋ２Ｂ

（２９）
由于耦合建模方法在变形位移中考虑了二次

耦合变形量，在动力学方程中增加了附加耦合项

（用下划线表示），这些附加的耦合项出现在广义

质量阵和力阵中．式（２２）～（２９）中相关的常系数
矩阵表达式如下：

Ｊｏｂ ＝∫
Ｌ

０
ρ（ｒＨ ＋ｘ）

２Ｓ（ｘ）ｄｘ （３０）

Ｓｘ ＝∫
Ｌ

０
ρ（ｒＨ ＋ｘ）Ｓ（ｘ）Φｘ（ｘ）ｄｘ （３１）

Ｓｙ ＝∫
Ｌ

０
ρ（ｒＨ ＋ｘ）Ｓ（ｘ）Φｙ（ｘ）ｄｘ （３２）

Ｍ３ ＝∫
Ｌ

０
ρＳ（ｘ）ΦＴｘΦｙｄｘ （３３）

Ｃ＝∫
Ｌ

０
ρＳ（ｘ）Ｈ（ｘ）ｄｘ （３４）

Ｄ＝∫
Ｌ

０
ρｘＳ（ｘ）Ｈ（ｘ）ｄｘ （３５）

Ｋ１ ＝∫
Ｌ

０
ＥＳ（ｘ）Φ′ＴｘΦ′ｘｄｘ （３６）

Ｋ２ ＝∫
Ｌ

０
ＥＩ（ｘ）Φ＂ＴｙΦ

＂
ｙｄｘ （３７）

３　大范围运动已知的动力学仿真

大范围运动规律已知时，通过方程（２１）可得
柔性悬臂梁的动力学方程为：

Ｍ２２ ０

０ Ｍ[ ]
３３

Ａ
¨

Ｂ[ ]̈ ＝ ＱＡ－Ｍ２１θ
¨

ＱＢ－Ｍ３１θ
[ ]̈ （３８）

令中心刚体半径 ｒＨ＝０，梁的参数取为：梁长 Ｌ＝

８ｍ，梁悬臂端横截面积Ｓ０＝７．２９６８×１０
－５ｍ２，截面

９４３
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惯性矩Ｉ０＝８．２１８９×１０
－９ｍ４，体积密度 ρ＝２．７６６７

×１０３ｋｇ／ｍ３，弹性模量 Ｅ＝６．８９５２×１０１０Ｎ／ｍ２．假
定悬臂梁由静止开始做大范围旋转运动，大范围运

动角速度规律取与文献［８］相同，为：

θ
·

＝
Ω０
Ｔｔ－

Ω０
２π
ｓｉｎ（２πＴｔ），０≤ｔ≤Ｔ

Ω０
{ ｔ＞Ｔ

（３９）

其中，Ｔ＝１５ｓ，柔性梁在 Ｔ＝１５ｓ时达到角速度 Ω０，
随后以恒定角速度Ω０运动，取Ω０＝４ｒａｄ／ｓ．

图３给出Ω０＝４ｒａｄ／ｓ时等截面柔性梁末端横
向弯曲变形，Ｂｅｚｉｅｒ插值方法的横向弯曲变形用点
线与有限元法的实线、假设模态法的短划线区分

开，从图中可看出Ｂｅｚｉｅｒ插值离散方法的仿真结果
与有限元法以及假设模态法的仿真结果相吻合，并

与文献［８］中图３的仿真结果一致．

图３　柔性梁末端的横向变形

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｐｏｆｔｈｅｂｅａｍ

图４～６分别给出Ω０＝４ｒａｄ／ｓ时不同锥形截面
梁末端的横向变形．图４表示高度不随长度变化，仅

宽度随长度ｘ线性变化（即ｎ１＝０，ｎ２＝１）锥形梁末
端横向变形，如图所示，锥形梁末端变形位移随着锥

度比的增加而减小；图５表示高度随着长度ｘ线性

变化，而宽度不随长度ｘ变化（即ｎ１＝１，ｎ２＝０）锥形
梁末端横向变形，从图中可知，锥形梁末端变形随着

锥度比的增加而减小；图６表示高度以及宽度均随

长度ｘ线性变化（即ｎ１＝ｎ２＝１）锥形梁末端横向变
形，如图所示，锥形梁末端变形随着锥度比的增加而

减小，且减小速率大于前两种情况．

图４　不同锥度比下梁末端的横向变形（ｎ１＝０，ｎ２＝１）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｐｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔａｐｅｒｒａｔｉｏｓｆｏｒｎ１＝０，ｎ２＝１

图５　不同锥度比下梁末端的横向变形（ｎ１＝１，ｎ２＝０）

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｐｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔａｐｅｒｒａｔｉｏｓｆｏｒｎ１＝１，ｎ２＝０

表１　大范围运动恒定下锥形梁末端响应频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｒｅｓｐｏｎｓｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｔｉｐｏｆｔｈｅｔａｐｅｒｅｄ

ｂｅａｍｗｈｅｎｔｈｅａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｉｓｃｏｎｓｔａｎｔ

４ｒａｄ／ｓ
ｃ ｎ１＝０　ｎ２＝１ ｎ１＝１　ｎ２＝０ ｎ１＝１　ｎ２＝１
０．２ ０．５５１７２４ ０．５６２５８８ ０．５８３０９０
０．４ ０．５７５５４０ ０．６０６０６１ ０．６５０１９５
０．６ ０．６０９７６０ ０．６６９１２０ ０．７４９８１３
０．８ ０．６６６６６７ ０．７６９２３０８ ０．９０７７１６

０５３
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表１表示大范围运动恒定时锥形梁末端响应
频率对比，如表可示，三种锥形梁的响应频率均随

锥度比的增加而增加．

图６　不同锥度比下柔性梁末端的横向变形（ｎ１＝１，ｎ２＝１）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｐｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔａｐｅｒｒａｔｉｏｓｆｏｒｎ１＝１，ｎ２＝１

图７　不同ｎ１，ｎ２柔性梁末端的横向变形

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｐｏｆｔｈｅ

ｂｅａｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎ１ａｎｄｎ２

图７给出锥度比为ｃ＝０．５时柔性锥形梁末端
的横向变形，如图所示，与等截面梁末端横向弯曲

变形相比，高度以及宽度方向均沿长度ｘ线性变化
的变形最小，仅高度沿长度 ｘ线性变化的其次，而

仅宽度方向沿长度ｘ线性变化的最大．这说明高度
变化的影响大于宽度的影响．

４　作旋转运动锥形悬臂梁横向弯曲固有频
率分析

为了简化分析，假定大范围运动角速度恒定，

即θ
¨
＝０．忽略悬臂锥形梁的纵向振动效应，则锥形

梁的横向弯曲振动方程可由式（２１）得到：

Ｍ２Ｂ
¨
＋［θ

·２（Ｄ－Ｍ２）＋Ｋ２］Ｂ＝０ （４０）
表２　ｃ＝０．５，ｎ１＝０，ｎ２＝１时恒定角速度变化

的锥形梁前四阶频率

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅ

ｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍｆｏｒｃ＝０．５，ｎ１＝０，ｎ２＝１
Ｃ＝０．５ ｎ１＝０　ｎ２＝１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
（ｒａｄ／ｓ） ω１ ω２ ω３ ω４
０ ０．５０３７９ ２．４１８３ ６．７１６８ １９．１２
１ ０．５１０５５ ２．４４３ ６．７４０９ １９．１３５
２ ０．５２９５１ ２．５１５７ ６．８１２５ １９．１８１
３ ０．５５７５５ ２．６３２５ ６．９３０３ １９．２５８４
４ ０．５９１１５ ２．７８７９ ７．０９２１ １９．３６５
５ ０．６２７５４ ２．９７６ ７．２９４９ １９．５０２
６ ０．６６４８７ ３．１９０８ ７．５３５７ １９．６６８
７ ０．７０２０９ ３．４２７ ７．８１１ １９．８６３
８ ０．７３８７１ ３．６８０４ ８．１１７２ ２０．０８５
９ ０．７７４５１ ３．９４７４ ８．４５１１ ２０．３３５
１０ ０．８０９４６ ４．２２５２ ８．８０９４ ２０．６１
１２ ０．８７７１２ ４．８０５５ ９．５８８１ ２１．２３４
１６ １．００６４ ６．０２８２ １１．３３ ２２．７５
２４ １．２５８９ ８．５９１ １５．２３４ ２６．６２５
３６ １．６４９９ １２．５４４ ２１．５３７ ３３．７９３

图８　随旋转角速度变化的不同锥形截面梁前四阶频率比较

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｔａｐｅｒｅｄｂｅａｍｗｉｔｈｔｈｅａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙ

式中Ｍ２为动力柔化项，Ｄ是动力刚化阵，是考虑横向
弯曲变形引起的纵向缩短量（即非线性耦合量）ｗｃ而
产生的，整体上Ｄ－Ｍ２产生动力刚化效应，而Ｋ２则
是结构动力学中的静刚度阵．求解方程（４０）时，令：

Ｂ＝Ｙｓｉｎ（ωｔ＋α） （４１）

１５３
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代入方程（４０）得：

ω２Ｍ２Ｂ＝［θ
·２（Ｄ－Ｍ２）＋Ｋ２］Ｂ （４２）

对于作旋转运动锥形悬臂梁的横向弯曲振动

频率的求解问题就转化为方程（４２）的特征值数值
解问题，ω就是需要求解的固有频率．

表３　ｃ＝０．５，ｎ１＝１，ｎ２＝０时恒定角速度变化的

锥形梁前四阶频率

Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｔａｐｅｒｅｄ

ｂｅａｍｆｏｒｃ＝０．５，ｎ１＝１，ｎ２＝０
Ｃ＝０．５ ｎ１＝０　ｎ２＝１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
（ｒａｄ／ｓ） ω１ ω２ ω３ ω４
０ ０．５６８４７ ３．１１７４ ８．５４１８ ３４．４５４
１ ０．５７３１９ ３．１３６ ８．５６１４ ３４．４６２
２ ０．５８６８ ３．１９１２ ８．６２０１ ３４．４８８
３ ０．６０７７９ ３．２８１３ ８．７１６９ ３４．５３
４ ０．６３４２２ ３．４０３６ ８．８５０８ ３４．５８９
５ ０．６６４２７ ３．５５５１ ９．０２ ３４．６６５
６ ０．６９６４２ ３．７３２２ ９．２２２６ ３４．７５７
７ ０．７２９６３ ３．９３１５ ９．４５６４ ３４．８６６
８ ０．７６３２１ ４．１４９９ ９．７１９２ ３４．９９２
９ ０．７９６７７ ４．３８４６ １０．００９ ３５．１３３
１０ ０．８３０１１ ４．６３２９ １０．３２２ ３５．２９１
１２ ０．８９５８８ ５．１６２７ １１．０１５ ３５．６５４
１６ １．０２４６ ６．３１３７ １２．６０５ ３６．５６２
２４ １．２８０６ ８．８０４ １６．３０１ ３９．０４８
３６ １．６７８７ １２．７１８ ２２．４５１ ４４．１６

表４　ｃ＝０．５，ｎ１＝１，ｎ２＝１时恒定角速度变化

的锥形梁前四阶频率

Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｔａｐｅｒｅｄ

ｂｅａｍｆｏｒｃ＝０．５，ｎ１＝１，ｎ２＝１
Ｃ＝０．５ ｎ１＝０　ｎ２＝１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
（ｒａｄ／ｓ） ω１ ω２ ω３ ω４
０ ０．６０９３７ ２．５７８９ ７．０５７２ １８．１６７
１ ０．６１５６４ ２．５９９４ ７．０７６３ １８．１８２
２ ０．６３３４９ ２．６６ ７．１３３２ １８．２２４
３ ０．６６０５５ ２．７５８１ ７．２２７１ １８．２９５
４ ０．６９３９３ ２．８８９９ ７．３５６９ １８．３９３
５ ０．７３１０７ ３．０５１１ ７．５２０６ １８．５１９
６ ０．７７００５ ３．２３７１ ７．７１６４ １８．６７１
７ ０．８０９６１ ３．４４３６ ７．９４２ １８．８５
８ ０．８４９ ３．６６６９ ８．１９５１ １９．０５５
９ ０．８８７８ ３．９０３９ ８．４７３３ １９．２８４
１０ ０．９２５８２ ４．１５２ ８．７７４３ １９．５３７
１２ ０．９９９３５ ４．６７３６ ９．４３６１ ２０．１１１
１６ １．１３７９ ５．７８２６ １０．９４６ ２１．５０５
２４ １．３９８３ ８．１２８５ １４．４２３ ２５．０７２
３６ １．７８８４ １１．７７２ ２０．１６１ ３１．６８

表２～４表示大范围运动为恒定角速度时锥形
截面柔性梁的前四阶频率，从表２～４中可知，锥形

梁的频率随着恒定角速度 θ
·

的增大而增大．图８为

大范围运动为恒定角速度时，随着恒定角速度的增

加，三种不同锥形梁的前四阶频率对比图，如图可

知，仅高度沿长度ｘ线性变化（即ｎ１＝１，ｎ２＝０）的锥
形柔性悬臂梁的频率变化比其它两种锥形截面的

大，且该第三阶频率与第四阶的频率空间很大；而高

度以及宽度均沿长度ｘ线性变化（即ｎ１＝ｎ２＝１）的
锥形柔性悬臂梁的频率变化与仅宽度沿长度ｘ线性
变化（即ｎ１＝０，ｎ２＝１）的相差不大，可知宽度变化对
锥形梁的影响将大于高度的变化，亦可从式（２）中得
到，宽度变化对梁抗弯刚度的影响大于高度变化的．

图９　梁前四阶频率随锥度比ｃ变化（ｎ１＝０，ｎ２＝１）

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｔａｐｅｒｒａｔｉｏ

ｆｏｒｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｍｏｄｅｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ（Ｔａｂｌｅ５）

图１０　梁前四阶频率随锥度比ｃ变化（ｎ１＝１，ｎ２＝０）

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｔａｐｅｒｒａｔｉｏ

ｆｏｒｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｍｏｄｅｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ（Ｔａｂｌｅ６）

表５～７给出大范围运动为恒定角速度（θ
·

＝

４ｒａｄ／ｓ）时，三种不同锥形梁的前四阶频率随锥度
比的变化．当锥度比ｃ＝０时，三种情况的锥形梁均
为等截面梁，该锥度比下的第一阶固有频率与文献

［９］给出的０．５３２ＨＺ一致．图９～１１表示大范围运

动为恒定角速度（θ
·

＝４ｒａｄ／ｓ）时，三种锥形梁的前
四阶频率随锥度比 ｃ变化图，从图中可示，三种情
况锥形梁的第一阶频率均随锥度比 ｃ的增加而增
加；当ｎ１＝０，ｎ２＝１与ｎ１＝１，ｎ２＝１时，梁的第２～

２５３
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４阶频率均随锥度比ｃ的增加而减小；而当 ｎ１＝１，
ｎ２＝０时，锥形梁的第１～３阶频率随锥度比ｃ的增
加而增加，第４阶频率随锥度比 ｃ的增加而减小．
图１１中前四阶频率变化趋势与文献［１０］中图３无
量纲频率变化趋势一致．

图１１　梁前四阶频率随锥度比ｃ变化（ｎ１＝１，ｎ２＝１）

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｔａｐｅｒｒａｔｉｏ

ｆｏｒｔｈｅｆｏｕｒｌｏｗｅｓｔｍｏｄｅｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ（Ｔａｂｌｅ７）

表５　θ
·
＝４ｒａｄ／ｓ，ｎ１＝０，ｎ２＝１时梁前四阶频率

随锥度比的变化

Ｔａｂｌｅ５　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｔｈｅｔａｐｅｒｒａｔｉｏｆｏｒ

θ
·
＝４ｒａｄ／ｓ，ｎ１＝０，ｎ２＝１

４ｒａｄ／ｓ ｎ１＝０　ｎ２＝１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
ｃ ω１ ω２ ω３ ω４
０ ０．５３２７３ ３．２７２２ ８．７２４８ ３７．２４１
０．１ ０．５４１１７ ３．１８３５ ８．３５６５ ３３．５０９
０．２ ０．５５０８７ ３．０９０９ ８．０１０３ ２９．８３３
０．３ ０．５６２０８ ２．９９４ ７．６８６８ ２６．２３
０．４ ０．５７５２９ ２．８９２９ ７．３８３８ ２２．７２７
０．５ ０．５９１１５ ２．７８７９ ７．０９２１ １９．３６５
０．６ ０．６１０７５ ２．６８０６ ６．７８５３ １６．２２４
０．７ ０．６３５８７ ２．５７２９ ６．３９５９ １３．４５４
０．８ ０．６６９９１ ２．４６７ ５．７８７８ １１．３４９
０．９ ０．７２０３８ ２．３６５４ ４．９３２５ １０．２５７

表６　θ
·
＝４ｒａｄ／ｓ，ｎ１＝１，ｎ２＝０时梁前四阶频率随

锥度比的变化

Ｔａｂｌｅ６　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｔｈｅｔａｐｅｒｒａｔｉｏｆｏｒ

θ
·
＝４ｒａｄ／ｓ，ｎ１＝１，ｎ２＝０

４ｒａｄ／ｓ ｎ１＝０　ｎ２＝１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
ｃ ω１ ω２ ω３ ω４
０ ０．５３２７３ ３．２７２２ ８．７２４８ ３７．２４１
０．１ ０．５４７４５ ３．２９０９ ８．７３８５ ３６．８５３
０．２ ０．５６４３ ３．３１２３ ８．７５６１ ３６．４１１
０．３ ０．５８３７６ ３．３３７２ ８．７７９ ３５．８９９
０．４ ０．６０６７１ ３．３６６９ ８．８０９４ ３５．３０２
０．５ ０．６３４２２ ３．４０３６ ８．８５０８ ３４．５８９
０．６ ０．６６８２１ ３．４５１３ ８．９０９５ ３３．７１９
０．７ ０．７１１６６ ３．５１７５ ８．９９７９ ３２．６２５
０．８ ０．７７ ３．６１９８ ９．１４４５ ３１．１９４
０．９ ０．８５４２１ ３．８０６８ ９．４３８９ ２９．２７

表７　θ
·
＝４ｒａｄ／ｓ，ｎ１＝１，ｎ２＝１时梁前四阶频率

随锥度比的变化

Ｔａｂｌｅ７　Ｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｔｈｅｔａｐｅｒｒａｔｉｏｆｏｒ

θ
·
＝４ｒａｄ／ｓ，ｎ１＝１，ｎ２＝１

４ｒａｄ／ｓ ｎ１＝０　ｎ２＝１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈｚ）
ｃ ω１ ω２ ω３ ω４
０ ０．５３２７３ ３．２７２２ ８．７２４８ ３７．２４１
０．１ ０．５５５９６ ３．２０１２ ８．３７６９ ３３．１６７
０．２ ０．５８２５７ ３．１２６８ ８．０６９ ２９．２０４
０．３ ０．６１３４９ ３．０４９ ７．８０２３ ２５．３８２
０．４ ０．６４９９８ ２．９６９ ７．５７１９ ２１．７５２
０．５ ０．６９３９３ ２．８８９９ ７．３５６９ １８．３９３
０．６ ０．７４８３１ ２．８１７３ ７．０９７６ １５．４５８
０．７ ０．８１７９５ ２．７５９２ ６．６６４３ １３．２２１
０．８ ０．９１１２９ ２．７２４３ ５．９５５１ １２．０３４
０．９ １．０４３３ ２．７４１６ ５．３１５６ １２．０２７

５　结论

本文采用第二类拉格朗日方程和 Ｂｅｚｉｅｒ插值
离散方法，推导了符合工程实际需要的作大范围旋

转运动锥形悬臂梁刚柔耦合结构动力学模型．模型
不仅考虑了大范围旋转带来的刚柔耦合作用，而且

考虑了横向弯曲变形与轴向变形的相互耦合作用．
最后对作旋转运动锥形梁的频率和动力学响应进

行研究，得到以下结论：（１）不同锥形梁截面将对
柔性变形产生影响，高度变化的影响大于宽度的影

响．（２）旋转悬臂梁的频率随不同锥形梁截面而变
化，ｎ１＝１，ｎ２＝１和 ｎ１＝０，ｎ２＝１情况下的频率变

化趋势相同，而ｎ１＝１，ｎ２＝０情况下锥形梁的频率
变化趋势与其它两种有很大不同，则说明宽度随长

度线性变化的锥形梁截面对频率的影响大于高度

随长度变化的锥形梁截面．（３）当 ｎ１＝１，ｎ２＝０情
况下，锥形梁的第３阶频率与第４阶频率的空间范
围很大，这将有利于在该区间设置结构工作频率，

将大大增加结构工作安全频率范围．
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