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高速列车受流的稳定性分析

冯自进　郭树起
（石家庄铁道大学，石家庄　０５００４３）

摘要　主要研究高速列车受流的稳定性与接触网弹性系数的关系．在传统研究的基础上，考虑了接触网刚

度的傅里叶展开的二阶展式，建立研究弓网振动稳定性的微分方程．在采用摄动法分析其稳定性时，将位移

响应展开为二阶展式，得出了弓网系统的稳定边界．并讨论了各参数在不同条件下对稳定区间的影响．最后

将所得结果与传统结果进行了比较，得出了高阶项对系统边界稳定性存在影响的结论．

关键词　弹性系数，　稳定性，　小阻尼，　参数，　摄动法

引 言

列车在行驶时通过受电弓从接触网上获得电

能，当运动的受电弓通过相对静止的接触网时，会

使接触网产生振动．当振动过大时，会使弓网发生
脱离，产生电火花，情节严重时会使列车的稳定受

流受到影响，所以对列车的稳定受流分析是非常必

要的．在文献［１］中，于万聚通过分析得出当接触
网的弹性差异系数越小，弓网间的振动就会越稳

定．文献［２］中，郭京波通过用摄动法推导带阻尼
的Ｍａｔｈｉｅｕ方程，得出了弓网系统的稳定受流边界
和周期解．在文献［３］中，Ｔ．Ｘ．Ｗｕ等建立了弓网的
动力学模型，讨论了接触网的弹性刚度系数对列车

稳定受流的影响．虽然很多人已经对列车稳定受流
做了大量的研究，但他们中大部分是将弹性刚度系

数展开成 Ｋ（ｘ）＝λ＋α１ｃｏｓ２πｘ／Ｌ这种形式，若用
Ｋｍａｘ，Ｋｍｉｎ来表示最大和最小弹性系数，则 λ＝（Ｋｍｉｎ
＋Ｋｍａｘ）／２称为平均弹性系数；α１＝（Ｋｍａｘ－Ｋｍｉｎ）／
（Ｋｍｉｎ＋Ｋｍａｘ）为弹性差异系数，将其代入到弓网振
动微分方程中得到一个 Ｍａｔｈｉｅｕ方程，通过对
Ｍａｔｈｉｅｕ方程的讨论来讨论弓网受流的稳定性．虽
然在这种情况下能得出列车稳定受流的边界，但是

存在一定的误差，而且所得的稳定边界也不够精

确．为了减小误差，得出更为精确的稳定边界值，本
文在原有的傅里叶展式上增加一项，对弓网的稳定

受流边界进行分析．

１　弓网的基本振动方程

对于一个固定的接触悬挂，接触网和受电弓的

相互作用的模型，如图１所示．在图中Ｍ１表示受电
弓振动部分的当量质量；Ｍ２表示接触线单位长度
的质量；ｐ０是受电弓的抬升力；ｃ为弓网之间的阻
尼力；Ｋ（ｘ）为弹性刚度系数；ｖ表示列车的速度．若
将接触线和受电弓作为一个整体进行研究可以得

到接触，则可得到如下的一个振动微分方程：

图１　接触网的振动模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｐａｎｔｏｇｒａｐｈ－ｃａｎｔｅｎａｒｙｓｙｓｔｅｍ

（Ｍ１＋Ｍ２）
ｄ２ｙ
ｄｔ２
＋ｃｄｙｄｔ＋Ｋ（ｘ）ｙ＝ｐ０ （１）

在（１）式中，有两个自变量 ｔ和 ｘ，将列车的速度 ｖ

看成一个常值，则 ｘ＝ｖｔ．那么ｄｙｄｔ＝ｖ
ｄｙ
ｄｘ，
ｄ２ｙ
ｄｔ２
＝ｖ２

ｄ２ｙ
ｄｘ２
．若令Ｍ＝Ｍ１＋Ｍ２，则 （１）式可变为

Ｍｖ２ｄ
２ｙ
ｄｘ２
＋ｃｖｄｙｄｘ＋Ｋ（ｘ）ｙ＝ｐ０ （２）

对于一个固定的接触网，弹性系数 Ｋ（ｘ）总是以跨
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距Ｌ为周期的周期函数．则将其展开成傅里叶的余
弦函数，可得

Ｋ（ｘ）＝λ＋∑
∞

ｎ＝１
αｎｃｏｓ

２πｎ
Ｌｘ （３）

在一般情况下ｎ＝１时可近似的模拟出接触网的弹
性系数曲线，这里为了更好的模拟出接触网的弹

性，取ｎ＝２，则

Ｋ（ｘ）＝λ＋α１ｃｏｓ
２π
Ｌｘ＋α２ｃｏｓ

４π
Ｌｘ （４）

令τ＝πＬｘ，方程（２）可化为

Ｍｖ２π２

Ｌ２
ｄ２ｙ
ｄτ２
＋ｃｖπＬ

ｄｙ
ｄτ
＋［λ＋α１ｃｏｓ（２τ）＋

　α２ｃｏｓ（４τ）］ｙ＝ｐ０ （５）
再通过变换得

ｄ２ｙ
ｄτ２
＋２ζｄｙｄτ

＋［δ＋２εｃｏｓ（２τ）＋２βｃｏｓ（４τ）］ｙ＝ｐ

（６）

其中δ＝ Ｌ
２λ

Ｍｖ２π２
，２ζ＝ＬｃＭｖπ

，２ε＝ Ｌ
２α

Ｍｖ２π２
，２β＝

Ｌ２α２
Ｍｖ２π２

，

ｐ＝
ｐ０Ｌ

２

Ｍｖ２π２
．有微分方程理论我们知道非齐次微分方

程解的稳定性，取决于与之相对应的齐次微分方程

解的稳定性．方程（６）对应的齐次方程可化为
ｄ２ｙ
ｄτ２
＋２ζｄｙｄτ

＋［δ＋２εｃｏｓ（２τ）＋２βｃｏｓ（４τ）］ｙ＝０

（７）
如果β＝０，则上述方程就是数学上著名的带阻尼
的Ｍａｔｈｉｅｕ方程，对于该方程很多文献做出了大量
的研究［４，５］，这里将不再做讨论．本文只讨论当 β≠
０时，方程（７）的稳定性对列车稳定受流的影响．

２　方程的稳定边界

采用摄动法对方程（７）进行研究．因为方程
（７）中含有两个参数ε和β，所以对ｙ（τ）和 δ展开
时，需要将他们展开成二阶的形式，即：

ｙ（τ）＝ｙ０（τ）＋εｙ１ε（τ）＋βｙ１β（τ）＋ε
２ｙ２ε（τ）＋

　εβｙ１εβ（τ）＋β
２ｙ２β（τ）…

δ（ε）＝δ０＋δ１εε＋δ１ββ＋δ２εε
２＋δεβεβ＋δ２ββ

２
{

…

（８）
式中０≤ε１，在小阻尼条件下将 ξ记为下面的形
式

ζ＝εμ１＋βμ２＋εβμ３，μｉ＝Ｏ（Ｉ），ｉ＝１，２，３ （９）

将上面两式代入到方程（７）中，分别比较常数项和

ε，β，ε２，εβ，β２的系数都为零，即可得下面６个方
程：

ｙ＂０（τ）＋δ０ｙ０（τ）＝０ （１０）

ｙ＂１ε（τ）＋δ０ｙ１ε（τ）＝－（δ１ε＋２ｃｏｓ（２τ））ｙ０（τ）
－２μｙ′０（τ） （１１）

ｙ＂２ε（τ）＋δ０ｙ２ε（τ）＝－（δ１ε＋２ｃｏｓ（２τ））ｙ１ε（τ）
－δ２εｙ０（τ）－２μｙ′１ε（τ） （１２）

ｙ＂１β（τ）＋δ０ｙ１β（τ）＝－（δ１β＋２ｃｏｓ（４τ））ｙ０（τ）

－２μｙ′０（τ） （１３）

ｙ＂２β（τ）＋δ０ｙ２β（τ）＝－（δ１β＋２ｃｏｓ（４τ））ｙ１β（τ）

－δ２βｙ０（τ）－２μｙ′１β（τ） （１４）

ｙ＂１εβ（τ）＋δ０ｙ１εβ（τ）＝－（δ１β＋２ｃｏｓ４τ）ｙε１（τ）
－δεβｙ０－（δ１ε＋２ｃｏｓ２τ）ｙβ１（τ）－２μ１ｙ′β１－２μ２ｙ′ε１－

２μ３ｙ′０ （１５）
从上述方程中可知，方程（１０－１２）是用摄动法求
解带阻尼的马休方程的前三项．其中方程（１０）的
解为

ｙ０（τ）＝ａｃｏｓ δ槡０τ＋ｂｓｉｎ δ槡０τ （１６）
其中

δ０＝ｎ
２，ｎ＝０，１，２，… （１７）

下面分别取δ０为０，１，４时讨论方程的稳定边界
条件．
２．１　δ０＝０

在这种条件下，方程（１０－１２）的解和稳定边
界条件可依据参考文献［４］得

ｙ０（τ）＝ａ （１８）

ｙ１ε（τ）＝
ａ
２ｃｏｓ２τ （１９）

ｙ２ε（τ）＝
ａ
３２ｃｏｓ４τ－

μ１ａ
２ｓｉｎ２τ （２０）

δ１ε＝０ （２１）

δ２ε＝－
１
２ （２２）

将式（１８）代入到方程（１３）中可得
ｙ＂１β（τ）＝－（δ１β＋２ｃｏｓ（４τ））ａ （２３）

消除永年项的条件是δ１β＝０，求解得

ｙ１β（τ）＝
ａ
８ｃｏｓ４τ （２４）

则方程（１４）可化为

ｙ＂２β（τ）＝－（δ２β＋
１
８）ａ－

ａ
８ｃｏｓ（８τ）＋ａμ２ｓｉｎ４τ

５３３
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（２５）

消除永年项的条件是 δ２β＝－
１
８，代入求得上述方

程的一个特解为

ｙ２β（τ）＝
ａ
５１２ｃｏｓ８τ－

ａμ２
１６ｓｉｎ４τ （２６）

再将（１９）式和（２４）式代入到方程（１５）中，化简得

ｙ＂１εβ（τ）＝－
５ａ
８ｃｏｓ（２τ）－

５ａ
８ｃｏｓ（６τ）＋

　２ａμｓｉｎ２τ＋ａμ２ｓｉｎ４τ－δεβａ （２７）
消除永年项的条件是δεβ＝０，则

ｙεβ（τ）＝
５ａ
３２ｃｏｓ２τ＋

５ａ
２８８ｃｏｓ６τ－

　
ａμ１
２ｓｉｎ２τ－

ａμ２
１６ｓｉｎ４τ （２８）

综上可得

δ＝－１２ε
２－１８β

２＋Ｏ（Ｉ） （２９）

２．２　δ０＝１
同理依据参考文献［４］得出方程（１０－１２）的

解和稳定边界条件为

ｙ０（τ）＝ａｃｏｓτ＋ｂｓｉｎτ （３０）

ｙ１ε（τ）＝
１
８（ａｃｏｓ３τ＋ｂｓｉｎ３τ） （３１）

ｙ２ε（τ）＝
１
６４［（δ１ａ＋６μ１ｂ）ｃｏｓ３τ＋（δ１ｂ－

　ｂμ１ａ）ｓｉｎ３τ］＋
１
１９２（ａｃｏｓ５τ＋ｂｓｉｎ５τ） （３２）

δ１ε＝± １－４μ槡
２ （３３）

δ２ε＝－
１
８ （３４）

将式（３０）代入到方程（１３）中可得
ｙ＂１β（τ）＋ｙ１β（τ）＝－（δ１βａ＋２μ２ｂ）ｃｏｓτ－
　ａｃｏｓ３τ－（δ１εｂ－２μ２ａ）ｓｉｎτ＋ｂｓｉｎ３τ－
　ａｃｏｓ５τ－ｂｓｉｎ５τ （３５）

消除永年项的条件是

δ１βａ＋２μ２ｂ＝０

－２μ２ａ＋δ１βｂ＝{ ０
（３６）

满足ａ，ｂ非零解的条件是 δ１β＝０，μ２＝０，所以要引
入更小的阻尼，令

ζ＝εμ１＋β
２μ^２＋εβμ３ （３７）

经计算也不能满足条件，所以还必须采用更小的阻

尼

ζ＝εμ１＋β
３μ^２＋εβμ３ （３８）

将其代入到方程（１３－１５）中，通过消除永年项和
求解可得

δ２β＝－
１
６ （３９）

ｙ２β（τ）＝
ａ
３８４ｃｏｓ７τ－

ｂ
３８４ｓｉｎ７τ＋

　 ａ
１９２０ｃｏｓ９τ＋

ｂ
１９２０ｓｉｎ９τ （４０）

δεβ＝±
１
１６－４μ槡

２
２ （４１）

ｙεβ（τ）＝－
ａ１
８ｃｏｓ３τ－

ａ２
２４ｃｏｓ５τ－

ａ３
４８ｃｏｓ７τ－

　
ｂ１
８ｓｉｎ３τ－

ｂ２
２４ｓｉｎ５τ－

ｂ３
４８ｓｉｎ７τ （４２）

其中

　ａ１＝－（
ａ
２４＋
δ１εａ
２４－

３
４μ１ｂ），ｂ１＝

３
４μ１ａ－

ｂ
２４－
δ１εｂ
２４，

　ａ２＝－（
ａ
８＋
δ１εａ
２４＋

５
１２μ１ｂ），ｂ２＝

５
１２μ１ａ＋

ｂ
８－
δ１εｂ
２４，

　ａ３＝－
ａ
６，ｂ３＝－

ｂ
６

综上，在δ０＝１附近的稳定边界条件是

δ＝１±ε １－４μ槡
２
１－
１
８ε

２－１６β
２±

　εβ １
１６－４μ槡

２
３＋Ｏ（Ｉ） （４３）

２．３　δ０＝４
根据以上的算法最终可得

ζ＝ε２μ１＋βμ２＋εβμ３ （４４）

δ＝４±β １－１６μ槡
２
２－
１
３２β

２＋

　ε２（１６±
１
１６＋１６μ槡

２
２）＋Ｏ（Ｉ） （４５）

３　列车稳定受流分析

以上分别讨论了方程在δ０＝０，δ０＝１，δ０＝４的

方程（７）的稳定边界．由于在稳定边界方程中的参数
除了ε外还存在着β和阻尼系数，因此本文将采用
控制变量法来讨论各参数对列车稳定受流的影响．
３．１　ε不确定，β＝０

若β＝０则方程（６）为马休方程，在无阻尼条
件下，可得方程零解在参数（δ，ε）稳定图形，如图
２．显然图中分为稳定区和非稳定区，而实线是两种

区域的分界线．同时我们知道 ４Ｌ
２λ

Ｍｖ２π２
＝δ，
４Ｌ２α１
Ｍｖ２π２

＝

６３３
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２ε，所以δ＝２λα１
ε，而对于一个固定的接触网，λ和

α１是一个确定的值，所以 δ和 ε是正比例关系，如
图２中虚线．从图中我们可以得出以下结论：

图２　时无阻尼的稳定图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐａｎｔｏｇｒａｐｈ－ｃａｔｅｎａｒｙ

ｕｎｄａｍｐｅｄｓｙｓｔｅｍ，β＝０

（１）在一定的接触悬挂情况下，弓网振动方程
的解由稳定区和不稳定区两部分组成．由于 ｖ＝

４Ｌ２λ
Ｍπ２槡 δ

，当ε的值一定时，就可以得出接触线不稳

定时的速度了．并且当 δ的值越大时，列车的速度
就越小，不稳定区域就越小．

（２）当λ
α１
的值越来越大时，解的稳定区域也在

不断的扩大．
（３）当 ε＝０时，接触网的振动解都在稳定区

域，即α１＝０，接触网的刚度系数Ｋ（ｘ）＝λ，是一个
常数时，无论列车的速度有多高，接触线都不会发

生离线现象，弓网将协调振动．

图３　β＝０时小阻尼稳定图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐａｎｔｏｇｒａｐｈ－ｃａｔｅｎａｒｙ

ｓｍａｌｌｄａｍｐｅｄｓｙｓｔｅｍ，β＝０

（４）当列车速度处于稳定区域时，当它加速可
能会使接触线的振动处于不稳定区域，但当它再次

加速时，又会进入到另一个稳定区域．
讨论方程在小阻尼时，分别做出ξ＝０，ξ＝０．１，

ξ＝０．２，ξ＝０．３在 δ０＝１附近的稳定图形，如图３．
从图中我们可以看到从无阻尼到阻尼系数 ξ＝０．
３，解稳定区域在不断的变大．所以在弓网的建设中
适当的增加阻尼有利于列车的稳定受流．
３．２　β不确定，ε＝０

在这种情况下，首先讨论无阻尼时的稳定边界

如图４，从图中我们也可以得到与上节相同的结
论．同时比较两种无阻尼条件下的稳定图如图５，
其中实线为上节中无阻尼的稳定边界图，虚线为本

节的稳定边界图．我们发现δ在０到１之间的稳定
区域明显比上节的稳定区域要大．说明在这种情况
下更能适应高速列车的行驶．

图４　ε＝０时无阻尼的稳定图

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐａｎｔｏｇｒａｐｈ－ｃａｔｅｎａｒｙ

ｕｎｄａｍｐｅｄｓｙｓｔｅｍ，ε＝０

图５　无阻尼时两种图形对比

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆｇｒａｐｈｉｃｓ

当接触线存在小阻尼时，作出δ０＝４时ξ＝０，ξ

７３３
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＝０．１，ξ＝０．１５，ξ＝０．２的稳定边界图，如图６．从
图中我们也可以得出，随着阻尼的增大不稳定区域

在不断的减小．

图６　ε＝０时无阻尼时稳定边界

Ｆｉｇ．６　Ｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｏｆｔｈｅｐａｎｔｏｇｒａｐｈ－ｃａｔｅｎａｒｙ

ｓｍａｌｌｄａｍｐｅｄｓｙｓｔｅｍ，ε＝０

３．３　ε，β都不确定，但β＝γε
在这种条件下，讨论无阻尼情况下，若我们取

β＝γε，其中γ＝
α２
α１
则我们可以得到稳定边界的表

达式

δ０＝０，δ＝－（
１
２＋
γ２
８）ε

２＋Ｏ（Ｉ） （４６）

δ０＝１，δ＝１±ε－（
１
８＋
γ２
６±

γ
４）ε

２＋Ｏ（Ｉ）

（４７）

δ０＝４，δ＝４＋（
１
６±

１
４）ε

２±γε－γ３２ε
２＋Ｏ（Ｉ）

（４８）

图７　对比图（本文结果；－传统结果）

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｗｏｋｉｎｄｓｏｆｒｅｓｕｌｔｓ

（Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｒｅｓｕｌｔ；－Ｔｒａｄｉｆｉｏｎａｌｒｅｓｕｌｔｓ）

从上面几式中我们很容易看出列车受流的稳

定性除了与ε有关外还于γ有关．现取γ＝０．３，将

所得结果与传统研究结果进行比较，如图７
从图中可以看出 δ在０到１之间的稳定区间

略有减小，即适应高速行驶的区间略有减小．现分
别取γ＝０，γ＝０．１，γ＝０．３，γ＝０．５做出稳定边界
图，如图８

图８　不同对应的稳定边界

Ｆｉｇ．８　Ｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｏｆγ

从图８中我们可以看出随着参数值 γ不断的
变大，列车在稳定受流区域在不断的上升，则与之

相对应稳定受流时的速度在不断的减小．

４　结论

本文通过以上研究得出如下结论：

（１）列车稳定受流时的速度与弹性刚度系数Ｋ
（ｘ）有很大的关系，当 Ｋ（ｘ）中的 α２≠０时，在（δ，

ε）的平面内的稳定区域与 α２＝０时相比会略微的
上升，对应的稳定速度将会略微的减小．

（２）列车的速度越低，对应的稳定区域越大，
速度越高，对应的稳定区域越小．

（３）弹性刚度差异系数越小，列车稳定受流区
域就越大．

（４）适当的增加弓网的阻尼，会使受流时的稳
定区域增大．

（５）列车在一定的速度时可能处于稳定状态，
但当它加速时可能处于不稳定状态，但当其在加速

时又会进入到另一个稳定区域内．

（６）在采用函数 Ｋ（ｘ）＝λ＋α１ｃｏｓ
２π
Ｌｘ＋α２ｃｏｓ

４π
Ｌｘ模拟接触线的弹性系数时，增大

λ
α１
和
λ
α２
的值，

同时减小
α２
α１
的值能增加列车受流的稳定性．

８３３
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